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Corrigeés des TD du chapitre 15

Exercice 1

1) L’application ¢:(P,Q) > (P|Q)=>_P(a,)Q(a,) est bien définie sur (IRn[X])2 et a valeurs dans R .
k=0

Elle est clairement symétrique (commutativité du produit dans R ) et bilinéaire (distributivité du produit sur
I’addition dans R).

De plus, pour tout PeRR [X], on pose (P| P):ZP(ak)2 >0, donc ¢ est positive et donc, ¢ est produit
k=0
scalaire si et seulement si ¢ est définie. Or,on a:

(PIP)=YP@) =0 & P(@,)=P(@)=..=P(a,)=0.

Donc, a,,a,,...,a, sont racines de P. Si les a, sont distincts deux a deux, alors P eR [X] posséde n+1
racine distincts, donc P est nul. Dans ce cas, ¢ est définie.

Par contre, si les a, ne sont pas distincts deux a deux, quitte a renumeroter, on peut supposer que a,=4a,,

et dans ce cas, avec P :H(X -a )eR [X],ona (P|P)=0avec P=0, donc ¢ n’est pas définie.
k=1

Finalement, ¢ est définie si et seulement si les a, sont distincts deux a deux, et donc :

(P,Q)—(P|Q)= Z P(a,)Q(a,) est produit scalaire si et seulement si les a, sont distincts deux a deux.
k=0

2) Remarquons que pour tout ke O,n ettoutie O,n , Li(a,)=39;, (le symbole de Kronecker).

Onapourtous i, je 0O,n
(Li | Lj) :ZLi(ak)Lj (ak) :ZBi,ij,k :6i,j .
k=0 k=0

Donc, la famille (L,, L, ..., L,) est orthonormée et comme elle contient n+1=dim(Rn[X]) polynémes :

La famille (L, L, ..., L,) est une base orthonormée de R [X].

3) Remarquons déja que pour tout PeRR [X], Zn:P(ak)2 :||P||2 (ot ||.| est la norme associée au produit
k=0

. e e . 3 2 . 2
scalaire utilisé ici), donc inf [kz_; P(a,) j—LI‘E]']Z (||P|| )
Par ailleurs, sionpose L=L,+L,+...+L,,onapourtout PeR [X]:

> P(@) =Y L@ )Pa)=(LIP).
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Donc, F={PeR [X]\(L|P)=1}. Mais, (L|L)=n+1, soit (L‘ %szl (donc ilLe F)et:
n+ n+

F:{PGRH[X]\(HP):(L‘ iLj}:{PeRn[X]\(L‘ P—iszo}z{PeRn[X]\LLP—LL}
n+1 n+1 n+1

Alors, pourtout PeF,ona L_L P Lty , donc Loae et, d’aprés le théoréme de Pythagore :

n+1 n+1 n+1
, |1 1 > |1 | 1 P 11 |7 1 . 1
IP|* =|—=L+P-——1| =|—L +HP——L >l =—— = inf(JP|")>—
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 P<F n+1

Or, iLe F, donc inf (||P||2)si et finalement :
n+1 P<F n+1

—a _ . 1
inf [;wakfjﬂci (IP1F) = min (IP1°) = -5

n+1

Exercice 2
1) Ona:

e (-|') estclairement symétrique et bilinéaire du fait de la linéarité de I’intégrale.

o De plus, pourtout PeR [X],ona (P|P) =,[,11P2(P'

Or, ¢ est a valeurs dans R’ , donc P?¢>0 sur [-1;1] et par positivité de I’intégrale, on a (P|P)>0
donc (-|-) est positive.

e Ona:
(P|P) =Ij1P2(p=0 < P?p=0 sur [-1;1] (car P*p est continue et positive sur [-1;1])
< P =0 sur [-1;1] (car ¢ est a valeurs dans R’ donc ne s’annule pas)

< P =0 (car P admet une infinité de racines donc est nul)

Ainsi, (-|-) est définie.

Finalement :

(-]-) estun produit scalaire sur E.

2) Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliqué a la base canonique (1, X, ..., X") de E permet

. . R
de construire une base orthonormee (R, P, ..., P,) telle que pour tout ke O,n , P, = ” Rk ” avec R, =1 et
k

pour tout k>1, R = X“—(X*|R_)P_, —...—(X*|P)PR,.
Alors, par construction, le terme de plus haut degré de R, est X*, donc pour tout ke O,n , degP, =k et le
coefficient dominant de P, est R—>O et ainsi, il existe bien une base orthonormée de E, échelonnee en

k
degrés et constituée de polyndémes de coefficients dominants strictement positifs.
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Supposons maintenant que 1’on ait deux telles bases : (R, P, ..., P,) et (Q,,Q,, ..., Q,).
Notons pour tout ke O,n , a_ >0 et b, >0 les coefficients dominants respectifs de P, et Q, .
Montrons par récurrence forte que pour tout ke 0,n , Q =P,.
e Pour k=0, B, et Q, sont tous deux degré 0, donc Q, =AF, avec b, =Aa, donc A >0, et :
1=(Q,1Q) =R |P)=2* = A*=1 = Ai=1 (car A>0).
Ainsi, Q, =P, et la propriété est au rang 0.
e Supposons la propriété vraie jusqu’a un certain rang ke 0,n-1 .
k

Alors, R = Qua_ R est un polyndme de degré inférieur ou égal a k donc R = ZkiPi .
k+1 k+1 i=0

Mais alors, pourtout ie 0,k , Q =P et:

r=RIP) =B py 2 L 1R - (R P) = (@ Q) -~ (R | P) =O0.

bk +1 k+1 +1 k+1 bk +1 k+1

Donc R=0, soit Q ., =AR,,, avec A = Bes >0. On obtient A =1 comme plus haut.
a'k+1

Ainsi, Q.,, =P, et la propriété est donc vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc elle est vraie pour tout ke 0,n .

Ainsi :

Il existe une unique base orthonormée de E, échelonnée en degrés et
constituée de polynémes de coefficients dominants strictement positifs.

3) a. Le terme de plus haut degré de (X*—1)“ est X** donc le terme de plus haut degré de Q, est :

(X)) =2k (2k —1)...(k +1) X =% XX

Ainsi :

(2k)!

Q, est de degreé k et de coefficient dominant TR

b. La famille (Q,),.,, estdonc une famille échelonnée en degrés de n+1 polyndmes de E =R [X], qui est
de dimension n+1. Ainsi :

(Q)ce o, estune base de E.

c. Posons pour tout ke 0,n , P =(X*-1).Onaalors, Q =P,

Remarquons que comme — 1 et 1 sont racines de multiplicité k dans P,, ces deux réels sont racines de P
pour tout entier compris entre 0 et k —1.
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Alors, pour tout (i, j) e 0,n 2 ona en intégrant deux fois par parties :
Q1Q)=[ PPOPPMdt =[PP M ], - [ R OPI Odt=— [ PP )t
. . 1 1 . . 1 . .
=_ I:pi(HZ) t) pj(Jfl) (t):lfl n J’_l pi(HZ) (t) F)J_(J*Z) (t)dt = J'_l pi(HZ) (t) Pj(J*Z) (t)dt
En continuant ainsi, on obtient pour tout p< j, (Q Q) :J:R(”p) (t)P,""P(t)dt et en particulier pour p=j :
L pi+i)

Q1Q)=[ R @)Pt)dt.

Mais, si i< j,alors i+ j>2i=degPR, donc R"*” =0 etainsi, (Q |Q,)=0.

Par symétrie du produit scalaire, on a aussi (Q, |Q;) =0 pour i> j etainsi, (Q|Q;)=0 pour i= j donc:

La famille (Q,),.,, estune base orthogonale de E.

Exercice 3

Lidentité du parallélogramme est |x-+y|*+[x—y|*=2(|x|*+|y|*), qui est donc vérifiée ici pour tout

(X, y) € E?. Montrer que la norme est hilbertienne revient 4 montrer qu’elle dérive d’un produit scalaire et si tel
est le cas, alors ce produit scalaire et la norme vérifient les identités de polarisation.

En particulier, pour tout (x,y) € E?, |[x+ y||2 —[x- y||2 =4(x|y), soit :
1
UIW=me+ﬂF%V—ﬂfl
Il faut donc montrer que (x,y) — (x| y) = %(||x+ y||2 —[x- y||2) est un produit scalaire sur E.
Cette application va de E* dans R et est symétrique (|x+ y||=[y+x| et |x—y|=[ly—X|)-

De plus, pour tout xeE, (x|X) =%(||x+ x||2 —||x—x||2)=||x||2 >0 et (X|x) =||x||2 =0 équivaut a x=0
(séparation de la norme).

Reste a prouver la bilinéarité, donc la linéarité a gauche (la symétrie entrainera alors la linéarité a droite).

Nous allons procéder en deux temps.

Soient (x,x',y)eE*.Ona:

, T D2 1,1 1,1
Ax+XTy) =[x +x"+y| =[x +x" =y| =[x+ Zy+x'+Zy| —[x-Zy+x'=Zy
2 2 2 2
Et, avec I’identité du parallélogramme :
x+Lyax+t 2—2 x+1 2+ X'+t 2 x+tyoxod 2—2 x+1 2+ X'+ L 2 —x=x1’
27 Y| ~ 27 27 27 2|~ 27 27
x—ly+x‘—ly2—2 x—1y2+ x'—ly2 —x—ly—x'+1y2—2 x—1y2+ x'—ly2 —[x=x’
2 2 2 2 2 2 2 2
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Donc :
1’ 1’ 1’ 1’
AX+X'Yy)=2| [Xx+=y| +[x'+= =2\ [Xx==y| +[x'—=
(x+x'1y) ( 5V 2.\/} { 5V 5 Y
=2 x+1y2—x—1y2+ x'+£y2—x'—1y2 |
2 2 2 2

Remarquons que I’identité du parallélogramme peut aussi s’écrire pour tout (X,Y) e E? :

2 > 1 2 2
IX["+Iv] =§(||X Y [P X =Y [).

Donc :
TP F 2 2 r2 1 ]° 1 > w2y 2 IF
e o (SRR W I =¥ S (RO
1P 1 P 1y e 2 1P 1 > o2y 1P
et R /I GRS o I | P I (R =
Ainsi :
1 1P 1 2 2
x+§y - X—Ey :E(||x+y|| —|x-y| )=2(x|y).
1 1|
On a bien sir de méme x'+§y —x'—Ey =2(x'|y) etdonc:

40x+x"1y) =2[2(x] y)+2(x'| )] = 4[(x] ) + (X' Y)].
Ainsi, pour tout (x,x',y)eE?* :
(X+x'[y)=(x]y)+x'[y) ().

Soit maintenant (x, y) € E*. Posons pour tout A e R :

) =0l y) :%(||kx+ v~ lrx—yI°).

L’application f est définie sur R et a valeurs dans R .

De plus, comme X ||X| est continue sur E (car 1-liptschizienne du fait de I’inégalité triangulaire), f est
continue sur R en tant que différences de telles fonctions.

Enfin, pour tout (X, ) € R?, on a d’aprés le résultat (1) :
f L +p) =((A+)x|y) = x+px| y) = (x| y) + (x| y) = T (A) + f ().

Ainsi, f est une application continue sur R vérifiant f(L+p) = f(A)+ f(u) pour tout (A,n) e R?, donc f est
linéaire (exercice classique de premiére année : on prouve que pour tout (A,n) e RxN, f(nX)=nf(}), puis
onevalue fsur N, Z, Q, puis R par continuité, grace a densité de Q dans R).

Il existe donc un réel fixé a tel que pour tout AR, f(L)=ar et a= f(1)=(x]y), donc pour tout (x,y) e E?
ettout AeR,ona:

(x]y)=a(x]y) (2).
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Les résultats (1) et (2) prouvent que (x,y) — (x| y) est linéaire a gauche et ainsi, (x,y)+ (x|y) estun produit
scalaire, donc :

Toute norme de E vérifiant I’identité du parallélogramme est hilbertienne.

Exercice 4

Si la famille (x,, x,, ..., x,) est liée, alors on a |det, (X, X,, ..., X,)| =0 et I'inégalité est immédiate.

Supposons que la famille est libre, alors c¢’est une base de E (qui est de de dimension n) et les x, sont tous non
nuls. Par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on construit une nouvelle base orthonormee de E,
B'=(e,e,,...,€,) avecpourtout ke 1L,n :

1
€1 = X — (Xa 18)8 — (X1 [€)8 — . — (X, [ € )8, €t ek+1:H8k+l'
k+1
Onaalors:
1
det, (e, e,,...,e,)=det, [el, €y, P ||[xn — (%, 1e)e, — (X, 1e)e, —..— (X, |en1)enl]J
1
:detl{el,ez,...,mx] . ||det 5(8,6 .., 8.4, %)
1
—det { T —[Xn—l _(Xn—l | el)el - (Xn—l | ez)ez T _(Xn—l | enfz)enfz]' Xn]
el || lenal
———det [e e,, L J ————det, (e, e X1 X, )
||8 | el ) Tewal e -1|| [N
1

dety (&, Xy, ey Xygs X,

el e
1 1
= det xl,x,...,x_,xj
ezl Je | B[IIXlII o

1

= det, (X, X,, X, )

%[zl "
Donc :

ety (%, Xy oo X )| = (X&) |Ena- & - |dets (€10 €50 €))
Or, dety (e, e,,..,e,)=detP ou P=P; estlamatrice de passage de B @ B'.Ona P'="'P, donc ‘PP =1,
et:

det('PP) = (det 'P)(detP) =(detP)’ =detl, =1 = |det, (e, €, ..., €, ) =|detP|=1.

Ainsi :

[dety (%, %0 s X0 )| = e - -

Enfin, pour tout ke 2,n :

X = ||8k||ek +(x le)e +(x |e)e, +..+(X |e_)e. ;.
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Et comme la famille (e, e,,...,e,) est orthonormee, ona:
% =llel* + (% 1€) 2+ (61 €)* 4t ()22 = el <[]

Donc, -y ol e <Pl o, | etainsi:

et (%, Xy ooy X )| <X %o - 1%, -

Finalement, on a bien dans tous les cas :

ety (3%, %, %) < b el x|

Il est clair que si I’un des X, est nul, alors ‘detB (X Xos eeey X))

=[x ]| - [, = 0
Sipourtout ke Ln , x, =0 et (x,X,,..., x,) estliée, alorson a |detB(x1, XZ""’Xn)|:0<||X1||-||X2||...||xn||_

Sipourtout ke Ln , x, #0 et (X, X,,..., X,) estlibre, alors d’aprés ce qui précede, on a :

ety 05,2 =l el bl Il bl =leal-Joo b e

Comme pour tout ke 2,n ||8k || £||xk||, aucune de ces inégalité ne peut étre stricte avec 1’égalité ci-dessus.
Ainsi :

vke 20, x|l

Vke 2,n, (xle)=(x1€)=(Xe_)=0

Vke 2,n, X e(Vect(el,ez,...,ek_l))L

vke @Bn Jk e(Vect(x, x,, ..., XH))i

Et ceci est vrai si et seulement si la famille (x, X,, ..., X,) était initialement orthogonale.

[det; (4, %, s %)) = ][ - [

$ ¢ 00

Finalement :

ety (X, Xy X, )| = XX, ][ %, ]| si et seulement si I'un
des x, est nul ou la famille (x, x,, ..., X,) est orthogonale.

Exercice 5

Ona f e L(E) etpourtout (x,y)eE*: (x|]y)=0 = (f(x)]| f(y))=0.
Soit (x,y) e E* tel que [|x| =] y|=1. On aalors:

M=yl <= K=yl =0 < x+ylx-y)=0.
Or:
(x+ylx=y)=0 = (f(x+y)|f(x-y))=0.
Et:
(Fx+Yf(x=y))=0 < (F)+fWIfX-T()=0 < [t =|fy)]"
Ainsi, pour tout (x,y) € E? tel que |x|=]|y|[=1, on a ||f(x)||=|/f(y)|, donc x| f(x)| est constante sur la
sphére unite de centre 0. .
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Autrement dit, il existe un réel positif k tel que pour tout x € E tel que |x|=1,0na, | f(x)|=k.

(IIXIIJ

II existe bien un réel positif k tel que pour tout xe E, || f (x)||=k]X|-

Mais alors, pour tout xe E\{O_}, on a:

(g e -

Et bien sdr, | f (O¢)|| =0 =0 =k]|0]| et ainsi :

[F 0= [x]I=

Exercice 6

1) L’application (A B)+> (A B) définit un produit scalaire sur E: c’est du cours, ¢’est méme le produit
scalaire canonique sur E =M (R).

2) Appelons S I’ensemble des solutions du probleme, soit :
S={PeGL,(R)\V AcE,|A|=|P*AP|}.

Remarquons déja que S est non vide car contient au moins |

Soit PeS. Ona |A|=|P*AP| pour toute A de E. Si on pose B=P A (donc A=PB), on a |PB||=|BP] et
comme B décrit E quand A décrit E, on peut écrire :

S={PeGL,(R)\VBeE,|PB|=|BP|}.

Alors, si Pe S, onapourtout (B,B,) e E?, |PB,=|B,P|, |PB,| =[B,P]| et:
|P(B,+B,)|=[(B,+B,)P| < |PB,+PB,| =|B,P+B,P|

< |PB, +2(PB,,PB,)+|PB,|" =|B.P| +2(B,P,B,P)+|B,P|

< (PB,PB,)=(BP,B,P) (avec |PB =|BP| et |PB,|] =|B,P|")
Réciproquement, si pour tout (B,,B,)E*, (PB,PB,)=(B,P,B,P), alors pour toute matrice B€E, on a
IPB|" =|BP|" (avec B=B, =B,). Ainsi :

S={PeGL,(R)\V (B, B,) €E* (PB,,PB,)=(BP,B,P)}.

Notons (E, ;),.; ;- la base canonique de E. Si PeS, on aalors (PE, ,PE,;)=(E;P,E, P) pour tous
i,j,i'j' de 1n .

Réciproquement, supposons qu’une matrice P de GL, (R) Vérifie <PE PE. . >—<E P,E. . P> pour tous
i, j,i'j' de Ln .Alors, pourtout (B, B,) € E* tellesque B,= > o, ,E et B,= > B..E..,ona:

1<i, j<n 1<i',j'<n

(PB,,PB,) <Z o PE D Bi.,j.PEi.,j.>= > o B (PE ;. PE, ;)

1<i, j<n 1<i‘,j‘§n 1<i, i j'<n

Z ai,jBi',j'<Ei,jP’Ei',j'P>: Z o, ;E P, Z Bi B > BPBP>

1<i, j,iYj'<n <1<| j<n I<i'j'<n



PSI* 9

Donc, Pe S . Ainsi ;

S={PeGL®\V(i,ji'j)e 1n " (PE,; PE, ;)= (E ,P.E.;P)}.

i,j? [ B
Soit maintenant une matrice P quelconque de E. Notons C,, ..., C, ses colonnes et L, ..., L, ses lignes.
Pour tout (i, j,i',j)e 1Ln ‘) PE;; (resp. PE; ;) est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la
j™ (resp. la j'™™) quiest C, (resp. C,.), donc:
(PE, ;,PE,;}=38;;(C/C;)

ou (-|-) est le produit scalaire canonique de R".

De la méme facon, pour tout (i, j,i', j)e Ln ‘) E, ;P (resp. E;;P) est la matrice dont toutes les lignes sont

=ieme

nulles sauf la i*™ (resp. la i'™™) quiest L, (resp. L), donc:

(E,P.E.P)=5,(LIL;).
Alors :
PeS < V(i ji\j)e 1n ", (PE ,PE.;)=(E P.E P)

e V(@ 0ivj)e 1n",8,,(CIC)=8(LIL;)

Or,sii=i'et j=j', 8 . =8,=0,donc 3, (C|C.)=5,(L|L;). D>ou:

v(@i,ive Ln’, iz, (C

PeS < v(jieln’ j=j, (L

V(i ie Ln’, (C1C)=(L,IL;)
Soit :
PeS ¢ TACK. v (i,i") e 1,n2; i=i', (C1C)=8, 2
V(e tn’ j= iy (LIL)=8;2’
Remarquons que :
V(iiYe 1n’, izl (GIC)=5,2" < PP=A’, < V(jiYeiln’, j=i, (LIL)=5,
Finalement,
PeS < 3IneR, 'PP=X%_.

Enfin, si ‘PP =2’l_ avec A =0 alors P est inversible et donc :

Les solutions du probléme sont les matrices P € E telles qu’il existe A e R, tel que ‘PP =271 .

Remarquons que ‘PP =A’l

n

revient a % PeO,(R).
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Exercice 7

On a d’une part x*f (x) = x¥* (X” 2 f (X)) , donc, d’aprés I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

(j:xzf(x)dx)z g(j:x?*dx)(j:xf(x)?dx):%j:xf(x)zdx_

Et, comme f est positive sur [0;1], on peut écrire x f (x)? = x f ()" f (x)¥2, d’ou, toujours d’aprés ’inégalité de
Cauchy-Schwarz :

1 2 1 1
(joxf(x)zdx) s(jo xzf(x)olx)(j0 f(x)3dx).
Alors, comme f est positive sur [0;1], on a jole(x)zdxzo et:

4([01x2f(x)dx)z(j:xf(x)zdx)s(j:xf(x)zdx)zg(jjx%(x)dx)(jjf(xfdx) (*).

Enfin, comme f est positive et continue sur [0;1], x> x*f(x) est positive et continue sur [0;1], donc
[Cxe£()dx=0 etsi [ x*f(x)dx=0, alors xi—x*f(x) est nulle sur [0;1], donc f I'est aussi et dans ce cas,

I’inégalité recherchée est vérifiée (c’est méme une égalité, les deux membres étant nuls).

Si f n’est pas nulle sur [0;1], alors j:xz f (x)dx >0 et on peut simplifier (*), ce qui donne :

4(j:x2f(x)olx)(j:xf(x)zolx)sjo1 £ (x)°dx

A A AAA AAA A A A AAA AR AAA AAA A A AAA A A A AAA A A AAA A A AAA A A A AAA A A AAA A A AAA AAA A A A A A AAA A
A A A A A A A A A A A A AAA A A A A AAA A A A A A AN AN AN AN AN A A AN AN AN A AN A A AN A A

Exercice 8

Ona f(R")cR,,donc f(R") estune partie non vide de R, minorée par 0 : elle admet une borne inférieure
que nous appellerons . On a donc :

w=inf f(R") = inf (0 ...,x))

(Xg,oeey Xy )ER"
Soit (P,Q) - (P.Q) = O”e—tp(t)Q(t) dt , définie sur R [XT.

Pour tout k e N, I’application t > e~ 't* est continue et positive sur R .

est positive et intégrable sur R, donc t — e 't* est intégrable sur R .

t—>+oo

Or, e't"= o ( jettH 12
1+t

1+t2

Ainsi, pour tout ke N, I0+we“tkdt converge et il va de méme pour J.Ome“P(t)Q(t) dt, quels que soient les

polynémes P et Q, car PQ est un polyndme, donc une combinaison linéaire finie de X*.

+ 00

L’application (P,Q) — (P,Q) =IO e 'P(t)Q(t) dt est donc bien définie sur R [X]*.
De plus, elle symétrique (par commutativité du produit) et bilinéaire (par linéarité de la dérivation).
Enfin, pour tout PR [X], ona (P,P) :jgwe‘tP(t)zdt >0 car t>e 'P(t)* est positive sur R, et, si cette

intégrale est nulle alors t — e 'P(t)* est nulle sur R, ; alors, t — P(t) est nulle sur R, et P admet une infinité
de racines, donc est nul.



PSI* 11

Finalement, (P,Q) — (P,Q) :I;we’tP(t)Q(t) dt est bien définie sur R [X]* et symétrique, bilinéaire, définie
positive, donc c’est un produit scalaire sur R [X].

Pour tout x=(x, ..., X,) € R", posons P, =1+x X +...+X,X". Onaalors :

+ 00

(0w x))=[ e (R@) de=|R]".
Sionpose A={l+aX +..+a,X",(a,..,a,)eR"} ={PeR,[X], P(0)=1},onaalors

pw= inf

(X, ey Xy )ER"

R =inf |P|".

Remarquons que A est une partie fermée de R [X]. En effet, par définition Ac R [X] et si (P,),., estune
suite de polyndémes de A convergeant vers P e R [X], on a pour tout ke N, B (0)=1, et, en passant a la
limite quand k tend vers + «, on obtient P(0) =1, donc P € A.

Or, I’application ¢:P |—>||P||2 est continue et minorée par 0 sur R[X], donc sur le fermé A : elle y admet un
minimum. Comme L est la borne inférieure de ¢ sur A, ¢’est le minimum, soit :

. 2 -
w=min [P = in

|P||2 = min
(X, ey Xy )ER"

P’ =, min (04, %,))=min (R").

Xy ey X )ER"

Ainsi :

f admet un minimum sur R".

Remarquons qu’avec le produit scalaire introduit plus haut, on pouvait aussi écrire :

inf) . f((xl,...,xn)):( inf  f((=x,....—X,))

X s ees X Xy s X )ER"

M:
(
B (xl,..i,nx]:)eugn J.ome_t (1_ = Xntn)z dt

_ . to B 9 ~ i
_x=(x1,l...n,f<n)gR"J.0 € (1 Qx(t)) dt avec QX—X1X +...+XnX

=inf
xeR"

1—QX||2=E?m;||1—Q||2 avec F ={PeR,[X], P(0)=0}

=d(LF)® carF estun sous-espace de R [X]

Exercice 9
1) Posons :

e =(0)

e,=(-11)

e;=(-1-2)
Ona:

<e1|e2>:<elles>:<ez |83>=—1<0.

Donc:

La famille (e, e, &;)=((10), (-11), (-1,—2)) convient.
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2) Ona x=Zp:xkek et y=Zp:|xk|ek , donc :
k=1 k=1

=3 fale) =Skl 3 xfale)

1<i, j<p 1<| J<p

&

) p
IXI" =
k=1

Et de méme :

Iyl —ZX2||8|| + 2 [axf(ele;).

1<i,j<p
i#]

Or, pour tous i, je 1,p ,ona xX; <|xx;| etquand i= j, (e |e;) <0, donc |xx;|(ee;)<xx (e e;).

Alors :
Z %X |(e1e;) < z xx;(e/]e;).
1<i, j<p I<i, j<p
i#] 1#]
Donc:

p
IyI" =22l + 32 [xxi[(ele, ><Z><2||e [+ 3 xx; (e leg) =[x
i=1 1<i, j<p I<i, j<p
i#] i#]

Et comme les normes sont positives, on obtient :

i<

3) Si x=0, alors ||y|<|x|=0, donc |y|=0, soit y=0.

p
Supposons qu’il existe k, € 1, p tel que x,_ =0, alors y=Y"|x|e =0 et:

kotky

Z|xk|<ek|ek>

k¢k0

Or, pour tout ke 1,p \{k}, [x|>0 et (e e )<0, donc |x|(e e, )<0. Le résultat ci-dessus permet de

conclure que |xk|<ek |ek0>:0 pour tout k e 1, p \{k,}, et comme <ek |ek0>¢0, on obtient x, =0.

Ainsi, si ’un des x, est nul, ils le sont tous, donc :

Soit tous les x, sont nuls, soit aucun ne 1’est.

4) Supposons que p>n+2.

Comme nous sommes en dimension n et la famille (e, ...,e,,) contient n+1 vecteurs, elle est liee. Il existe
donc des réels A, ..., A, non tous nuls tels que :

A+ A =0.

n+l n+l

Sionpose Xx=A6 +..+A =0, on est dans la situation de la question 2, donc :

n+1 n+l

y=[A]e +.. 4,6

Nl

Mais alors :
<y | en+2> = |7\‘1|<el | en+2> +"'+|7Ln+l|<en+1 | en+2> = O
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Or, pour tout ke 1,n+1,ona |r|>0 et (g |e,,)<0, donc [»,|(e |e,,)<0. La somme de ces nombres
négatifs étant nuls, ils sont tous nuls, donc pour tout ke 1L,n+1 , [v|(e |e,,)=0 et comme (e, |e,.,)#0
(car (e, |e,.,)<0), on obtient A, =0. Ainsi, tous les A, sont nuls, ce qui contredit I’hypothése.

Finalement, p>n+2 méne a une absurditeé, donc :

p<n+l

5) On a déja répondu a ces questions : d’aprés la question précédente, la famille (e,...,€,,,) est liée et la
famille donnée dans la question 1 convient comme exemple pour n=2 (donc p=n+1=3).

6) La famille (e,...,e,.,) est liée, donc 'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres. Quitte a les

renuméroter, supposons que c’est €, ,, autrement dit, qu’il existe des réels A, ..., A, non tous nuls tels que :

n+1»
€. =M€ +..+AE, .

n+l

Posons alors s=>"%; et c=> p, . Pourtout ke 1,n

i=1 i=1
(eclens) =(e Ihg +. 4208 ) =2 (e le)+..+ A (e e )+...+A, (e, &)
n n 7\‘
=S n(ecle) +a e == D A +a el = s+ A+ h o] = s+
B B Hh
Comme (e, |e,.;) =—1, on obtient pour tout k € 1,n
}\‘k
-s+—=-1 < A, =(s-Du,.
Hy

Ona (e e, )=—1=0,donc e, =0 etil existe au moins un A, =(s—1)p, non nul, ce qui permet de conclure
que s=#1.Onaalors:

S= n A = n (s-Du, =(s-1 n L, -
k=1 k=1 k=1
Soit :
s=(s—1)(c—Hy.1) (1)
Et:
el = (8 l€0) = (Bra |8+t e ) = Ay (B | €) 4ot A (B €, ) == Ay = m A, =S,
Or:
2 1
s =y Jeraf =7 —-1.

1 .
Donc, —-1=-5, soit, avec s#1 :
Mn+l

1
Hn+l 1_ S '
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En remplagant dans (1), on obtient :

S =(S—1)(G—ﬁ) =(s-)o+l < (s-Do=s-1.

Enfin, comme s—1+0, on obtient =1, soit:

n+1

Zui =1
i=1

Onaalors e, =Ag +..+A.6, =(s-Dpe +...+(s-Du.e, =(s-D(ne +...+n.e,), Zuiei = ile"”' et:
i1 S—
n+l

Zpe—zn:ueﬂl e = Le e —(i—i-},l je
— i~i — i n+1~n+1 S—l n+1 n+1~n+1 S—l n+l n+l*

Or, onavu plus haut que ., L. —i, donc i-f-},tml =0 etainsi :
1-s s—1 s-1

n+l

Z!"li =0
i-1

7) Quitte a renuméroter les e, , il suffit de montrer que la famille (e, ..., €,) est libre, pour prouver que toute
sous-famille de (e, ..., e,,;) contenant n vecteurs est libre.

Soit des réels A, ..., A, tels que :
re+..+Ae =0.

Comme dans la question 2, on obtient ||, +...+|A,|e, =0 et
(Ao + ot hole, Ten) =Ihf (e T e ) + oot (8, T €0 ) = = Ay == 2| = 0.
Alors, Zn:|xk|:0, donc tous les A, sont nuls.
k=1

Ceci prouve que la famille (e, ..., e,) est libre et ainsi, toute sous-famille de (e,...,€,,) contenant n vecteurs
est libre.

Or, toute sous-famille stricte de (e, ..., e,,,) estune sous-famille d’une famille de n vecteurs de (e, ..., €,,;) qui
est libre, donc :

Toute sous-famille stricte de (e, ..., e,,,) est libre.




