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Corriges des TD du chapitre 7

Exercice 1

1) Eneffectuant C; <~ C, -C, pourtout je 1L,n-1 :

1 n n n 1-n 0 -+ 0 n
n 2 n : 0 2-n "-. :
A=l ni = : ' 0 n| =@-M@2-n)..c)Yn=(=D"(n-1)(n-2)...On.
n .. n n=1n 0 . n -1n
nn .- n nj 0 0 0 n|
Soit ;
A, =(=1)""n!

En développant par rapport a la premiere colonne :

11 0 -0 11 0 -0 11 0 ---0 |10 - -
01 1 . : 01 1 ™. : 011 : .
A, =l -0 0] =l 0] =] s 0+ (=)™ o
0..0 11 0..0 11 o101 R |
10 - 01| (2001 |O..-- 01}, 0 -

Soit :

A, =1+(=-D)™

En effectuant L, «— L, —-L,,,puis L, <L, ,—L ,,puisl ,«L ,-L 5, puis...,puis L, < L,—L :

n-1
n-1

[3XY

m-{os) - BT ()

Avec la formule de Pascal [Ej—(s:i :(pk—lj (pour 1<k < p-1), on obtient :

1 1 0 - 0
0 @ 1

D _ . . O

" n-2
0 e [ 1

n— n-1 n-1

o (i) - () 7]
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Et en développant par rapport a la premiére colonne :

() (),

Ainsi, D, =D, ,=D, ,

2) Onfixe xeR.

En développant par rapport a la premiere colonne, on obtient pour tout n>2 :

1 0 0 - 0 1 0 0 ... 0
| X2 X 1 . X 1 o
X X
D,(X)=xD,,(X)——| x°/3! X220 .o 0| +—| X3! /20 x 0 0
2! ) ) . 3! . ) . )
: : x 1 : : . 1
X"(n=1! x"*/(n-2)! -+ x*/20 x| | X" (n=1)! x"*/(n-2)! -+ x*/20 x|
1 0 o -0
. X 1 0 "
X ) )
—...+(—1)”+1—' X2 /21 x . .0
n! : . 10
X"2I(n=2)1 - x*/21 x 1] |

En développant chacun des déterminants (n—21)x(n—1) obtenus par rapport a la premiere ligne plusieurs fois
de suite si nécessaire, on obtient, en posant D,(x) =1:

X2 X3 n i n+1 Xn C k+1 Xk
Dn(X)—XDH(X)—ZDH(XHEDH(X)—---+(—1) (n_l)!Dl(X)+(—1) HDO(X)—kZ:;,(—l) a nk (X) .
Onadeplus:
N ) X 1 0 3
D,X)=1 D(X)=x D,(x)=|, =X pw=x2r x 1|=2
x“/[20 x| 2! . , 3!
X“131 x°/2V x

n

: X ]
On conjecture alors que pour tout ne N, D, (X) = — On le prouve par récurrence forte sur n.
n!

La propriété est vraie au rang n=0.
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k
Pour ne N, supposons la propriété vraie jusqu’a un rang n—21. On a alors pour tout ke 0,n-1 , D, (X) = )Ii_

n—k

(n-k)!

D, (x) = Z( 1)k+lx Dy () = kZ;( )ML( _k)l_kzl:( )k+lk|(n k)!

2 k)'__ﬁ_n!ém(_l)k:%{1_§(E](_1)k}:T\_n![l_(_m)n}:ﬁ_n!

(par hypothese de récurrence), soit pour tout ke Ln , D, ,(X)= (car n—-ke 0O,n-1 )et:

n

La propriété est donc vraie au rang n.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout ne N.

Finalement, on obtient pour tout xeR et neN" :

n

D,(x) ="

Exercice 2

On a toujours :
e ABeM,(K) avec ImAB c ImA donc rg(AB) <rg(A) <min(n, p) ;
e BAeM, (K) avec InBAc ImB donc rg(BA) <rg(B) <min(n, p).
Comme n= p,onan<pou p<n.
e Si p<n,ona min(n, p)=p donc rg(AB)< p<n : AB n’est pas inversible et det AB=0.
e Sin<p,ona min(n, p)=n donc rg(BA)<n< p : BA n’est pas inversible et det BA=0.

Ainsi, on a toujours :

det AB=0 ou detBA=0.

Exercice 3

Le déterminant d’une matrice est polynomial en chacun de ses coefficients, donc la fonction
f : x> det(A+xB) est une fonction polyndmiale de R dans R . Elle est donc entre autres continue sur R .

Or, f(0)=det A=0 car A est inversible. Comme f est continue en 0, elle ne s’annule pas au voisinage de 0,
autrement dit, il existe un réel £ >0 tel que pour tout x e[—¢, €], f(x)=det(A+xB)=0, ce qui implique que
A+ xB est inversible. Ainsi :

Il existe un réel €>0 tel que pour tout x e[—¢, €], A+xB eGL,(R).

Exercice 4

1) a. Ona:

A B)Y D 0, ) (AD-BC BD™
c bp)l-c b*) (cb-DC 1, )

n
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Et comme C et D commutent, ona CD-DC =0,, donc :

A BY D 0 ) (AD-BC BD*
c b)l-c D) | o )

Alors :
AB)Y D O — -t
det ", | |=det AD-BC BD =det(AD—BC)xdet |, =det(AD - BC).
C b)\-C D 0, I,
Et:
A B) D O, A B D 0, .
det ", ||=det x det ", |=detM xdet Dxdet(D ) =detM .
C b\-C D CD -C D
Ainsi :

detM = det(AD—BC)

b. Posons f(x)=det(D(x))=det(D+xl,). Lafonction f est polynomiale en x.

Ona f(0)=detD=0 (car D n’est pas inversible), donc 0 est racine de f.

Si f admet au moins une autre racine réelle (autre que 0), I’ensemble R = {z eR, f(2)= 0} est non vide et fini,
donc on peut poser o= min{|z|,z € R}. Si f n’admet pas de autre racine réelle autre que 0, on peut prendre

a € R quelconque. Dans les deux cas, On a alors, pour tout x e]— o, [0}, f(x)=0.
Ainsi :

Il existe bien un réel o >0 tel que pour tout x €]— o, a[\{0}, det(D(x))=0.

c. D’aprés ce qui préceéde, on a pour tout X € |— o, a[\{0}, det(D(X)) #0, donc D(x) est inversible.

Or, si C et D commutent, C et D(x) commutent aussi pour tout réel x (C et |, commutent). Alors, d’apres la
question a., on a, pour tout x € ]— o, a[\{0} :

A
det(

B
c D(x)j =det( AD(x)-BC).

Or, les deux déterminants ci-dessus sont des fonctions polynomiales en x, donc continues en 0 et ainsi :

A B A B . A B _
det(c D]zdet(c D(O)): m[det[C D(x)ﬂ: lim([ det( AD(x)-BC) | =det(AD(0) - BC).

Soit :

detM =det(AD-BC)

2) a. Comme A et B commutent, on peut utiliser la question précédente :

A B
det N :det(_ 5 Aj:det(A2 -B(- B)):det(A2 +B?).
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Posons Z = A+iB e M, (C). La matrice Z étant la matrice dont les coefficients sont les conjugués de ceux de

Z,ona Z =A—iB (car A et B sont deux matrices a coefficients réels).

De plus, I’expression du déterminant d’une matrice étant polyndmiale en ses coefficients, on a detZ = detZ .
Alors :
det(ZZ) = (det Z)(det Z) = (det Z)(det Z) = |det Z|2 >0.
Or, comme A et B commutent, on a:
ZZ =(A+iB)(A—iB)= A’ —i(AB—BA)+B? = A + B®.
Ainsi :

det N =det(A® +B*) >0

b. On peut écrire :

A B A B A B
det N =det = det . __|=det| . . .
—B ALl —-B+iA A+iB i(A+iB) A+iB

je Ln
Comme i(A+iB) et A+iB commutent, on peut utiliser la question 1 :
det N =det( A(A+iB)—B[i(A+iB)]) =det((A—iB)(A+iB))
= det(A—iB)det(A+iB)=det(A+iB)det(A+iB)=|det(A+iB) >0

Ainsi, méme si A et B ne commutent pas :

detN >0

(xlp AJ[—Ip Op’qJZ[AB_XIp —XAJ .
B I, B —xl, 0qp = xl,
(xlp AJ[—IP A j{_mp 0., j o
B I,){0,, —xl -B BA-xl,
Alors, avec (1),on a:

xI A —1 0 AB—xl_ —xA
p p p.q _ P _ _ _
det[ 3 Iqjxdet( 3 quJ_det[ 0 " J—det(AB xlp)xdet( xlq).

q.p q

3) Ona:

B —xl

q

Or, det(—xl,)=(-x)" et det(_ s Opg j:det(— I, )xdet(=xl,)=(-1)" x(-x)°, donc :
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Et ainsi :

(- x)"det( AB—xI, )= (- x)" det(BA-xI,)

4) Considérons deux cas.
1 cas: a=0

0, bA
Alors, detM :det(c'”A dAj eton effectue L, <> L,,, pourtoutie Ln .

Chaque interversion multiplie le déterminant par — 1 et ainsi, on obtient :

cA dA
detM =(-1)" det .
0, bA
Avec le déterminant par blocs :
detM = (—1)" det(cA)det(bA) =(—1)"c" xdet Axb" xdet A= (—bc)" (det A)*.
Etavec a=0,0na detB=—-bc, donc:
det M = (det B)"(det A)?.

2¥cas: a0

On effectue L, <> L., _c L, pourtoutie 1,n ,ce quidonne:
a
aA bA

det M = det .
© “lo (d—gbjA
a

Alors, a nouveau avec le déterminant par blocs :
c ; c Y n )
detM = det(aA)det((d —gbj AJ =a" xdet Ax(d _Ebj xdet A=(ad —ch) (det A)*.

Soit, & nouveau :
det M = (det B)"(det A)>.

Donc, dans tous les cas :

det M = (det B)"(det A)?

Exercice 5

Posons :

1 X ..o X¥P Xk x* o...ox"
1a --- a a
P(X): 1a ---a*a“a“"...a"|.
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En développant par rapport a la premiere ligne, on justifie facilement que P est un polynéme (en X), de degré au
plus n.

Le coefficientde X" est, au signe pres, un déterminant de VVandermonde :

1 a_l aik alk+l a_l
1 az ak k+1 n-1

|, B CYV,(aaa) = (" ] (,-a)#0

I<i<j<n

2

1 a --- a a ... a

n n n n

Donc, P est de degré n.

De plus, pour tout (€ 1,n ,ona P(a,)=0 (car c’est le déterminant d’une matrice possédant deux lignes
identiques). Comme les a, sont deux & deux distincts, ce sont les n racines simples de P et ainsi :

POO=C1" [T @ -a)[J(X-a).

I<i<j<n

Dans le développement par rapport a la premiére ligne, le coefficient de X* est :

1 a - alk—l a1k+1 a1n
k+2 1 a, - azkil a2k+l azn _(—1)kA
. . . . . - k

(-1)

1 a ak—l ak+l an

n n n n

or,si P(X)=a, X" +..+ 0, X" +...+0,X +a, (avec P scindé, de racines les a,), ona:

o =(-D)""a, Z .8 -

1<y <ip<..<ip <n

Ainsi :
DA =D ED" ] (-a) Y. aa.a .
I<i<j<n 1<y <ip<..<ip<n
Soit :
A=1T] (@-a) >, aa..a,
I<i<j<n 1<y <ip <..<ip_ <N
Exercice 6

1) Soit Q eGL, (K) telle que A=QDQ*. Pour tout P :Zp:akxk e C[X],onaalors:
p p p p
P(A)=> a A =>a(QDQ ") =>aQD'Q™" =Q(ZakajQ‘l =Q(P(D))Q".
Or, D=diag(2,,...,2,), donc:
P(D) =Zp:aka :Zp:akdiag(klk, .., ) = diag [Zp:akxf, s iakxﬁjzdiag(P(xl), P(kn))zzp:P(Xi)Ei’i

=iéme

ou E;; est la matrice de la base canonique de M, (K) dans laquelle le 1 est le i*™ coefficient diagonal.
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Alors :

P(A) = Q[i P(}\‘i)Ei,i]Ql = Zi): F’(Ki)QEi’iQ’1 )

Et, en posant A = QE“Q’l pour tout i € 1,n (qui ne dépend pas de P), on obtient :

Pour tout P e K[X], P(A) = Z P(L)A .

i=1

2) Soit ie Ln . On veut montrer que A =QE”Q‘1 est un polynbme en A, autrement dit qu’il existe
P e C[X] tel que :

A=P(A) < QEQ'=Q(R(D)Q’ & R(D)=E, © Vkeln R@})=5,.

Comme les A, sont deux a deux distincts, il suffit de prendre pour P. le polyndme interpolateur de Lagrange
associé aux A, et o, , . Ainsi:

Pourtout ie 1,n , il existe bien un polyndme P, € C[X] tel que A =R (A).

Exercice 7

Remarquons que comme la famille (f,, f,,..., f,) contient n fonctions, rg( f,, f,,..., f,)=n si et seulement la
famille est libre. On veut donc prouver que :

(f, o, £) estlibre < 3(x, X, ..., X,) €R"\ det[( f,(%)).. j<n}¢o.
Soit par contraposée :

(T, fpros £,) estliée < V(X %o, X,) €R™, det[( fj(xi))m‘jgn} -0.

Par ailleurs, pour fixer les idées, notons que :
fw) f0x) - fi(x)

det[(fj(xi))lgi’jgn}: fl(:XZ) f2(:XZ) fn(:XZ)

fl(xn) fZ(Xn) fn(xn) n
(=) On suppose que la famille (fl, fyo, f ) est liée, donc il existe A, A,,..., A, € R non tous nuls tels que
M +A T+ +A, f, =0g, soit pour tout réel x :

MEO)+A, () +...+A, f (x)=0.

Soit (%, X,, ..., X;) € R". Onaalors pour tout je Ln , A f(x,)+A, f,(x))+...+2 f (x;)=0.

Donc :
f,(x,) f, (%) f, (%)
A fl(:XZ) +2, fZ(:XZ) +o A, f”(:XZ) =0.
fl(Xn) fZ(Xn) fn(Xn)

Autrement dit, les colonnes de la matrice ( f;(x)) _sont liées et donc det[( fj(xi))Ki M} 0.

I<i, j<
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(<) On procéde par récurrence sur ne N".
e Pour n=1,0napourtout xeR, det[(f,(x))]="f,(x)=0,donc f, =0, et (f,) estlice.
e On suppose la propriété vraie a un rang n.

Soit (f,, T,y oy Frig) POUTTOUL (X, X, vy Xy Xog) €R™, det[( f.(x;))

) RO - fix)  fra(x)
fl(Xz) fz(xz) fn(Xz) fn+1(X2)

- }z 0, soit :
1<i, j<n+1

fl (.Xn ) f2 (.Xn) e fn (.Xn) fn+l'(xn)
fl(Xn+l) fz (Xn+1) e fn (Xn+l) fn+1(Xn+l) n+1

Si lafamille (f,, f,, ..., f,) estliée, alors (f,, f,,..., f,, f..;) aussi.

' n? Tn+l

Supposons que la famille (f, f,, ..., fn) est libre. Alors, par hypothése de récurrence, il existe

f.0¢) f,(¢) - (%)

(X, %y, ..., X,) € R" tel que det[(fj(xi))m’jsdz fl(:xz) fz(:xz) fn(;XZ) o

fl(Xn) fZ(Xn) fn(Xn) n
Par hypothése, on a pour tout xe R :

i) f0¢) - f04) f.(x)
fl(xz) fz(xz) fn(xz) fn+1(X2)

fl(.xn) fZ(.Xn) fn(.xn) fn+1.(xn)
fl(X) fZ(X) fn(X) fn+l(x) n+1

En développant par rapport a la derniére ligne, on obtient :

F,00) f(x) - LX) f0¢) f00) - (%)
fz(xz) fs(xz) fn+1(X2) fl(XZ) fz(xz) fn(XZ)

(=D™? f,(x) o+ (=DM (X) =0.

fZ(Xn) f3(xn) fn+l(xn)n fl(Xn) fz(xn) fn(Xn)n
Ainsi, si on note A, le coefficientde f,(x) (indépendant de x) dans la relation ci-dessus, on a :

vVxeR, M f(X)+..+A ,f.(X)=0 < Af+.+A ,f O .

nl fnin =

Comme A, :det[( f(6)).. j<n}tO, les A, ne sont pas tous nuls, et ainsi, la famille (f,, f,, ..., f,, f,..)
est liée. La propriéte est donc vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N
Ainsi, on a bien :

(O(fy fs £)=0 & (£ e T,) estlibre €5 304 % ) <\ det](£,00)), |20
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Exercice 8

Exercice classique (qui revient souvent a l’oral).

1) Tel qu’indiqué, procédons par récurrence forte sur ne N,

Pour n=1, la seule matrice nilpotente de M (K) est (0) qui commute avec toute matrice A=(a) de
M (K) et on aimmédiatement det(A+B)=det(A+0,) =det A. La propriété est vraie au rang n=1.
Supposons la propriété vraie jusqu’a un rang n—1e N,

Soient A, B e M, (K) telles que AB=BA et B est nilpotente : il existe qe N tel que B =0, .

Soit A € C une valeur propre de A et p=dim ker(A—Mn)e 1Ln (dans C"). Il existe alors P eGL, (C)

telle que :
Al
PlAP:A':( P Azj.
Onfp,p 'Al

Onaalors:

0

n-p,

detA=detA'=det( Mpp gjzdet(up)xdet(Ai).

Remarquons de plus que A" est la matrice de 1’endomorphisme canoniquement associé & A dans une base
B dont les p premiers vecteurs forment une base de ker(A—Mn).

Comme AB=BA,si X eker(A-Al ),ona:
A(BX) = ABX =BAX =B(’X) =ABX .
Donc, BX eker(A-Al,).

On en conclut que ker(A—2l ) est stable par B, donc la matrice de I’endomorphisme canoniquement
associé a B dans la base B est de la forme :

[ -1 _ B3 BZ

B'=P BP_(O = |-

n-p,p 1
Alors :
det(A+B) = det(P‘l(A+ B)P) =det (P 'AP+P 'BP) =det(A'+B)

Al A, B B Al +B, A +B,
= det P e P 2| |=det] ° :
|:(0n—p,p Al} (OHP-P Bl ]} ( On—p,p Al + Blj
=det (M, +B;)xdet(A +B,)

De plus, avec le produit par blocs :

B, C .
o B" :[0 : 35} P~'B"P =0, donc B =0, et B! =0, , : B, et B, sont nilpotentes ;
1

n-p,p

o A'B'=(P'AP)(P'BP)=P '(AB)P =P (BA)P = (P 'BP)(P'AP)=B'A’, soit :

M, AN B B, (A, x ) (B B M, A) (A, x
On—p,p Ai (Oﬂ—p,p Blj_(on—p,p AlBlj_(on—p,p Bl] On—p,p Al _(Oﬂ—w BlAlj.
Donc, AB, =BA.

Ainsi, si p<n, A,B eM _ (K) avec 1<n-p<n-1, AB =BA et B, est nilpotente, donc on peut
utiliser I’hypothése de récurrence pour conclure que :

det(A +B,) =detA.
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Si p=n, les matrices A et B, n’existe pas et A est scalaire.

Par ailleurs, comme B; =0, le polyndme X" est annulateur de B,, donc O est la seule valeur propre
(réelle ou complexe) de B,. Comme B, est trigonalisable dans M, (C), elle est semblable a une matrice de

la forme :
0 x - X
00 . :
Do x
00 -0
Alors :
A X e X
det(M, +By)=det| O * " |=ar =det(nl,).
: . . X
0 0 -+ A
Finalement :

det(A+B)=det(Al , + B;)xdet (A +B) =det(Al,)xdet (A) =det A.
La propriété est donc vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout neN". Autrement dit, pour toutes
A, B e M, (K) telles que AB=BA et B est nilpotente, on a bien :

det(A+B)=det A

2) Avec det(A+B)=det A, cette question est immédiate :
A+BeGLn (K) < det(A+B)#0 < detA=0 < AeGLn (K).

Ainsi :

A+ B est inversible si et seulement si A 1’est.

Exercice 9
Posons P(x) =det(xA+B).

Tous les coefficients de XA+ B sont affines en x et det (xA+ B) est une combinaison linéaires de produits de
trois coefficients de xA+ B, donc P(x) est polyndmiale en x, de degré au plus 3.

Or, det B =det (A+B)=det(A—B)=(-1)%det(— A+B) =0, donc— 1, 0 et 1 sont racines de P.
Ainsi, il existe ae R tel que :
P(x) = ax(x—-1)(x+1) = a(x® - ).

De plus, pour tout xR :

X3

PO) =%det(xA+ B) = det(AJr% Bj.
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On montre comme ci-dessus que 1’application t — det(A+tB) est polynomiale donc continue sur R . Alors :
X —>+ 0 X

lim det(A+1 BJz!irrgdet(AHB):detA:O.

Or:

X—> 4+

lim det(AJr%Bj: tim PO _ i 30 _ (a—%)za.

Ainsi, a=0 etdonc P(x) =0, soit :

Pour tout xe R, det(xA+B)=0.




