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Corriges des TD du chapitre 8

Dans tout ce qui suit, sauf mention contraire, on note (e,,...,e,) la base canonique de K".

Exercice 1

Soit A € R une éventuelle valeur propre de u et f un vecteur propre associé. On a alors pour tout xe R :

u(H)() =M (x) < ijxh(t)f(t)dtzxf(x) & [ Th)f@)dt=2h(x)f (x).
h(x) 0 0

Si on pose F(x) :onh(t)f(t)dt ,alors F(0)=0 et F est dérivable sur R et pour tout xe R :

u(fH(x)=af(x) < FX) =AF'(X).
Distinguons alors deux cas.
e SiA=0,alors F=0,donc f =0, cequiestabsurde car f est un vecteur propre.
Donc, 0 n’est pas valeur propre de u.

e Si A=0, alors F et solution de y':%y, donc F:x+> Ke* et F(0)=0 donne K =0, donc on a a

nouveau F =0, d’ou f =0, ce qui est absurde car f est un vecteur propre. Ainsi, tout A =0 n’est pas
valeur propre de u.

Finalement :

L endomorphisme u n’a pas d’élément propre.

Exercice 2

Soient (P,P,) e C[X]? et (A,u) e C?. Pour i=1o0u 2, la division euclidienne de P par A s’écrit P =QA+R
avec Q,R e€C[X] et degR, <n.Onaalors :
AR +pPR, =A(QA+R)+(Q,A+R,) = (AQ, +nQ,) A+ AR, + R, .
Et (R,R,)eC, [X]? donc AR +uR, e C, [X], ce qui donne :
deg (AR, +pR,)<n.

Par unicité de la division euclidienne, AR, +uR, est donc le reste de la division euclidienne de AR, +uP, par A,
ce qui prouve que f(kPl +pPR, ) =Af (B)+pf (P,) et donc que f est linéaire. Comme le reste d’une division
euclidienne de polyndmes est un polynéme, f est bien & images dans C[X] et donc :

f est un endomorphisme de C[X].

Soit A € C une éventuelle valeur propre de f et P =0 un vecteur propre associe. Si P=QA+R avec degR<n
est la division euclidienne de P par A, alorson a:

f(P)=R=AQA+R) = (1-A)R=1QA.
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e SiA=0,alors R=0,donc P=QA.

o SiA=0et Q=0,alors (1-A)R=0 et R=0 (sinon P=0A+0=0),donc A=1et P=ReC, ,[X].

e SiA#0et Q=0, alors deg((1-2)R)=deg(AQA) =deg(LQA) = deg(Q) +deg(A) > n, ce qui est absurde
car deg((1-A)R)<degR <n.

Ainsi, soit A =0 et A|P,soit A=1et P=ReC, ,[X].

Reciproguement, toujours avec la division euclidienne P=QA+R (degR<n),ona:
e si A|P,alors R=f(P)=0;
e si P=ReC, ,[X], alors f(P)=R=P.

Finalement :

Les valeurs propres de fsont O et 1, avec E; ={AQ,Qe C[X]}=AC[X] et E, =C,_,[X].

Exercice 3

1) Il est clair que f est & images dans E.
Soient u et u' deux suites de E et a et b deux réels. On pose v= f(u), v'=f(u") etV =f(au+bu’).

Onaalors pourtout ne N :
=—Z(auk+bu = a—— Zuk+b Zuk =av +bv,'.
n+

Donc, V =av+bv', soit f(au+bu')=af (u)+bf (u") etainsi, f est linéaire, ce qui finit de prouver que :

f est endomorphisme de E.

2) Comme la suite u est un élément propre de f, elle n’est pas la suite nulle donc possede au moins un terme
non nul. Ceci revient a dire que I’ensemble {n eN\u, # 0} n’est pas vide.

Or, cet ensemble est une partie de N, donc il possede un plus petit élément. Ainsi :

p=min{n e N,u. =0} existe.

Si A est la valeur propre de f associée a u, si v= f(u), ona v=2Au, soit pour tout ne N :

Zuk =\, .

Comme p=min{neN,u, =0}, ona u, =0 pour tout entier k < p. Alors :

n

n+1

1 & 1
Vy=—— > U =——U =2U,.
p+1i= p+1

Et comme u, = 0, on obtient :
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3) Soient peN et meN.

Sim=0, onaZ[pkkJ (szlz

Sim>1,ona:

Zm:(p+l+ kj

k=0
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Donc :

©

)

k
p+l+k +Zm: p+
o\ K

(p+1+mj

Ainsi, on a bien pour tous p,meN :

(%)

p+1+Kk
K

p+1+k+1
k+1

[(p+1+k) (p+1+k .
+ (a l'aide de la formule de Pascal)

k k+1

p+1+k) o3 p+1+k
K ]+Z[ k+1

k=0

“E]

m 1[p+1+kj_zm:(p+kj
k=0 k=0 k .

ki[p+kj (p+r:1+1j

Zm:[ p+1+ kj

k=0

4)0Onav= f(u)=i1u avec u, =0 pour tout entier k < p et pour tout meN" :
p+

p+m

Z (=

-

pem p+m+1 p+m+1 p+1 Hpem
Ceci donne :
p+m-1 p+m-1
Uy = p+m+1up+m_up+m = Uy = b+ Z U
P p+1 m i
On aalors:
o up+1:(p+l)up ’
p+1 (p+1)(p+2)
© U=, = (u,+u,,)= BT
p+1 (p+1)(p? +5p+6) _(p+)(p+2)(p+3)
° U, ZT(UerU,HﬁUM) 5 u,= 5 Uy 5.

On conjecture que pour tout me N’ :

=(p+1)(p+2)...(p+m)u

u

_(p+m)!

p+m

p+m
(2

m! " pm!
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On prouve cette formule par récurrence forte sur m.

On vient de voir que cette formule est vraie pour m=1, m=2 et m=3 (dans sa version avec coefficient
binomial, elle I’est méme pour m=0).

Supposons alors qu’elle soit vraie jusqu’a un rang me N. On a alors :
+1R% +18 +18( p+k +1| & ( p+k
s =223 0 =2, = BT P =25 | P
m+1is m+1es prHR M+1%5\ Kk m+1| &

Et, d’apres la question précédente :

p+1( p+m+1 u - p+1(p+m+1)!u _(p+m+1)!u _(p+m+1 J
m+1l  m  m+1 mi(p+D! P (m+Dip! P m+1 )P

p+m+1 =

La formule est donc vérifiée au rang m+1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout me N, soit :

p+m
up+m: up
m

5) Pourtout peN, notons o” la suite nulle jusqu’au rang p et telle que pour tout entier n>p :

o= M
n n_p

Alors :
Les valeurs propres de f sont les L avec peN avec E, =Vect(a).
p + p+l
Exercice 4
1) Onveut:

Anilpotente < Sp(A) ={0}.

(=) On suppose que A est nilpotente, donc il existe pe N tel que AP =0, .

Soit A € C une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. On a alors AX =AX et si pour ke N,
AX =AX, alors :
AX = AS(AX) = A“(AX) = AAX = AAf X = A9X .

Ceci prouve par récurrence que pour tout k e N, A“X =A*X . Et en particulier :
APX =A"X = A’X=0 (carA’=0,) = A"=0 (carX#0) = A=0.

Ainsi, la seule valeur propre réelle ou complexe de A est 0.

(<) On suppose la seule valeur propre réelle ou complexe de A est 0.

Alors, 0 est la seule racine du polyndme caractéristique de A, donc x, = X" et alors, d’aprés le théoreme de
Cayley-Hamilton, on a y ,(A) = A" =0, , donc A est nilpotente.

Finalement, on a bien :

Anilpotente < Sp(A) ={0}.
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2) Onveut :
Anilpotente < Vke Ln , Tr(A“)=0.

Ona AeM, (K) etcomme K=RouC, ona A M, (C). Alors, A est trigonalisable dans M, (C), donc il

existe une matrice triangulaire superieure T € 2M_(C) dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres
de A et une matrice P e GL, (C) tellesque T =P 'AP.

On aalors pour tout k e N, T* =P *A*P, donc :
e Aest nilpotente si et seulement si T est nilpotente ;

e Tr(A")=Tr(T*) pourtout ke 1,n .

On veut donc prouver que :
Tnilpotente < Vke 1Ln , Tr(T*)=0.

Or, si on note t,t,,..,t, les coefficients diagonaux de T, on a Sp(T)={t,t,,..,t,} et, d’aprés la question
précédente :
Tnilpotente < Sp(T)={0} < t=t,=..=t =0.

n

Or, pour tout k € N, les coefficients diagonaux de T* sont ceux de T élevés a la puissance k, soit t, t5, ..., t* et
donc Tr(T") =t +t5 +...+t*. Ainsi:
t+t,+..+t, =0

t2+t2+..+t2=0
Vke Ln ,Tr(T")=0 < Vke Ln, tf+ti+..+t"=0 v "

t'+t) +..+t =0
Ainsi, on veut prouver que :
t+t,+..+t, =0

2+t +..+t2 =0

t'+t) +...+t =0
Le sens direct est alors immédiat. Prouvons la réciproque.

Soit (t,t,,...,t,) e C" tel que :
t+t, +..+t =0

2+t +..+t2=0

t'+t) +..+t =0
Par combinaisons linéaires de ces n équations, on a immédiatement pour tout P € C [X] tel que degP >1 :
Pt)+P(,)+...+P(t,)=0.
Appelons T I’ensemble des valeurs distinctes prises par les t; et pe 1,n le nombre de ces valeurs.

Supposons que T contienne plus d’une valeur, soit p>2.
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Soit t, T . L’ensemble T \{t } contient alors au moins un élément et P :HT X —1) est un polynbme

T\, } (

de C,[X], de degré superieur ou égal a 1. Donc, Z P(t)=0.

i=1

Or, pour t, =t , ona P(t)=0, donc ZP(ti) =kP(t,) ou k est le nombre de fois ou t, apparait dans la liste

i=1
toty, ..t

On adonc kP(t,)=0, soit P(t,)=0 et donc t, est racine de P :H (X —1),s0it t, eT \{t }. Ceci est

TeT\{t,
bien entendu absurde, donc p =2, ce qui veut dire que t =t, =...=t,. -
L’équation t, +t, +...+t, =0 donne alors immeédiatement t =t, =...=t, =0.
Finalement, on a bien :

t+t, +..+t =0

P+t +..+t2=0

t'+t) +..+t =0

Et donc :

Anilpotente < Vke 1,n , Tr(A*)=0.

Exercice 5

1) Sionpose U=(@11,..,)eR" et AU =(y,, Y,,..., ¥,),0napourtoutie Ln

yi=2a1=>a;=1
= -1

Donc, AU =U et comme U =0, on peut conclure que :

1 est valeur propre de A.

2) Soit X = (X, X,, ..., X,) € C" un vecteur propre associé a 1. Posons |x,|=max (|x,/, x|, .., |x,]).

P.J%i
=

n n n n n
AR S D STHE L SAE ooy A
i= j= i= i= -

Ainsi, |k|‘xp‘§‘xp‘ et comme ‘xp‘>0, ceci donne :

Comme X =0 (car c’est un vecteur propre), on a ‘xp‘ >0.0na AX =AX, donc Za X =AXx, et:

<1
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3) a. Soit A € Sp(A). En reprenant les notations ci-dessus, on a :
n n
leap'jxj =k, © leap]jxj =(A-a,,)X,.
d i
Z ap,j]‘xp‘:(l_ap,p)‘xp"

Alors :
n
P“_ap,pHXp‘S z ap,j‘xj‘s
j=1,] =L j=p

j=Lj=p

Avec toujours ‘xp‘ >0, ceci donne :
‘k—ap,p‘sl—ap'p.
, 0<a ;<1,onabien ©e]0,1] et:

Posons alors co:_mlin a,;. Comme pour tout ie 1,n
ie 1n !
h-o|=r-a,,+a,,~o|<]r-a, |+|a,,~0|<l-a,, +a,,~o=1-0.

Comme la valeur propre | était quelconque et w ne dépend pas de | :
Il existe bien un réel w<]0,1] tel que pour tout L € Sp(A), |- <l-o.

b. SiQ est le point du plan complexe d’affixe o, |k—w| <1-wm, veut dire que :
Le point d’affixe | appartient au disque fermé de centre Q2 et de rayon 1-®.

On a le schéma:

c. Soit A eSp(A) telle que [A| =1. L’inégalité triangulaire donne ‘|X|—|m|‘ <[A—a|.Or, HK|—|(0” =[l-0|=1-o,

donc avec I’inégalité de la question a, on obtient 1-® < |X —0)| <1-w, soit |X—w| =l-o.
Alors, avec AL =|A=1et ®=0,0na:
|k—m|2 =(1l-0)? < A-o)r-o0)=1-20+0"° < %: Re(A)=1.

Et donc 1=|7L|2 =Re(L)” +Im(L)> =1+ Im(A)?, soit Im(L) =0 et ainsi, A =1.

Finalement, quand tous les coefficients diagonaux de A sont non nuls :
La seule valeur propre de A de module 1 est 1.
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Exercice 6

1) Ona:
X-1 0 -Y
xa =det(Xl;-A)= 1 X-1 -% :(X—l)‘
-4 0 X-m

X-1 -%
-4 X-m

=(X -D[(X (X -m)-2].

Soit :
Aa, = (X —1)(X2—(m+1)X +m—2).

Le discriminant de X*—(m+1)X +m—2 est:
A, =(M+1)°-4m-2)=m*+2m+1-4m+8=(m-1)°+8.

Ona A_ >0 pour tout réel m, donc X*—(m+1)X +m—2 admet toujours deux racines distinctes :

m+1+.(m-1)°+8 ot m+1—+(m-1)>+8
2 2 '

Ona:

m+1i\/(;n—1ﬁ=1 o tJ(M-1)*+8=1-m < (M-1)°+8=(m-1)>°

Ceci est impossible, donc les racines de X?—(m+1)X +m—2 sont toujours distinctes de 1 et ainsi, A admet
trois racines réelles distinctes quel que soit m.

Ceci prouve que :

A, est diagonalisable dans M, (IR) pour tout reel m.

-100
2) Pour que A, soitsemblablea | 0 1 0|, il faut que les trois racines de y, soit1,—1et2.
0 02

Avec ce qui précede, ceci veut dire que :

_1\2
m+1+(m-1) +8:2

m-1°+8=3-m 12,8
2 o Nm-D - {«/(m 7 18=3 -
m+l—«/(;n—1)2+8:_1 JMm-1)°+8=m+3 m=0
Ainsi :
-100
La matrice A, estsemblablea| 0 1 0
0 02
1 0%

Ona Ay=|-1 1 % | de valeurs propres 1, — 1 et 2.
4 00
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Alors :

X X X+¥%z=-X X X

e AlY|=-|Y| © {-x+y+¥%z=-y < |y|=|3x/2]|. Donc: E_, =Vect(2e +3e,-8¢,) ;
z z 4X=—7 Z —4x
X X X+¥2z =X X 0

e AlY|=|Y| © {-x+y+¥%z=y < |y|=|y|. Donc: E, =Vect(e,) ;
Z z 4 =7 z 0
z z 4x =2z

2 0 -1
etPl— -6 12 3
8 0 2

-1

X X X+¥%27 =2X X
o AlYI|=|lY]| © {—X+y+¥z=2y & |y
z

0

Onaalors A, =PDP* avec D = 1
0

[ . Donc: E, =Vect(e, +2e,).

00 2
10(,P= 3
02 -8

N O -

0
0

On a alors, pour tout k e N, A =PD"P™, soit :

(_1)k+2k+1 O 2k_(_1)k
3 6
K (-D*-1 1-(=D)"
= 2 - 1 X
4 2 4
2K42 _4(-1)" 0 A(-D)F +2¢
3 3

3) a. Entre I’année k (a la fin de laquelle il y a a, Mmes Lapin, b, M. Lapin et ¢, Bébés Lapin) et I’année
suivante, k +1, tous les ¢, bébés Lapin sont devenus adultes (la moitié sont devenus des Mmes Lapin et I’autre
moitié des M. Lapin). De plus, chacune des a, Mmes Lapin a engendré quatre nouveaux bébés Lapin et a
trucidé un M. Lapin.

e Le nombre de Mmes Lapin en fin d’année k+1 est égal au nombre de Mmes Lapin I’année k plus le
nombre de Mlles Bébés Lapin devenues adultes, soit :

1
a.,.=a +—C .
k1 = ST

e Le nombre de M. Lapin en fin d’année k+1 est égal au nombre de M. Lapin I’année k plus le nombre de
M. Bébés Lapin devenus adultes moins le nombre de malheureux M. Lapin trucidés par les Mmes Lapin :

b

1
k+1:—ak+bk+5ck.

e Le nombre de bébés Lapins en fin d’année k +1 est égal au nombre de nouveaux bébés Lapins engendrés
au cours de I’année k, soit :

C., =4a, .
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On aalors pour tout k e N :

1
ak+ECk
Ay 1 1 0 %\ a,
X =By [= —ak+bk+Eck =-11%]| b |=AX
Ceuy 4a, 4 0 0)lc

Soit, pour tout ke N :

X =AX, ou A=A, lamatrice de la question précédente.

b. Ona A°X,=1,X, =X, etsi X, = A*X,, alors X, , =AX, = AA“X, = A*"X,. Ceci prouve par récurrence
que pour tout k e N :

X, =A“X,

a, 1
c. Ona X,=|b, |=| 1], donc pourtout keN :
C, 0
(_1)k+2k+1 O 2k_(_1)k a4 = (_1)k+2k+1
e L
3 6 1 3
_ Nk _ _(_ 1)K _1\K
X, oA =] Elg CD ) L ), DL
2 4 0 2
270 4D ) ACED 42 o 2 A
3 3 k 3
Onaalors:
1 quand k est pair
lima =+weth = d p )
ke 0 quand k est impair
Donc :

Le nombre de Mesdames Lapin croit indéfiniment alors
gu’il n’y jamais plus de un Monsieur Lapin en fin d’année.

En fait, il y a méme des années ou il n’y en a plus du tout de M. Lapin, ce qui pourrait peut-étre créer un tout
petit probléme aux Mmes Lapin pour faire leurs bébés... Bref, cet exercice est foireux... dans son application
numeérique bien sir pas sur le plan mathématique, car la, les méthodes sont standardissimes ...

Exercice 7

1) Remarquons que A’ =1_, donc X? -1, qui est scindé a racines simples, annule A, et ainsi, la matrice A est
diagonalisable de valeurs propres possibles 1 et — 1. Comme A=1_ et A=—1_, 1 et — 1 sont tous les deux
effectivement valeurs propres.

Posons p = EJ
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Ona:

X X
XZ XZ
Al =] & Xp =X, Vie Lp .
Xn—l Xn—l
X X

Ceci donne :

e une base de p vecteurs propres de E, : (e, +€,,€,+€, ,,...,€,+€,,;) quand n=2p ;

e unebase de p+1 vecteurs propresde E, : (e, +€,,€,+€ ,,...,8,+€, ,,€ ;) quand n=2p+1.
De méme, on obtient :

e une base de p vecteurs propresde E , : (e —€,,€,—€ ,,..,€,—€,,) quand n=2p ;

e une base de p vecteurs propresde E_, : (e, —€,,€,—€,,,...,€,—€,,) quand n=2p+1.

Finalement :

A est diagonalisable d’éléments propres donnés ci-dessus.

En calculant les puissances successives de B, on obtient B" =1, . Donc X" —1, qui est scindé & racines simples,
annule B, et ainsi, la matrice B est diagonalisable de valeurs propres possibles les racines n“™ de I’unité.

Soit pour tout ke 0,n-1 , o, =exp(@]. Ona:
n

X, X

X, X, , .

; . .
Bl ! |=o] < (X, Xy, Xy, X)) =X (L o, o, ., 0 ).

Xn—l Xn—l

X X

Ainsi :

B est diagonalisable de valeurs propres les o, et de sous-espaces propres E, = Vect((l, O, O, co,f‘l)).

baa a
aba . :
On a vu dans le chapitre précédent que (a a . "-. a| =(b+(n—-1a)(b—a)"", donc :
it . ba
aa ab .
X-4 -1 -1 ... -1 baa a
-1 X-4-1 : ab a :
te=| . . . 1| =laa i al =(X-4-(n-1)(X -4+])" =(X -3-n)(X —3)"*
-1 X -4 -1 1. boa
-1 -1 - -1 X-4] Jaa--abj

Ainsi, Sp(C)={3,n+3}.

Remarquons que C —3I, est la matrice qui ne contient que des 1. Cette matrice est de rang 1, donc :
dimE, =dimker(C-3I,)=n-1.

Et on obtient facilement que :

E,=Vect(e,—e,,e,—€,,...,e, ,—€,).
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Par ailleurs, dimE,,; =1 (car 1<dimE, <n—-dimE_,; =1). Or, Cu=(3+n)u avec u= Zek , donc :
k=1

E,., =Vect(u).
Finalement :

C est diagonalisable de valeurs propres 3 et n+3 et de
SOuUs-espaces propres :

E, =Vect(e,—e,,e,—€,,..,€,,—¢€,) et E ;=Vect(u).

Pour D, si on pose u=e, +e,+...+¢€, (non colinaire a e ),ona:
De =u;
De, =e pourtout ke 2,n ;

Du =) De, =u+(n-1),.

k=1

Et ImD=Vect(u,e), rg(D)=2 et dim(kerD)=n-2.
Quand n>3, onapourtout ke 3,n , D(e,—e,)=0, donc E, =ker D =Vect(e,—e,,...,e,—¢,)

Si A est une valeur propre non nul de D et x un vecteur propre associé, on a Dx=Ax, donc xeImD, soit :
X =ou+pe.
Etona:
Dx = aDu +BDe, = a(u+(n—1)g )+pu = (a+Pp)u+a(n—1)e,.
Donc:
Dx=Ax < (a+B)u+o(n-1e =rou+rife, < {(Hﬁzka & {Bz(k_l)a
a(n-1) =B A =A-n+Da=0

Comme x=0,o0na (o,B) = (0,0) et le systeme ci-dessus donne o =0 et se récrit :

B=(A-Da
A —A—-n+1=0
+/4n- .
Les racines de X*—X —n+1 sont % qui sont distinctes car n ;t% et on obtient :
A, = 1V4n—3 “‘2”'_3 = E, =Vect(hg +6,+..+¢,)
k2:1+— “2"]_3 E,, =Vect(L,e +e,+..+€,)

Enfin, ona dimE, +dimE, +dimE, =n-2+1+1=n, donc D est diagonalisable.

Finalement :

1-J4n-3 N _1++/4n-3
2 P 2

D est diagonalisable de valeurs propres A, = et
0 (quand n>3) de sous-espaces propres associés :

E, = Vect(e,—e,,...,6,—&,) et E, =Vect(Le +e,+..+¢,), ie{l,2}.
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n
On a immédiatement ImE = Vect(u) avec u= ) ae, =0 (car les a, ne sont pas tous nuls).
k=1

Donc, dim(ker E)=n—1 et on a facilement E, =ker E =Vect(e,-¢,,...,e, —¢€,).
Supposons qu’il existe une autre valeur propre A =0. Si X est un vecteur propre associé a A, on a Ex=2Ax ,

donc x=E (% xj elmE = Vect(u) . Donc, u serait un vecteur propre associé a A. Or :

Eu= Zn:akEek :(Zn:akju :
k=1 k=1

Donc, A = Zak . Ceci prouve que :

k=1
e SiA= Zak #0, E est diagonalisable de valeurs propres 0 et A, de sous-
k=1
espaces propres associés E, =Vect(e,—e,,...,e, —¢ ) et E, =Vect(u) ;
e Sil= Zak =0, E n’est pas diagonalisable.
k=1
Exercice 8

Dans les deux questions, on note u et v les endomorphismes canoniquement associés a A et B respectivement.
Onaalors uv=wvu.

1) Ici, on se place dans M, (C), donc A et B sont bien trigonalisables.

Nous allons prouver qu’elles le sont simultanément dans ‘M, (C) par récurrence sur dans ne N

Pour n=1, toute matrice de M, (C) est triangulaire supérieure, donc la propriété est vraie.
Supposons la propriété vraie aun rang ne N~ et considérons deux matrices A et B de ‘M, ,(C) qui commutent.

Soit A une valeur propre de A et E, le sous-espace propre associé a A. Comme A et B commutent, E, est stable
par v. Soit p une valeur propre de I’endomorphisme induit par v sur E, et e un vecteur propre associé a p.

Comme ¢ €E,, e est aussi vecteur propre de A, associé a L. Si on compléte e, en une base B, de K", les
matrices de u et v sont de la forme :

A X X nox X
|0 0
0 0

avec A'\B'e M (C).
De plus, A, =P ‘AP et B, =P 'BP, donc A, et B, commutent, soit :

7\,u X X 7\‘“ X X
0
AB =l 1 ap [TBA= T A

0 0
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Ainsi, A' et B' sont deux matrice de M, (C) qui commutent, donc par hypothése de récurrence, elles sont
simultanément trigonalisables. Autrement dit, il existe Q e GL, (C) telle que A'=QT,Q ' et B'=QT,Q * ou
T, et T, sont deux matrices triangulaires supérieures de M, (C).

10 ---0 10 --- 0
Alors, en posant R = ? Q |[ona ReGL,,,(C) avec R = (? Q- et:
0 0
}\‘ X X }\‘ X eee X
_ 0 0 . . -
e R'AR=| 1 = est triangulaire supérieure ;
MR Qe [T T, gulaire scp
0
pox X pox X
-1 |0 |0 . . -
e R BR= O Q'B'Q |~ 0 T, est triangulaire supérieure.

Finalement, (PR) *A(PR) et (PR) 'B(PR), donc A et B sont simultanément trigonalisables et la propriété
vraie au rang n—+1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N" :

Si deux matrices A et B de M, (C) commutent, elles sont simultanément trigonalisables.

2) On pose Sp(A) = {kl, Aoy ooy kp} et E, le sous-espace propre associé a ; pour tout i entre 1 et p.
Comme A est diagonalisable alors E, ®..®E, =E.Comme uetvcommutent, les E, sont stables par v.

Pour tout ie 1Ln , notons v, I’endomorphisme induit par v sur E, . Comme B, donc v, est diagonalisable,
alors v; I’est aussi. Soit B, une base de E, dans laquelle la matrice de v; est diagonale.

En posant B=25 u...uB , on obtient une base dans laquelle la matrice de v est diagonale et cette base étant
adaptée a la décomposition E=E, ®..®E, , la matrice de u est aussi diagonale dans 3.

Ceci prouve que :

A et B sont simultanément diagonalisables.

Exercice 9

Comme le polyndme caractéristique de la matrice A est scindé sur K, elle est trigonalisable. Donc, il existe une
matrice T triangulaire supérieure et une matrice P inversible telles que A=PTP .

Appelons alors D, la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont ceux de T et posons N, =T —D, .

La matrice N, est triangulaire supérieure stricte. Son polynéme caracteristique est alors y, = X" et d’apres le

théoréme de Cayley-Hamilton, ona N, =0, , donc N, est nilpotente.

Si on pose N=PN,P* et D=PD,P*, N est nilpotente (car N=PN,P* ), D est diagonalisable (car
semblable a D, qui est diagonale) et T =D, + N, donc:

A=PTP ™' =P(D, +Ng)P " =PD;P '+ PN,P ' =D+N.
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Ainsi, on a bien :

A=D+N avec D diagonalisable et N nilpotente.

Exercice 10

1) Comme M™=1_,ona (detM)™ =det(M™)=detl =10, donc detM =0 et ainsi :

M est inversible.

Ona M™—1, =0,, donc il existe un polynéme P=X"—1_ de C[X], scindé a racines simples (les racines
m*®™ de ’unité) tel que P(M) =0, . Ceci permet de conclure que :

M est diagonalisable.

2) On veut prouver I’équivalence :
M=l < kepZ.

(=) Si M*=1_, posons k =qgp+r ladivision euclidienne de k par p, avec 0<r < p. On aalors :
L, =M“=M®"=(MP)"M"=(1,)'M"=M",

Or, p est le plus petit entier naturel k non nul tel que M* =1_et 0<r < p donc r=0 etainsi, k € pZ.

(<) Si ke pZ,alors k=qgp avec qeZ et:
MK=MP=(MP)'=(1)"=1_.

Remarquons que la matrice M est inversible, donc toutes ses puissances le sont aussi et M%® et (M?)* sont
bien definies méme si k <0.

Finalement, on a bien :

M=l < kepZ.

n

3) Appelons ‘U, (Z) I’ensemble des matrices de /M, (Z) dont I’une des puissances est 1.

Onal,eM/(Z)et I, =1, donc |, €U, (Z) et |, dordre 1. Ainsi, 1O, et:

O, est non vide.

Soit M €U, (Z) d’ordre p. On a vu que M est diagonalisable et que toutes ses valeurs propres sont des racines
p“™ de I’unité (donc de module 1, entre autres).

Appelons A, A,,..., A, ces valeurs propres (distinctes ou pas). Le polyndme caractéristique de M s’écrit alors
de deux fagons (développée ou factorisée) :

n-1 n
det(XI, —-M)=X"+> a X =] [(X-2,)
k=0 j=1
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avec pour tout ke 1;n
a, =D D A

I<ip<ip<..<i, <n

n
Cette somme contient (kj termes, donc pour tout k € 1;n

anls Y = X 1=[:J.

1<ip<i,<..<iy <n I<i<ip<.<ig <n

Si M est a coefficients entiers, son polyndme caracteristique I’est aussi, donc tous les a, sont entiers relatifs tels
n ) ny(n -
que |ak| < (kj , Soit a, € ﬁ— [k](kj{l Chaque a, peut donc prendre un nombre fini de valeurs.

Il 'y a ainsi un nombre fini de polyndmes caractéristiques possibles, donc un nombre fini de n-uplets
(A, Ay, ..ey A,) de valeurs propres possibles.

Alors, comme, si p est I’ordre de M, les valeurs propres sont des racines p*™ de I’unité, il y a un nombre fini
de valeurs possibles de p et ainsi :

O, est fini.

4) Rappelons a nouveau que M ‘U, (Z) est d’ordre p, si et seulement si ses valeurs propres sont des racines
p*™ de I’unité.
Par ailleurs, si M e 2M,(Z) alors y,, = X*—tr(M)X +detM avec (tr(M),detM)eZ?,
D’apres la question précédente :
detM =+1 et [tr(M)|<2
Soit :
detM e{-1,1} et tr(M) e{-2,-1,0,1, 2}.

Il'y a donc 10 polyndmes caractéristiques possibles et les seules acceptables sont ceux dont les racines sont de
. 2km
I

laforme e P avec 0<k < p (et p estalors I’ordre de M).

Faisons un tableau :

detM | tr(M) | arpa%%?g?gu . Racines Possible ? Ordre de M
1 -2 X2 4+2X +1 -1 oui 2
1 -1 X2+ X +1 jet j? oui 3
1 0 X2 +1 iet—i oui 4
1 1 X2-X +1 —jet—j? ouli 6
1 2 X?2_-2X +1 1 oui 1
-1 -2 X2+2X -1 | —1++/2 et -1-4/2 non
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-1 -1 X2+ X -1 ’“fg et ’1’2\/5 non
-1 0 X?_-1 let—1 oui 2
-1 1 X2_X -1 l*f eti non
-1 2 X2 -2X -1 1+2 et 1-+2 non
2
avec j=e 3. Alinsi, on trouve :
0, ={1,2,3,4,6}

Exercice 11

1) Si fest diagonalisable, alors il existe une base B de E dans laquelle la matrice D de f est diagonale.

Mais alors, la matrice de f? dans la base B est D?, qui est elle aussi diagonale, donc :

Si f est diagonalisable, alors f? est diagonalisable.

01

Soit f € £(C?) de matrice A:(O 0

) dans la base canonique. On a:

e y,=X?, donc laseule valeur propre de f est 0 et f n’est pas diagonalisable (car f n’est pas nul) ;

e A’=0,,donc f? estdiagonalisable (c’est I’endomorphisme nul).
Ainsi :

La réciproque est fausse.

2) On suppose que f? est diagonalisable et on veut prouver que :

f est diagonalisable < ker f =ker 2.

(=) On suppose que f est diagonalisable dans une base B =(e,,...,e,) de E.
Onaalors, pourtout ie 1,n  f(e)=»A,e oules complexes A, sont les valeurs propres de f.
Alors pourtout ie 1,n , f%(e) =A% . Ainsi, f? estdiagonalisable dans B et pour tout i € 1,n
ker (2 —2fid ) =ker(f —2id )@ker(f+2id,).
En particulier, si 0e Sp(f), alors ker(f2 —Oz.idE)zker(f —0.id; )@ ker (f +0.id. ), soit ker f =ker f?.

Enfin, si 0 Sp(f), alorsfet f? sont bijectives, donc ker f =ker f? ={0}.

(<) On suppose que ker f =ker f*, avec f* diagonalisable. Soit Sp(f*)={A;, 23, ..., A%} (comme E est un
C - espace vectoriel, on peut exprimer les valeurs propres comme des carrés).

p p
Comme f? est diagonalisable, le polyndme [ [(X —1;) estannulateur de f?, donc [ J(f*-Afid.)=0.

i=1 i=1



PSI* 18

Considérons de deux cas.
o ker f =ker f*>={0}.

p p

On a alors H(f —Aido)(f+A,id.) =0 et H(X —A)(X +2,;) estun polyndbme scindé a racines simples
i=1 i=1

annulateur de f, donc f est diagonalisable.

o ker f =ker f?={0}.

On a 0 est alors valeur propre de fet f*. On peut prendre A, =0. Alors,on a:

foI(f —nido)(f +Aid,) =0,

Donc :

E =ker f>@ker(f—2,id. )@ker(f+i,id.)®...@ker(f-%id. )®ker(f+iid,).
Et comme ker f =ker f?,ona:

E =ker f @ker(f —2,id.)@ker(f+2,id.)®..@ker(f—1,id. )@ker(f+2id,).

Ceci permet de conclure que f est diagonalisable.

Finalement, on a bien :

f est diagonalisable si et seulement si ker f =ker f2.

Exercice 12

1) A est I’ensemble des polyndmes annulateurs de u. Or, on a vu dans le cours qu’un endomorphisme admet
toujours un polynéme annulateur non nul, donc D est non vide.

D’autre part un polynéme constant non nul ne peut annuler u, donc tout polynéme annulateur de u est de degré
supérieur ou égal & 1. Ainsi, D ={degP\P e A, P =0} est une partie non vide de N", donc :

D admet un minimum p >1.

2) Nous allons procéder par double inclusion.

Soit Pe LK[X].Ona P=L.Q avec QeK[X], donc P(u)=L(u)Q(u)=0 car Le A. Ainsi :
LK[X]c A.

Soit Pe A et P=QL+R avec degR <degL = p ladivision euclidienne de P par L.

Ona P(u)=L(u)=0, donc R(u)=P(u)—Q(u)L(u)=0 etainsi, Re A.

Or, degR< p=min, donc R=0 etainsi, P=QL € LIK[X]. Ceci prouve que :
AcLK[X].

Finalement, on a bien :

A=LK[X]
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3) Supposons qu’il existe deux polyndmes unitaires L, et L, de A tels que degL, =degL, =p.
D’apres la question précédente, on a A =L .K[X]=L,K[X]. Alors :

{L1 € L, K[X] N {Lz |L

L, e LK[X] LIL

Etcomme L, et L, sont unitaires, ona a=1,soit L, =L,. Ainsi :

= L,=al, avecaek.

L est unique.

Exercice 13

1) Soit P e R[X] unitaire de degré neN". On veut :
Pestscindésur R < VzeC, |P(z)|>|Imz|".

(=) On suppose que P est scindeé sur R, donc qu’il existe des réels a,, ..., a, € R (distincts ou pas) tels que
P=(X-a)..(X—a,). Onaalors pour tout zeC :

P@)|=|z-a) .. z-a)| =] l-a.

Et pour tout ke 1n

2-a/=\[Re@-a ) +(Im@) = (Im@) =[Im(2)].

Donc :

P(2)| zf_[||m(z)| =|Im(2)|".

(<) On suppose que pour tout ze C, |P(z)|=|Im(2)|".
Le polyndme P est scindé sur C. Soit z, ..., z, € C ses racines complexes (distinctes ou pas). On a alors pour
tout ke 1,n
IP(z)|=02[Im(z)|" = 0x[Im(z) = Im(z)=0.
Ainsi, toutes racines complexes de P sont réelles, donc :
P est scindé sur R .

Finalement, on a bien :

P est scindé sur R si et seulement si, pour tout ze C, |P(z)| = |Im(2)|" .

2) Notons D I’ensemble des matrices diagonalisables dans M, (R) et 7 celui des matrices trigonalisables
dans M, (IR). On veut montrer que D =T .

Soit (A ),y Une suite de matrices de D, convergeant vers Ae M, (R).
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Pour tout k e N, le polynbme caractéristique xa de A est scindé sur R, car A  est diagonalisable dans

M_(R) . Donc, d’aprés la question 1, pour tout z € C, ‘XAk (z)‘ >|Im(z)|".
Or, comme M X1, —M et M—>detM sont continues sur M (R), M >y, =det(XI —M) est
continue sur M (R) et klirpwxﬁk =%, donc, pour tout ke N :

im [, (2)]=[xa(2)]-

En passant a la limite quand k — + oo dans ‘XA( (z)‘ 2|Im(z)|", on obtient pour tout ze C :

(@) = |Im(2)]".

A nouveau d’apres la question 1, on peut conclure que le polyndme caractéristique y , de A est scindé sur R, et
donc que A est trigonalisable dans ‘M (R).

Ceci prouve que :

DT .

Réciproquement, soit A< T . Il existe alors p réels A,, ..., A, eR telsque A, <...<A,, pentiers n,...,n, eN
et une matrice P e GL, (R) tels que A=P TP avec :

A, XX X
0 . x X
Ay
T= R
0) ook, XX
: X
0 v e e e 0 M

ou chaque X, apparait n, fois sur la diagonale.

Posons alors &= = min (A—2;) si p=2ete=1si p=1,et pourtout keN', A =P ‘TP avec:

2iel,pfl
A, X X e e e %
€
0 K1+ X eee ees ees x
k(n, -1)
0 0 ’ .
g .
C A A=
. k . .
T, = S
A
p
0) o, —
(np—l)k
. “
€
0 e e 0 xp+_
k

ou les éléments au-dessus de la diagonale sont les méme que ceux de T.
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Onaalors lim T, =T, donc:
k—+o0

lim A =A.

k—>+o

Par ailleurs, pour tout k e N ettout ie 1, p—1 (quand p>2):

& <A + 2

k(n-1) " k(n,

<e<h,—A = A<M+

x| m

Donc les coefficients diagonaux de T, sont tous distincts, ce qui veut dire que le polyndme caractéristique de
T.,donc de A_estscindé a racines simples, donc que A, est diagonalisable pour tout k e N™.

Ainsi, on a construit que une suite (A) _. de matrices diagonalisables dans M, (R), convergeant vers A. Ceci
prouve que AeD . Comme ceci est vrai pour toute matrice A de 7~ :

T cD.

Finalement, on a bien T = 1_), autrement dit :

L’adhérence de I’ensemble des matrices diagonalisables
dans M, (R) est I’ensemble des matrices trigonalisables.

Exercice 14

Notons B, =(e,, e,, e, ¢€,) le base canonique de R* et appelons u I’endomorphisme de R* canoniquement
associé a A.

1) On a, en développant par rapport a la premiére colonne, puis par rapport a la derniere ligne :

X-20 0 -5

0 X 1 0 x 1 0 X 1
An = 8 _01 XO_2 XO_2 =(X-2) 01 X02x0_2 =(X-2) —1x-2‘
Soit :
Ta=(X =22 [X(X =2)+1] = (X =2)*(X? =2X +1) = (X —2)*(X 1),
Donc:

Sp(A) ={1,2}.

En notant E, et E, les sous-espaces propres associés a 1 et 2 respectivement et en résolvant les systémes
Ax =X et Ax=2x, on obtient :

E, = Vect(e,—e,) et E,=Vect(e).

Onadonc dimE, +dimE, =2<4, donc :

La matrice A n’est pas diagonalisable.

Par contre, y , est scindé sur R, donc A est trigonalisable dans M, (R) .
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2) Remarquons déja que :

u(e) =2¢
= B, =Vect(e,e,) eststable par A
u(e,) =5e +2e,
u(e,)=e
() =e, = P, =Vect(e,,e,) eststable par A
u(e,) =—e, +2¢,
u(e)="2e
{ (8)=2e, = P, =Vect(e,e, —e,) eststable par A
u(e,—e;)=e, —¢&

Soit maintenant P =Vect(«,,€,) un plan stable par A.

En complétant (&,,¢,) en une base (&,,¢,,€5,¢,) de R, la matrice de u dans cette base est de la forme :

(g;i ZJ avec A, A, A eM,(R).

Donc, x, =x%aXs €tainsi, x, estun polynome unitaire de degre 2 qui divise y, = (X —2)*(X =1)?, donc :
% =(X=2)% ou g, =(X-D? ou yx, =(X-2)(X-1).

o Siy,=(X- 2)%, 2 est la seule valeur propre de I’endomorphisme induit par u sur P (qui est stable par u),

donc on peut choisir la base (&,,¢,) telle que &, =e, et u(e,) =2e, +2¢,.

a 2a+5d A+2a a
: b . —-C 2b _ 0

Or, si g, = el u(e,) =Ae +2¢, se récrit bioe |=| 2c | soit ¢, = 0 avec d =0 pour que la
d 2d 2d d

famille (e, &,) soit libre. Ainsi, P =Vect(e,, ae, +de,) = Vect(e,e,)=F,.
¢ Siy, =(X-1)?*, onmontre de méme que P =Vect(e,,e;)=F,.

o Siy, =(X-1(X-2), Alors, 1 et 2 sont valeurs propres de I’endomorphisme induit par u sur P, donc e,
et e, —e, appartiennent a P, et comme P est de dimension 2, P =Vect(e, e, —e;)=F,.

Finalement :

Les plans stables par A sont P, =Vect(e,,e,), P, =Vect(e,,e,) et P, =Vect(e,e, —¢,).

3) Onavu que A est trigonalisable dans M, (R) . Plus precisement :

u(5e ) = 2(5e,) 2 1 0 O
u(e,) =5e, +2e 0 2
(8,) =S¢, + 28, = MyUu)=A'= avec B=(5e,,€,,€,—¢€,,8,).
u(e,—e;)=e, —¢& 0 01 -
u(e,)=e,=—(e,—€;)+e, 0 00 1

2 1 1 -1 B 0, i . )
En posant B = et C= ,ona A'= et A'=Q "AQ ou Q est la matrice de passage de
0 2 0 1 0, C

la base B, alabase B.
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De plus, pour tout P e R[X], P(A)=Q'P(A)Q, donc P(A) est diagonalisable dans M, (R) si et seulement
si P(A") I’est. Or, avec les opérations par blocs, on a :

P(B) 0, J

PA) :( 0, P(C)

Alors, P(A") est diagonalisable dans M, (R) si et seulement si P(B) et P(C) le sont dans M, (R) (car les
plans P, (engendré par les deux premiers vecteurs de B) et P, (engendré par les deux derniers vecteurs de B)
sont stables par u.

01

Notons N:( ].Ona N?=0,, B=2l,+N etC=1,-N.
0 0

Comme 1, et N commutent, on a, pour tout k e N™ :

k k ) ) k k-1
B = (21, + N) =Z£i](2|2)k"N' =21, +k2"'N =[20 kjk J
i=0

p
La formule ci-dessus reste vraie pour k =0 et, pour tout P = Zakx “eR[X],ona:
k=0

p p
k k-1 Zak 2" Z k a 2t .
P(B):Zp:a Bk :Zp:a 2 k2 _ k=0 k=1 _ P(Z) P (2) .
< &g o0 2 2 0 PQ
i 0 > a2
k=0

k=0

On obtient de méme P(C) = [P(l) P '(1)] .

0 P(2)
. . a b _ . : . X
Enfin, une matrice du type 0 est diagonalisable si et seulement si elle est semblable a al, et la seule
a

: . a b : : : .
matrice semblable a al, est al,, donc (0 J est diagonalisable si et seulement si b=0.

a

Alors, P(B) et P(C) sont diagonalisables dans M, (R) si et seulement si P'(2) =P'(2) =0 et finalement, pour
tout PeR[X] :

P(A) est diagonalisable dans M, (R) si et seulementsi P'(2)=P'(1) =0.

Exercice 15

On considere Ae M, (C) et on veut :

A est diagonalisable < tout polyndme dont une puissance est annulatrice de A est annulateur de A.
(=) On suppose que A est diagonalisable.

Alors, si Sp(A)={A,,..., A, }, le polyndme Q = (X —1,)...(X —A,) est annulateur de A.

Soient maintenant P e C[X] et a e N tels que P* annule A. Les valeurs de propres de A sont alors des
racines de P, donc de P et ainsi, Q divise P, soit P=RQ avec ReC[X].On aalors:

P(A) = R(A)cQ(A) = R(A) >0 =0.
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Ainsi, P annule A et finalement :
tout polynéme dont une puissance est annulatrice de A est annulateur de A.

(<) On suppose que tout polyndme dont une puissance est annulatrice de A est annulateur de A.
Soit 3, =(X =2)*...(X =4,)" le polyndme caractéristique de A. Posons o= max(ocl, e ocp) et:
P =(X =2y) (X =2, g = (X =Ay) (X =2)" =[ (X =) (X =2,) |
D’aprés le théoreme de Cayley-Hamilton, y , est annulateur de A, donc P I’est aussi.

Or P :[(x —A)-(X —xp)]“, donc par hypothese, (X —2,)...(X =2 ) est annulateur de A, et comme
(X =2y)-..(X =1,) estscindé a racines simples :

A est diagonalisable.

Finalement, on a bien :

A est diagonalisable si et seulement si tout polynéme dont
une puissance est annulatrice de A est annulateur de A.

Exercice 16
1 00
1) Oncherche Ae M,(R) semblablea |0 j 0 | dans M,(C).
00 j
100 2 b 0
On peut alors chercher sous la forme A=|0 5 avec B:[C d]ej\/IQ(R) semblable a ((J) JT) dans
0

M, (C). Lasimilitude matricielle conservant la trace et le déterminant, on alors :

- j 0
OnaXB:XZ—Tr(B)X+detB:X2+X+1:(X—j)(X—j),donCBestbiensembIabIea{(J) Tj et:

J
1 0 O
Les valeurs propresde | 0 —1 1 | sont exactement les racines troisiemes de I'unité : 1, j, j .
0 -1 0

2) a.Ona A*-1 =0, donc le spectre complexe de A, Sp(A), est inclus dans I’ensemble des racines
complexes de X*—1, soit {1, J, T} Ici, 1 n’est pas valeur propre de A, donc Sp(A) {j, T}

Ainsi, x, =(X—j)*(X-7)" avec a+b=n.Or, Aestréelle, donc x, e R[X] et a=b.
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Finalement, n=2a et donc :

n est pair.

b. Comme 1 n’est pas valeur propre de A, A—1 est inversible et donc :
A=l < A-1 =(A-1)A+A+1)=0, < A +A+l =0,.

Ainsi :

A =— A-|

n

c. Ona:
AX=X-B < AX-X=(A-1)X=-B < X=—(A-1)"B.

Etsi C=A-1_,ona:

A +A+1 =0 < (C+1)*+C+1 +1 =0, < C°+3C=-3I, < —%(C+3IH)C:IH.

Donc (A—In)lzclz—%(C+3ln) et ainsi :

L’équation AX = X —B admet une unique solution : X :%(A— 1, )B+B.

3) Toujours avec C=A-1_, I’équation AX =X —B se récrit a nouveau CX =—B. Ici, C n’est plus

inversible, maisona A*=(C+1.)*=C®+3C*+3C+1_=1_,donc lesiciec =0, .

Si B¢ ImC I’équation n’admet pas de solution.

Si BeImC, alors B=CX, etsionpose X :%CBJFB,ona:

C(ECB+ B):ECZB+CB:EC3XO+C2XO =-CX,=-B.
3 3 3

1 . .
Donc, dans ce cas, X =§(A— I,)B+B est encore solution et toute solution est de la forme X + X, avec
X, e kerC, soit AX, =X,.

Finalement :

L’équation AX =X -B :
e n’admet pas de solution quand B ¢ Im(A-1,) ;
e admet une infinité de solutions de la forme %(A— 1,)B+B+X,

avec AX, =X, quand Belm(A-1,).




