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Résume du chapitre 8 : Réduction d’endomorphisme

Dans tout le chapitre, n est un entier naturel non nul, K désigne R ou C et on considere E un K-espace
vectoriel.

| - EIéments propres
I-1. Genéralités
Propriété :
Soit u e L(E) et D une droite de E.

Si D est stable par u, alors, il existe A € K tel que pour tout xe D, u(x) =Ax.

Propriété :
‘ Soit ue L(E) . Les (éventuels) sous-espaces propres de u sont stables par u.

Propriété :
‘ Soient u,ve L(E) . Si u et vcommutent (uv=vu ), alors les sous-espaces propres de u sont stables par v.

Propriété :
Si le spectre est fini et non vide, les sous-espaces propres d’un endomorphisme (resp. d’une matrice
carrée) sont en somme directe.

I1-2. Polynbme caractéristique
Propriété :
Soit ue L(E) (resp. Ae M, (K)).

Si y, (resp. yx,) estscindé, de racines A, ..., A, (distinctes ou non), alors :

detu=2x, x...x\, (resp. det A=%, x...xA,).
tr(u)=x+...+X, (resp. tr (A) =X, +...+X,).
Propriété :
Soit ue L(E).

Si F est un sous-espace de E stable par u et u. est I’endomorphisme induit sur F, alors le polyndme
caractéristique de u. divise celui de u.

Définition :
Soient ue L(E) (resp. Ae M, (K)) et L € K une valeur propre de u (resp. de A).

La multiplicité de A dans y, (resp. yx,) est appelé multiplicité de la valeur propre A.
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Propriété :
Soit u e L(E), A une valeur de u de multiplicité n, et E, le sous-espace propre associe. Ona:

dimEg, <n, .

Il - Diagonalisation

11-1. Définition

Définition :

Soit ue L(E).

On dit que u est diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.
Soit Ae M, (K).

On dit que A est diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale.

11-2. Caractérisation

Propriété :
Un endomorphisme u e L(E) est diagonalisable si et seulement si la somme (directe) de ses sous-espaces
propres est égale a E.

Corollaires :

e Un endomorphisme ue L(E) est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions de ses
sous-espaces propres est égale a n, la dimension de E.

e Un endomorphisme u e L(E) est diagonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique est

scindé dans K et si la dimension de tout sous-espace propre associé une valeur propre A est égale a la
multiplicité de la racine A dans le polynbme caractéristique.

e Soit ue L(E). Si le polynbme caractéristique de u est scindé a racines simples dans K, alors u est
diagonalisable.

11-3. Exemples d’applications

a. Calcul des puissances d’une matrice diagonalisable :
Si Ae M, (K) est diagonalisable, il existe D =diag (A,, A,,...,A,) € M, (K) (les &, étant les valeurs propres
de A) et PeGL,(K) tellesque A=PDP . On aalors pour tout k e N :

A‘=PD'P*
avec D* =diag (A, AS, ..., A%).

b. Application a la résolution des récurrences linéaires a coefficients constants :

Soit une suite (u de K" vérifiant la relation de récurrence linéaire pour tout ne N :
n/neN
Upip =8 Unpg Feta U, o+, +80U, .

Les a, étant des scalaires fixéset peN".
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Sion pose X, =(u,,u u )T, on aalors pour tout ne N :

n? “n+l? 7t Mnyp-1
0 o .- 0
1.
X, =AX, avec A= S0
0 0 1
a a - a a

Pour tout neN, X, =A"X,

I11 - Diagonalisation et polyndmes annulateurs

Dans tout ce qui suit, on considére un endomorphisme ue L(E). Toutes les propriétés données s’ adaptent
immédiatement & une matrice Ae M, (K).

I11-1. Nouvelles caractérisations de diagonalisation
Propriété :
‘ Si P e K[X] est annulateur de u, alors pour toute valeur propre A de u,ona P(A)=0.

Propriété :
‘ Pour tout P e K[X], ker P(u) et ImP(u) sont sables par u.

Théoréme :

Un endomorphisme ue L(E) est diagonalisable si et seulement s’il admet un polynéme annulateur
scindé a racines simples. Il en va de méme pour une matrice carrée.

Propriété :

Un endomorphisme ue L(E) est diagonalisable si et seulement s’il admet P = H (X =A) pour
reSp(u)

polynéme annulateur.

111-2. Cas des endomorphismes induits
Propriété :
Soit u e L(E) un endomorphisme diagonalisable et F un sous-espace vectoriel de E stable par u.

L’endomorphisme induit par u sur F est diagonalisable.

111-3. Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme : (de Cayley-Hamilton)
Soitue L(E).Ona:
x,(U) = OL(E)'

Autrement dit, le polyndme caractéristique de u est un polynéme annulateur de u.
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IV — Trigonalisation

Définition :
Soit ue L(E).
On dit que u est trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire
supérieure.

Soit Ae M, (K).

On dit que A est trigonalisable si elle est semblable a une matrice est triangulaire supérieure.

Propriété :
Soit ue L(E) (resp. Ae M, (K)).

L’endomorphisme u (resp. la matrice A) est trigonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique
est scindé sur le corps K.



