PSI* octobre 2024

Corrigé du DS n° 2

Probleme 1

Extrait tres adapté de : Mines-Ponts 2023 — MP-MPI — Mathématiques 2

I — Préliminaires

Q1. Soit xe R.
k k
e Si |x| >1, alors par croissances comparées, lim F =+ oo, donc la série ZF diverge
k —+00
grossierement.
x* 1
o Si |x| <1, alors pour tout ke N, F < P Alors, par comparaison a la série de Riemann

1 . x*
convergente Z—, la série Z— converge absolument, donc converge.
Kk’ k*

k
. x . )
Ainsi, E — si et seulement si |x| <1, donc:
k

La fonction ¢ est définie sur [— 1,1] .

k

. 1 . 1

Notons G, : x H% pour tout ke N .Ona sup |Gk (x)| = et la série ZF
xe[-11]

la série de fonctions ch converge normalement sur [— 1,1]. Comme les fonctions ¢, sont

converge, donc

continues (car polynomiales) sur [— 1,1] :

+oo

La fonction o= ch est continue sur [— 1,1] .
k=1

. T . .
Q2. Ona |s1nt|£|t| pour tout z€ R . Or, pour tout ¢ e {O,E}, sint >0 et t >0, donc sint<t.

. . ) 2 L. T s
Par ailleurs, la fonction g :f+> sint——t est dérivable sur {O,E} comme différence de telles
o

) e, 2 2
fonctions, de dérivée g':f > cost—— =c0Sf—COsO avec Ol = arccos| — |.
T T

Comme ge ] 0,1 [ , 0. est bien défini et appartient } O,g { .
T
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Q3.

Q4.

) ) ) Y
Par décroissance de la fonction cosinus sur [0,5}, ona:
® sur [0, Oc] , 8'(t)=0, donc g est croissante, ce qui permet d’écrire g(r) = g(0)=0 ;

T . . , . T
® sur [OL,E} , 8'(t) <0, donc g est décroissante, ce qui permet d’écrire g(t) > g (Ej =0.

. L. 2 T ) ) o8
Ainsi, g(t) 20, soit sint >—¢, sur {O,E} et finalement, on a bien pour tout ¢ € [0,5} :
o

2 )
—t<smt<t
T

. ... T . /2 e .
Comme A est continue et positive sur }O,E} , la fonction H :¢€ HI h(t)dt est définie et
€

Lo T PN ..
décroissante sur } O,E} . Le théoreme de la limite monotone permet alors de conclure que :

m/2 e e ) ) . T
e I h(t)dt admet une limite finie en 0" si et seulement si elle est majorée sur } O,E} .
€

a. On prend ici /(t) = (In (sint))’.
La fonction & vérifie bien les hypotheses de la question précédente.

D’apres la question Q2, on a pour tout t€ |0,1] } 0,%} :

0<ztSsintSt = ln(zj+lntﬁln(sint)SlntSO.
T T

2
Donc (In (sin t))2 < [ln (zjﬂn tj , et pour tout €€ ]0,1] :
T

1 . 2 1 2 ’
L(ln(smt)) dtﬁj'g[ln(%jﬂntj dr .

En intégrant par parties deux fois de suite, on a :

[ :[m (%) +In tj2 d

2
ln(% +Int | ¢ —1121[ln(2j+lntjtdt
o et T
2 1
= ln(g +Inz | ¢ —Zjl(ln(zjﬂntjdt
T € T

2 ! 1
= ln(% +Inz | ¢t —2{(ln(zj+lnt}} +2_[lltdt
T T . et

L e
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" [ :(m Gj +In IJZ dt = (m (%DZ —(m EJJE +e (In g)j2
- 21n(%j+ 2(1n(%j8+81n8j+ 2(1—¢)

Or, par croissances comparées, lim\/g(ln g)=limelne=0, donc la limite en 0 de
£e—0 e—0
s . . .. . . 1 . 2 .,
I’expression ci-dessus est finie, ce qui veut dire que 8I—>j (In(sinr))” dr est majorée sur
€

/2 . 2 1 . 2 /2 . 2 . .
]0,1] et donc EHL (In(sin?)) dt:L(ln(smt)) alt+j1 (In(sin?)) dt est majorée sur

} O,g} . La question précédente permet donc de conclure que :

e J-m (In (sin t))2 dt admet une limite finie en 07 .

b. On prend ici A(r) = (In(sin t))2 )

La fonction A vérifie bien les hypotheses de la question précédente.

) ) ) Y o
Les fonctions ¢+ |1n(s1n t)| et t—1 sont continues sur }0,5}, donc pour tout €€ } 0,5},

I’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire :

Ln/2|ln (sin t)| di = J»:’z (|1n (sin t)|><1) dr < \/(Lﬂ/z (ln (sin t))2 dt) (Ln/z E dt) .

T

Or, j

12 2 T T . . . /2 . 2 . .
1"dt = 3 e< B et on vient de voir que la fonction €+ I (In(sint)) dr est majorée
€ €

T .. . /2 . . . T R
sur } 0,5} , ainsi, la fonction €~ j |1n (sin t)| dt est elle aussi majorée sur } 0,5} et donc, a
€

nouveau grace a la question précédente :

/2
e j |1n (sin t)| dt admet une limite finie en 0" .
€

c. Onprend ici h(t) =(sint)" avec xe [ =]—1,+oo[ fixé.
La fonction & vérifie bien les hypotheses de la question précédente.

. sint . sint ) T
On a hn(l—:l, donc la fonction ¢+ ——, continue sur }O,E}, se prolonge en une
t—0 t t

. . T . .. , .
fonction continue sur [0,5] Cette fonction, ainsi prolongée, est continue sur le segment
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NI:I

[0 } donc elle est bornée et atteint ses bornes. Comme elle est strictement positive sur
sint )

[0,%} , il en va de méme de la fonction ¢ (—j .
t

T . . T
Ainsi, il existe un réel Mtel que pour tout t e } 0,5} :

Alors, pour tout €€ } 0,%} ,on a, avec (sint)’ = (—j o

w2 sint )" /2 M T o M (T o
0<j sint) dtzj - txdtéj ot'dt=——I||=| - |xs—|=] .
€ t € x+11\ 2 x+1\ 2

. . . 2, X . . , T . ~
Ainsi, la fonction €+ .[ (sinz)" dr est elle aussi majorée sur } 0,5} et donc, toujours grace
€

a la question précédente, on peut conclure que :

n2 x .. ..
e I (sinz)" dt admet une limite finie en 0".
€

II — Calcul de (1)

Qs.

Pour tous réels a et B, on obtient aprés deux intégrations par parties successives :

J»On((xﬂ +Bt)cos (nt)dt = (wz +Pr

sm (nt)

)sin(nt) _I 2 H_B

n

_ ( Bt)sm(nt) 1" [(2w+ﬁ)cos(nt)} j - cos(nt)dt

L Jdo n I’l

(0“2 +Bt) sin (nr) " [(20“ +B) cos (nt)} {20‘ sin (nt)}

L n | n n

=(2am+B)

cos (mt) 1

_Bn_

Alors, en posant 2ot+3=0et —f=1,0na I:(atz +Bt)cos (nt)dt = iz :
n

Finalement :

n o=—
I (Oct2 +Bt)c0s (nt)dt = iz pour 2T
0 n B__l
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Q6. Soient 7€ ]0,m] et ne N".Ona e #1 et:

Zeik’j = Re[z (e”)"j = Re(e” wj =Re| ¢
k=1 k=1 e’ —1

0s ( (n+ 1y j sin (mj
_ 2 2

z cos (kt) =Re
k=1

SlIl I’lt
(n;l)z 2

=Re| e

)

)

((2n+1)tj_sin(tj
2 2
ZSin(tj
2

. ((n+Dt nt . ((n+Dt nt .
sin +— |—sin —— | sin
2 2 2 2 _

2sin (t)
2

Et ainsi, on a bien :

((Zn + l)tj

n Sin 2 1
3 cos (kf) = ——=—2 —~
k=l 2sin (tJ 2

Q7. Soit ¢ est une application de classe C' de [O,Tt] dans R.

En intégrant par parties, on a pour tout réel x>0 :

cos (xt)} +.[ o't )cos (xt)

[ On(p(t)sin (xt)dt _[ o(t)
_ 9(0) ~ () cos (x7t)

X

j ©'(t) cos (xt) dt

Et:
|90)—@(mcos xm)| _[@(O)| +p(mlcos )] _ |o(0)]+|o(m)

X X

X

lj n|(p'(t) cos (xt)| dt < lj E|(p'(z)|dz
x0 xJ0

‘l.[n(p'(t)cos(xt) dt| <
x 90

0)|+ (T
Comme lim w j |(p (t)|dt 0, le théoreme des gendarmes donne :
X—+oo X x—>+o<>
lim ¢(0) = @(m) cos (xm) = lim l.[n(p'(t) cos(xt)dt=0
X —+oo X X—to y 0

Et donc :

lim | :(p(t) sin (xt)dt =0
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Q8.

D’apres la question Q5, on a pour tout ne N* :

n

Lol Coex( 1, 1
Io (Et —tj(;cos(kt)jdtzkz_;jo (Et —tjcos(kt)dt:kz_;?.

Et d’apres la question Q6, on a pour tous ne N" et 1€ |0,7] :

. ([ 2n+1Dt
v (1 1 Sm( 2 j 11
(—tz—tjcos(kt)=(—t2—tj———( tz—t)
T\ 2T 21

k= 2sin (tj 2\2n
2

(1 j 2 ((2n+l)tj 1(1 ) j
=| —1-1|— sin ——| =1 -t
o )sin(1/2) 2 2\ 2n

T L quandte |0,—
Posons alors pour tout f € 0,5 , h(t)=1sint 2 | et pour tout 7€ [0,7] :
1 quandr=0

1 t
o= -L-(2)

On a donc pour tous ne N et € ]0,7] :

A _ . (@n+De) 11 5
Z( t tjcos(kt) (p(t)sm( 5 jZ(Znt tj.

o \ 2T

Et la relation reste vraie pour ¢ =0 (elle donne 0 = 0).

. T . .
La fonction A est de classe C' sur }O,E} en tant que quotient de telles fonctions avec pour

L% sint—tcost
tout re |0,— |, ') =————
2 sin” t
. t .
On a lim——=1, donc & est continue en O et :
1=>0gint

t+ o (tz)—t(1+ 0 (t)) o (%) o (1

' -0 t—0 t—0 t—0
h'(t) = 2 2 =2 N :
£+ o0 (1) £+ 0 () 1+ o ()

On a alors lirréh'(t) =0, cette limite étant finie, on a réuni toutes les hypotheéses permettant de
r—

conclure que 4 est de classe C' en 0 (avec 4'(0)=0). Ainsi, & est de classe C' sur [O,g},

donc @ est de classe C' sur [0, n] comme produit de telles fonctions.

I est alors 1égitime d’écrire pour tout ne N :

"i_ n . ([ 2n+Dt _l LZ_
;kz—jo{(p(t)sm( : j 2(2nt tﬂdt.
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Soit :
1 g . ((2n+1)t 1n12j
—= t)sin dt—— | | —1t" —1t |dt
= Io(p() ( 2 2 o(m
=J'n(p(t)sin((2n+l)t dt—l[iﬁ—ltz}
0 2 2| 6m 2 1,
n . (2n+1)t T
= t)sin dt+—
[, o0 ( : ;
Comme 2n2+1 ——>+o, la question Q7 donne lim .[On(p(t)sin((zn—gl)tjdt:O et
ainsi :

+ oo 1 TEZ
clh)=)  —=—
Z‘kz 6

III — Equivalents

Q9. Soit xe I.On aalors x+2€e 1.

. ) T
Une intégration par parties donne pour tout €€ } 0,5} :

jm(sint))‘+2 dr=|

€

/2
Zsint(sint)”+1 dt = [— cost(sint)mT +jm (x+1)cos’t(sint)" dt
€ €

w/
€

m/
€

= cose(sing)™ +(x+1) (I 2(sin t) dt —J-:/z(sint)x+2 dt)

. 1 N . .
Comme xel,ona x>—1,donc x+1>0 et cosss(sme)x+ ———0 et, en passant a la limite

en 0 dans la relation ci-dessus, on obtient f(x+2)=(x+1)(f(x)— f(x+ 2)) , ce qui donne :

x+Df(x)=(x+2)f(x+2)

Q10. Soit xe 1.

Pour tout re } 0,%}, sint >0, donc (sint)x >0. Alors, f(x)=0 (on a admis que I’on pouvait
utiliser la positivité de ’intégrale en intégrant de 0 a g).

De plus, pour tout €€:|O,§:|, OSJ-m(sint)xdtSf(x), donc si f(x)=0, on aurait

2, ¥ T L. T
I (sinz)" dt =0 pour tout EE}O,E} , soit sinz =0 pour tout t€ }0,5}.

€

Ceci est absurde, donc f(x)#0 etainsi, f(x)>0.
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Q11.

Soient maintenant a,be I telsque a<b.
Pour tout te } O,g}, O<sinz <1, donc In(sinz)<0. Alors, aln(sint)=blIn(sint), soit

. a . . ye s . . . T .
(sinz)” > (sin t)b et par croissance de I’intégrale (admise en intégrant de 0 a ) ), on obtient :

fla)z ().
Ceci prouve que f est décroissante.

Finalement :

La fonction f est bien strictement positive et décroissante sur /.

La fonction exponentielle est dérivable sur R_, donc d’apres le théoréme des accroissements

a—b|.

finis, pour tous a,be R _, il existe un réel ¢ compris entre a et b tel que |e“ — e’ ‘ =ef

Comme ¢<0,ona e <1, et ainsi, pour tous a,be R_,

e“—eb‘=|a—b|.
. . T . .
Soient maintenant ¢ e } 0,5} et x,,xe R,.Ona x,In(sin7) <0 et xIn(sinz) <0, donc :

xIn(sint) __ ex0 In(sint)

e = |xln (sint) —x, 1n(sint)|.

Soit :

‘(sint)x —(sint)”

<|x—x,||In (sin )|

Alors, pour tous x,,xe R, on a (en utilisant les propriétés usuelles de I'intégrale pour les

+9

. L
intégrales entre O et E) :

|f(x) - f(x0)| = “Om (sint)" dt— IOW (sinz)” a’t‘ =

j:/z [(sin t)" —(sint)” }dt‘ )
/2

Comme lim |1n (sin t)| dt est finie d’apres Q4.b, on peut écrire :
e—0tJe

F= | < [ [(sine) = (sine)*|dr < [ = x| in simo)ar

Soit :

£ 0= £ O] =, [ [n sin o] d

/2
Et comme .[ . |1n(sint)|dt est une constante, ceci prouve que f est lipschitzienne sur R, et

donc que :

La fonction f est continue sur R, .
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Q12.

Q13.

Q14.

Par continuité de fen 1, on a:
lim (x+2) £ (x+2) =1x £ (1) = [Tsinrdr=1.

Avec la question Q9, ceci prouve que lirr_ll(x+ I) f(x)=1 et donc que :

Foy ~

-1 x+1

On a vu que pour tout xe I, (x+1)f(x)=(x+2)f(x+2), donc pour tout ne Nc [ :

(n+1)f(n)=n+2)f(n+2).
Soit :
(n+)fm)f(n+D)=n+2)f(n+) f(n+2).

Ceci prouve que la suite ((n+1) f(n) f(n+1)) . est constante, donc que pour tout n€ N :

ne

(n+D)f(n)fn+1)=fO)f(D).

On a vu que f(1)=1 et f(O):_[Omdtzg, ainsi, pour tout ne N, (n+1)f(n)f(n+l)=§,
soit :
T
f(n)f(n+1)—2(n+1)

Soit un réel x>1. On a alors x—1, x,x+1,|_x_|—1,|_x_|,|_x_|+1, |_xJ+2e I et comme f est

décroissante et positive, on peut écrire :
Fx]+D) fF([x]+2) S fOFE+DS ) S fFfF =D < f(|x]) £ ([ x]-1).

Avec la question précédente, on a avec I_xJ -1, I_xJ +1e N :

() S

Et toujours avec f positive, on obtient pour tout réel x >1 :

EmwsEf

Or,comme | x |<x<|x|+l,ona|x|[+2 ~ [x] ~ x,ona:

X—+oo X —>+oo

Avec le théoreme des gendarmes appliqué aux équivalents, on obtient :

T

fG) ~ y—

x—=+e \| Dy
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IV - Convergence de suite de fonctions

Remarquons préalablement que comme a et b sont strictement positifs,ona —b—a<b—-a<b+a, et

donc :
—-I<p<l.

Q15. Comme composée de x > a’ cos” x+b’sin” x, de classe C' et strictement positive sur R, par
la fonction In de classe C' sur R, :

La fonction W est de classe C' sur R.

On a de plus, pour tout xe R :

—2a’ sin xcos x + 2b* cos xsin x

Y'(x)=
a’ cos® x+b*sin? x

B 2(b* —a’)sin (2x)
 a®(1+cos (2x)) +b* (1—cos (2x))
_2(b*—a’)sin(2x)

Ca*+b* = (b* —a®)cos (2x)

Par ailleurs, comme |p| <1, la série géométrique »_p“e"**, de raison pe’*, converge pour tout

<1. La série z pk sin (2kx) converge alors, avec :

D psin(2kx) = Im(z (pe"“)kj :
k=1 k=1

i2x
pe

xe R, car

On a, pour tout xe R :

i(peﬂx)k _ peiZ)f _ peiz’f(l—pe—iZX) :Pcos(zx)—Pzﬂpsin(zx).
k=1 l—pelZX (l—peIZX)(l_pe—12x) 1+p2_2pcos(2x)
Donc :
b—a .
4§pk sin(2kx):1+ ‘ip_S;n(Zx) _ 4b-2|-asm(2x)
k=1 p pcos(2x) 1+(b—aj _2b_aCOS(2x)
b+a b+a

B 4(b* —a’)sin (2x)
T (b+a)’+(b-a)’-20b* —a*)cos(2x)
2(b* —a*)sin (2x)
b*+a*)—(b* —a*)cos(2x)

On a donc bien pour tout xe R :

Y'(x)= 4+Zw:pk sin (2k x)

k=1




PSI*

octobre 2024

Q16.

Q17.

Comme ¥ est de classe C' sur R, on a, avec la question précédente, pour tout x€ R :

W(x) = PO+ [ W) dt =P(0)+4] 0(2 p* sin (2kt)jdt .

Or, pour tout k€ N, si on note ¢, : x = p“ sin(2kx), on a sup|¢k| =p* et la série géométrique
R

Zpk converge (car |p| <1). Ainsi, la série de fonctions Z(I)k converge normalement sur R

et comme toutes les ¢, sont continues sur R, ona:

W(x)= lP(0)+4§J'O"(p" sin (2k0)) di = () +4 3 pt %

+ oo

= W(0)+ 2(2 Py pr o= (kzkx)j

k=1 k=1

:W(O)—Zln(l—p)_zzpk%zkx)
k=1

Enfin, ¥(0)=1n (a2 cos’0+b”sin’ 0) =2Ina, donc :

‘P(X):Zlna—Zln(l—p)_zzpk%ka)

=21na—21n(1—b_aj 2Zp"@

j 22 kcos(ka)

=21na—21n(

Soit finalement pour tout xe R :

k

‘P(x)zZln(a;bj—2ipk cos (2k x)

Soit xe R. En réindexant, on a :

+ oo

zzp

k=0

ipk cos (2kx)
k k+1

k=1
e €08 (2(k+1)x)
k+1
appliquer la formule du produit de Cauchy :

B -
[ p 2¢08(2(j +1)x)cos(2(k — j+1)x)
2(j + 1)k — j+1)

k+1

<p' et la série Zp

k+1

Pour tout ke N, on a |p converge. On peut donc

w1 €08 (2(k +1)x) ’

+oo k

k+1 jzm;
k

)3

cos(2(;j +1)x)j[pk_j+1

j+1

cos(2(k — j+1)x) ﬂ

k—j+1

Avec la formule 2cosacosb =cos(a+b)+cos(a—b), on obtient bien :

(ipk o (2’”‘)}2 ] i (p"”i cos (2(k +2)x)+cos (2(2 j—k)x)J
Y : ;

=1 k=0 =0 2(j+D(k+1-))




PSI*

octobre 2024

Pourtous xe R, ke N et je[(),k]],ona j+1>let k+1—-j=>1,donc:

Mic s(2(k +2)x)+cos (2(2) - k)x|< i‘cos 2(k +2)x)| +|cos (22 - k)x)|
P e 2j+ Dk +1-) \_ = 2(j+D)(k+1-j)

k

z = (k+1)p"*

. 4 1 L 1
Par croissances comparées, (k+1)p** =0 (Pj et la série ZP converge, donc par
— 400

comparaison, la série D_ (k+1)p*** converge.

3 2(k+2)x)+ 22—k
Ainsi, la série de fonctions continues x pk+zzcos( ( .)x) cos (_ j=k)) converge
0 2(j+D(k+1=))

normalement sur R et donc :

.[0 (zpk cos (kax)J di =

k=1

k+2i cos(2(k+2)x)+cos(2(2j—k)x) J
P 2+ DKk +1—- ) gy

tia e €08 (2(k +2)x)+cos(2(2j—k)x) J
~ 2+ )k +1- ) §

J

Incos (2(k+2)x)dx+ j:cos (2(2j —k)x)dx

+ o0 k
_ k+2
2P 2+ +1-J)
Or, pour tout pe 7 :
n sin(px) =0 quandp=0
.[Ocos(px)dxz p o

T quand p =0
Donc :

L cos(2kx) i
[ | 2p | dx= Z p' ZP
N k of K[ k1=K > (k)
kpatr 2 2 kpatr
En réindexant, on obtient :
2(k+1)

af =2 kcos(ka) 2(k+1) E+o<: p
IO(ZP k j Z(k+1) 2;(“1)2

k=1

Et en réindexant a nouveau, on obtient bien :

nf <, cos(2kx) Nt _E 5
Io[kf_l,p — j =52 —Zc(p)
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Q18. On a vu dans la question Q16 que pour tout xe R, ¥(x) = 21n(a ;bj—22pk %M.
k=1

Alors, pour tout xe R :

(T(X))2=(2ln(a;bj_2§pk%%@j

(i (axb\Y o (atb (& coskx)) . (& cos2kn) )
_4(111( > D SIn( > j(;p — j+4(;p — j

« cos(2k x)
k

Comme plus haut, on a pour tout xe R |p <p* et la série Zpk converge, donc la

« cos (2k x)

série de fonctions continues x — p converge normalement sur R et ainsi :

tf &, cos(2kx) < ;1= & 1 sin(Rkx) "
O e =Y p — 2kx)de=Y pt—| D |~
.[O (;p P j X ;p kJ-O cos (2kx)dx kzz;p k[ % L

Ainsi, avec le résultat de la question précédente, on obtient bien :

j:\P(x)zdx:m(ln(a;bD +216(p?)

Remarquons que pour tout x€ R :
Y(r—x)=In (a2 cos’(T—x)+b’ sinz(n—x)) = ln(a2 cos” x+b*sin’ x) =¥(x).
Alors, en posant le changement de variable t=T—x,ona:

T 2 _ 0 2 _ /2 2
jmlp(x) dx_—jm\y(n—t) dt_jo W(r)2dt.

. T /2 T /2
Ainsi, j TW(x)dx= j W) dxt j W) dx=2 j " W(x)’dx et donc :

2 2, lgm 2 a+b ’ 2
jo ¥ (x) dx—EJO‘P(x) dx—27t(ln( . D +1o(p?)

o . )
Q19. Remarquons déja que pour tout ¢ € } 0,5} ettout ne N, ona a’cos’t+b sin’t>0 (non nul
car (a,) .. et (b,) . ne s’annulent jamais et le cosinus et le sinus ne peuvent étre nuls en

" . e o
méme temps). Ainsi, ¥, est définie sur R, donc sur } 0,5} .

2 2
De plus, af:( ! j ——0 et bnzz( L j ———1, donc pour tout te}O,g} ,

n+l1 n+1
a;cos’t+b7 sin’t———sin’1>0 et ¥, () ————In(sin’7) =2In(sin?).
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Ainsi :

. . . T .
La suite de fonctions (¥,) _ . converge simplement sur O,E} vers @©:t+> 2In(sint).

Pour tout ne N, Lim|¥,(t)—@(t) =lim —
t—0 t—0 sin“t

2
cos” t
ln(a2 +bn2J =+o0, donc ¥ —¢ n’est pas

£ T .
bornée sur } 0,5} , ce qui permet de conclure que :

. , . T
La convergence de la suite (¥,) . n’est pas uniforme sur } 0,5} .

Q20. Soit ne N".
T
a. Pourtout re }0,5}, ona0O<a,<b, , donc:
a’cos’t+b’sin’t<b’cos’t+b’sin’t=b"<1.
Ainsi, ¥ (1) <0 et comme sin’t <1, onaaussi @()=In(sin’#)<0.

On a donc bien pour tout ¢ € } 0,%} :

¥ (1)<0 et @1)<0

b. Soit te}O,g] Ona:

¥ (1) —ot) =(F, ) —00)) (P, ) +¢).

D’apres la question précédente W, (1) +@(t) <0, donc ¥, (1)* - (p(t)2 et W (t)—@(t) sont
de signes opposés. Or :

Y,0O-00)20 = Y, 0)20(1)
& In(a}cos’t+b}sin’t) 2 1In(sin’1)
& a’cos’t+bsin’t>sin’t
& a’cos’t+(b —1)sin’t>0

Donc, W, (1) —¢(t) et af cos’ 1+ (bn2 —~1)sin®t>0 sont de méme signe et ainsi :

W (t)* —(t)* est du signe opposé a celui de a’ cos’ ¢+ (b —1)sin’t.
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Toujours pour ¢ e } 0,%} ,ona:

¥ )’ -0()’<0 & a cos’t+(b’ —1)sin’t=0

& (1-b})sin’t<a’cos’t

2
o tanztsa—”zz !
1-b>  2n+l

& tant <

! car tant >0 sur}O E}
V2n+1 2

&t < arctan(

1
=Q
\/2n+lj "

& te]0,a,]

. . P T .
Comme on a raisonné par équivalence pour € } O,E} ,on abien :

¥, (1)’ —(1)* <0 quandte 0,0, |

W (1)’ —¢(r)* 20 quandte [Oﬂn g}

Q21. Pour tout ne N, Y est continue sur R, donc j:lz‘l’n (x)*dx este bien définie. De plus,
d’apres la question Q4.b, .[ Omln (sint)dt =— .[ ;/2|1n (sin t)| dt existe aussi, donc la question a du

/2 n/2
sens et prouver que lim .[ . ¥ (x)’dx= J-O @(x)*dx revient a prouver que :
n—>+oo

/2

tim ([, (0av= [ g(orax) = tim ([7(%, (02 - 0(0?)dx) =0.

n—+o

Or, pour tout ne N :

[75(2, 0 02 )dnf < [ |, (0° ~ @2 lx

Et:
0,00 o= [ 10,00 ot [, -

= [ (@2 =¥, (07 )dx+ [ 0’:2(111”()02 — (%)) dx

On a 0< .[Oa" ((p()c)2 —‘Pn(x)z)dx < J-:" @(x)’dx et comme o, = arctan( 0,

1
\/2n+1j e

(xll z N
ona lim .[ . ¢(x)*dx =0 et on peut conclure par le théoréme des gendarmes que :
n—>+oo

[ (000 -2, (x))dx.
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T
Pour tout xe [ocn ,5} :

¥, () =0(x)* =(¥,(x)—0(x)) (¥, (x)+0(x))
P ()= 0(x)||¥, (x) + @(x)|

= ‘ln(an2 cos” x+b, sin’ x) —In sin’ )C)Hln(an2 cos x+b, sin’ x) +In (sin® x)‘

= ‘ln (a; cotan® x+5,)

In(a; cotan’ x+b; )+ 21n sin x)‘
T
On ade plus avec o, S x<—:

O<cotanx<cotano, =v2n+1 < b’<a cotan’x+b <a’2n+1)+b’=1.

Donc :
in(a;” cotan” x -+, )| <[in (6))] = 2)in (5,).

Et

In (a” cotan” x-+57 )+ 21n (sin® x| =~ In(a, cotan® x+5") ~41n sin x)

=|in(a; cotan® x-+,”) +4[in (sin »)
Donc :
¥ (x)° —@(x)* <2[In (B,)|(2[In (B,)|+4[In (sin x)|).

Et

[0, 0 =02 ax< [ (2)in @) (2]In ()| + 4fin sin x))) ax

<4fin (bn)|{|ln (b,) (g—ocnj+2 [ n sin x)|dx}

/2
Et comme jo |1n (sin x)| dx , on peut écrire :

0< I:/Z (‘Pn (x)° —o(x)* ) dx<4|In(b,) [ghn b))+ ZJ-;/Z |In (sin x)| dx}

Enfin, bnzilﬁn, donc  lim 4|In (b,)
n+ n—+oo

théoreme des gendarmes donne :

[gﬂn(bn)+2I:/2|ln(sinx)|dx}=0 et le

Jim [(%,007 =) de=0.

. . . /2
Ainsi, lim J-
0

n—+oo

W, (x) (x| dx=0 etdone lim [™(W,(0?~@(x)*)dx=0, soit

n—+oo

lim [, (0%dv=["" g0 dx

n—+oo
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« b —a n-1 .
Pour tout ne N , ona a,>0 et b, >0, donc en notant p, =—"—*= , on a d’apres la
b,+a, n+l

question Q18 :

[ @, (= 27:(111(“" erb" D +r6(p?) = 2n(1nejj +10(p?) =2n(In2)’ +mo(pl).

2

n—1 . . .

Et pi :( 1) ———1, donc, comme d’apres la question Q1, ¢ est continue en 1, on a :
n+

. /2 2 2
lim | ¥ (x)’dx=2n(In2) +7mc(l).

n—>+oo

Soit :

[ playdx =2m(n2) + mo(1)

Probleme 2

Partie I
Q22. Comme H est un sous-espace de E , il contient la matrice nulle, donc 7 #0, car T¢ H .

Alors, Vect(T) est une droite non incluse dans H (donc H N Vect(T) = {On} ) et ainsi :

E =H ® Vect(T)

Q23. D’apres ce qui est rappelé dans 1’énoncé, pour tous i, j€ [[l,n]] :

0 quand i # j
2 _ _ n
E;=EE ;= { E

i,i

quand i=j

Donc, E’ ; =0, sietseulementsi i # j, donc:

Les matrices nilpotentes de la base canonique sont les matrices E, ; telles que i # j.

Q24.0na U = z (E,;+E,;).Alors, U +1, estlamatrice qui ne contient que des 1 et :

I<i< j<n

(U+In)2=(’51 ’?J:n(U+In).

n ---n

Ceci donne Uz—(n—Z)U:[U—(n—Z)In]U =(n-1)I, etcomme n=2,0ona n—1#0, donc:

L[U—(n—z)ln]U =1,.
n—1
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Q2s.

Q26.

C . 1 .
Ainsi, il existe une matrice V = _I[U —(n— 2)In] telle que VU =1, ce qui prouve que :
n —_—

U est inversible, d’inverse U ™' =L1[U -(n-2)1,].

a. Si H ne contient pas de matrice inversible, alors I ¢ H car I est inversible. D’apres la
question Q22, on a alors :

E =H®Vect(l)).

Comme Ne E :

Il existe une matrice Ae H et oe R telsque N=A+al,.

b. Comme N est nilpotente, il existe un entier naturel p non nul tel que N” =(A+al, )" =0, et

comme A et /, commutent, on peut utiliser la formule de bindme qui donne :

14

p p
Z(Zja”‘mk =a’l, +Z(ZJ0¢”"‘A" =a’l, +A(Z(ija”‘%"“j =0,.
k=1

k=0 k=1

p
En posant Q =— Z(Zja”"kXH € R[X],onaalors a’l, —AQ(A)=0,, soit :

k=1

AQ(A) =a’l,

. 1 . . .
c. Si a#0, alors A[—pQ(A)} =1, ce qui prouve que A est inversible. Or, Ae H et on a
o

supposé que H ne contient pas de matrice inversible, donc =0 et ainsi N =Ae H , donc :

Ne H

On a vu que toute matrice E; ; avec i# j est nilpotente. Or, la question précédente a prouvé

que toute matrice nilpotente est dans H, donc E, ;€ H pour tout (i, j)€ [[l,n]] ? tel que i # j.

Mais H est un sous-espace de E, , donc stable par somme. Alors, U = z (E.,+E )eH.
1<i<j<n

Ainsi, si H ne contient pas de matrice inversible, alors la matrice U, qui est inversible (question

Q24), appartient a H. Ceci est absurde, donc :

H contient au moins une matrice inversible de E .




PSI*

octobre 2024

Partie 11

Q27.

D’apres la partie précédente, si I, ¢ H , alors E =H ® Vect(/,), donc p la projection sur
Vect(/,) parallelement a H est bien définie.
Soient M, N deux matrices de E,. On a M =A+al, e¢ N=B+PI avec A,Be H et
o,fe R.Ona:
MN =(A+od ) B+PI,)=AB+BA+aB+opl,.
Et, ABe H (car H est stable par multiplication) donc AB+BA+aBe H (car H est stable par
combinaison linéaire).
Ainsi :
p(MN)=0pI,.

Or:

{p(M) o, donc p(M)p(N)=apl .

p(N)=BI, "

Finalement, on a bien pour toutes matrices M, Nde E, :

p(MN) = p(M)p(N)

Q28. Posons M =A+al, avec Ac H et e R.Ona p(M)=0l,.

Q29.

Si M*e H, alors p(MZ):0n.

Or, d’aprés la question précédente, p(M*)= p(M )’ =(al,)’ =a’l,, donc :
pM*)=0, & o'l =0, < o=0.

Alors, M = Ae H . Ainsi, on a bien :

M*eH = MeH

Soit (i,j)e[[l,n]]2 tel que i#j. On a vu que Efj =0,€ H, donc d’apres la question
précédente :

E  eH.
Soit maintenant i € [[l,n]]. Pour je [[l,n]]\{i} ,ona:

E, =E, E,

i jgac
Comme E, ;e H, E; ;€ H et H est stable par multiplication :
E.eH.

Finalement :

E, ;€ H pour tout (i, j)€ [[1,n]]2.
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Q30. Comme pour tout i€ [L,n], E,,€ H,ona I, = ZEZ.J. € H car H est stable par somme.

i=1

Ainsi, supposer que [, ¢ H meéne a I, € H , ce qui est absurde et donc :

I.e H
Partie 111
Q31. Si on considere H =7,"(R), le sous-espace des matrices triangulaires supérieures de
M,(R),ona:
dim H = 2(22”) =3=dimM,(R)-1.

Donc, H est un hyperplan de M, (R).

De plus le produit de deux matrices triangulaires supérieures est encore une matrice
triangulaire supérieure.

Ainsi :

T.*"(R) est un hyperplan de E, stable par multiplication de matrices.

Q32. Soient A,Be M, (K) telles que A= (al.,j )i,jsﬂl,n]] et B= (bm. )i,js[[l,n]] .

e Pourtout A€ R,ona M+B=(?uaii+bi ,.)‘ <[] et
2 2L g Ln
tr(M+B)=> (Aa,, +b,) =L a,,+ Y b, =\tr(A) +tr(B).
i=1 i=1 i=1

Donc :

tr(M+ B)=Atr (A)+tr(B)

® Posons ABz(cw.) et BAz(di,j)

i, j<[Ln] ij<tn]”

. . > n n
Pour tout (i, j)e [1,n] ,ona ¢, =>a,b,; etd, ;=D b,a,donc:
k=1 k=1

tr(AB) = Zn:cu = anzn:ai,kbk,i = Zn:ibﬁai’k = idk’k =tr(BA).
i=1 k=1

i=1 k=1 k=1 i=1

Ainsi :

tr(AB) = tr(BA)

Q33.0na:

dimH +dimH* = dimE,
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Comme H est un hyperplan, on a dimH =dimE, —1, et donc :

dimH* =1

Q34. Soit une matrice B de H.

Montrer que BA' est proportionnelle 2 A" revient 4 montrer que (BA')' = AB' est
proportionnelle a A .

Or, comme dimH"* =1 et A est un élément non nul de H*, ona H* = Vect(A), donc montrer

que AB' est proportionnelle 3 A revient 3 montrer AB' € H™.
Soit Me H.Ona:

(M1ABT)=tr(MT(AB"))=tr (M AB")=tr(B'M " A)=tr((MB)" A) =(MB1A).

Or, Me H, Be H et H est stable par multiplication, donc MBe H et comme Ae H", on a
(MB1A)=0.

Ainsi, pour toute M € H , (M IABT) =0, donc AB" € H*, et ainsi :

Pour toute matrice B de H, BA" est proportionnelle a2 A'.

Q35. On vient de prouver que pour toute matrice B de H, il existe A€ R tel que BAT =AA".
Si AT est inversible, alors pour toute matrice B de H, il existe A€ R tel que :
B=BAT(AT)'=MT(AT) ' =M.
Autrement dit, pour tout Be H, Be Vect(l,),donc H c Vect(/,) et dimH <1.

Or, dmH =dimE —1= n®>—1>3 car n>2. Ceci est donc absurde et :

A" n’est pas inversible.

Q36. Soit Be H .

On veut montrer que W =Im(A") est stable pour B, c’est-a-dire que pour tout
YeW =Im(A"), BY e W ou encore que pour tout X € R", B(ATX)e W .

Or, il existe Ae R tel que BAT =)\A", donc pour tout X € R" :
B(ATX)=(BANHX =2MA"X =ATAX)e W =Im(A").

Ainsi, quel que soit B dans H :

W =Im(A") est stable pour B.
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Q37. Pour toute matrice A de E, , les applications M +—>AM et Mi+—>MA sont des
endomorphismes de E,, donc @,, qui est la composée de M — P~'M par N > NP, est un

endomorphisme de E, .
De plus, pour toute Ne E ,ona:
0,(M)=N & P 'MP=N < M=PNP™".
Donc, toute matrice N de E, admet un unique antécédent par @,, ce qui prouve que @, est
bijective.

Finalement, @, est un endomorphisme bijectif de E , soit :

@, est un automorphisme de E .

Q38. Comme @, est un automorphisme de £ ,ona dim@,(H)=dimH .

Soit Be H et u I'’endomorphisme de R" canoniquement associé a B. On a donc B =M (u)

ol B, est la base canonique de R". Comme P est la matrice de passage de B, a B, ona:

My ()= P 'BP=0,(B).
Or, d’apres la question Q36, Im (AT) est stable pour B, donc pour tout k € |Il, p]], e, € Im(AT)
et:

Be,e Im(A") = Vect(el, . ep) .

Ceci prouve que la matrice M, (1) est de la forme :

(R) et Aje M, (R).

n—p,n—p

A
( ______ L —-~-—] avec A e M (R), A,e M

0 ’ x X p.n—p
Si on appelle F le sous-espace vectoriel de E, des matrices de cette forme, on a alors :

VBeH, Mg(u):(pP(B)e F.
Soit :
0,(H)CF.

F=Vect(E, . . e [Lp] O[La]x[p+1.1]).

La famille (Ei’j )(i,j)eﬂl,p]]2u|[1,n]]><[[p+l,n]]

canonique de M, (R), elle est libre. Ainsi, c’est une base de F et :

est génératrice de F et, comme elle est extraite de la base

dim F = Card(E, ,. (i, ) [1. p] U[L.n]x[ p+1.n]) = Card ([1. p]” U[L.n]x[ p+1.1]).
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Les ensembles [1, p]]2 et [Ln]]x[ p+1,n] étant disjoints, on obtient :
dimF = Card([l, p]]2)+Card(|Il,n]]><[[p +1,n]]) =p*+n(n—p)=n*—pn-p).

Finalement, comme dim@,(H)=dimH et ¢, (H)c F, on a dimH =dim@,(H)<dimF,
d’ot :

dimH <n’ - p(n-p)

Q39.0navuque dimH =dimE, 1= n®—1, donc :
n—1<n*-pn-p) & ph-p)<l1.
Remarquons que A n’est pas nulle, donc ‘A non pluset p=rg(‘A)>1.
D’apres le théoreme dur rang :
dimR" =rg(A")+dim(kerA") < dim(kerA")=dimR"—rg(A")=n—p.
De plus, d’apres la question Q35, A™ n’est pas inversible donc dim(ker A")=n—p >1.
Ainsi, p=1et n—p=1,donc p(n—p)=1 etavec p(n—p)<1, on obtient :
p(n—-p)=1.
Comme p et n— p sont des entiers naturels, on obtient :
p=n—p=1.
Ceci implique que n=2.

Ainsi, I’existence d’un hyperplan de M (R) stable par produit implique que n=2, donc :

Il n’existe pas d’hyperplan de M (R) stable par produit quand n>3.




