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Corrigé du DS n° 5 - Centrale PSI - 2021 - Maths 2

Autour des fonctions hypergéométriques

I - Suites et séries hypergéométriques

Q1. Soit (u,),. une suite géométrique de raison q.

On a alors pour tout ne N, qu, =u,, , donc (u,),., est hypergéométrique avec P=¢g et Q=1 (polyndmes

n+l?

constants). Ainsi :

Toute suite géométrique est hypergéométrique.

Q2. Soit (u,),. la suite de terme général u, = (n) (avec par convention u#, =0 quand n< p).
p

Pour tout entier n > p,ona:

= u,.
n+l-p

un+l

_(n+1)_ (n+1)!  (n+1) n! _ n+l (n) n+l1
P (n+1-p)!p! n+l—-pm-p)!p! n+l-p\p
Donc :

(n+l1-pu,,, =m+Du,.

n+l

Quand n< p—1 (s’il y a lieu), la relation reste vraie (0 = 0) et elle reste vraie aussi pour n=p—1, car on a
bien ((P -D+1- p) Uiy =0 = ((p -D+ 1) u,, (avec u,, =0).

Ainsi, pour tout ne N, ona P(n)u, =Q(n)u,,, avec P=X+1 et Q=X +1-p,etdonc:

La suite de terme général u, = (n) est hypergéométrique.
p

Q3. Soit E={ue RY\VneN, P(n)u, =Q(n)un+1} avec P=XX-D(X-2)et 0=X(X-2).

Soit u€ E . On a alors pour tout ne N :
nn-1)(n-2u, =n(n—-2u,,, @)

Sin=3 (donc n#0 et n#2), onobtient u , =(n—1u,,donc:

u,, _(m=Du, u,
(n-D! (-1 @©-2)!
. . u, . u, u, .
Ainsi, la suite est constante, soit =— pour tout entier n=3. Donc, pour n >3 :
n-2)!) (n-2)! 1
un = u3('0n

avec A€ R et ol @ est la suite réelle définie par 0, =®, =®, =0 et pour tout entier n>3, ®, =(n—-2)!.
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De plus, pour n=1, (1) donne 0=—u,, soit u, =0.
Si on note 6, ; le symbole de Kronecker (3, ; =1 quand i = j et 0 sinon), §,=(5,,),.y €t 6, =(5,,), > ON
a alors u =u,d, +u,d, +u,we Vect(§,,5,,®).
Réciproquement, si u€ Vect(d,,d,,0), on a alors u = ad, +bd, +co avec a,b,ce R et pour tout ne N :
0 quandne{0,1,2}
nn-1)(n-2)cow, =cn(n—-1)(n-2)(n-2)!=c(n-2)n! quandn =3
0 quand ne {0,2}

nn—2u,, =y —u,=0 quandn=1

n+l

nn—-1)(n-2u, = {

nn-2)co,, =cnn-2)(n-1)'!=c(n-2)n! quandn=3

Ainsi, n(n—1)(n—2)u, =n(n—2)u,,, pourtout ne N et ue E.

n+l1
On obtient alors :

E =Vect(§,,5,,0).
Notons enfin que si avec a,b,c sont trois réels tels que ad,+bd, +cw=0, alors en évaluanten n=0, n=1

et n =3, on obtient successivement a=0, b=0 et ¢=0. La famille (80, J,, 0)) est donc libre.

Finalement, avec P =X (X —1)(X -2) et Q=X (X —2), et en notant 8, =(3;,),. » 8, =(5, ),y et ®la

suite réelle définie par ®, =®, = ®, =0 et pour tout entier n >3, ®, = (n—2)!, on peut conclure que :

E= {u e R"\VneN, P(nu, =Q(n)u } est un espace vectoriel de base (3,,8,,®) et de dimension 3.

n+l

Q4. On suppose qu’il existe n,e N tel que P(n,)=0 et Q(n)# 0 pour tout entier n > n,.
Prouvons par récurrence sur n que pour tout entier n>n,+1,ona u, =0.

® Ona P(nyu, =0=0(n,)u, ,, et Q(n,)#0, donc u, ,, =0 etla propriété est vraie au rang n=n, +1.

ng+1
® Supposons la propriété vraie au rang n=n,+1.

Par hypothese de récurrence, u, =0. Or, P(n)u, = Q(n)u,,, et comme n=2n,+1, Q(n)#0, donc :

n+l

u, = P(n) u, = P(n) x0=0
Qm) = Q)

Ainsi, la propriété est vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée au rang n,+1 et héréditaire, donc vraie pour tout n=n,+1.
Autrement dit :

La suite (u,),., est nulle a partir du rang n,+1.
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II - Extension de la factorielle

Q5. Pour tout xe R, la fonction 7 > t*"'e”" est continue sur R, en tant que produit de telles fonctions.

De plus :
. Va . 1 X— 1 X— —_
o e ~ " etl’intégrale de Riemann I Ri 'dt converge car x—1>—1, donc I Ri 'e”'dt converge ;
t—=0
. , too +oo x=1 —
o le'= o (e") etlintégrale L e "*dt converge, donc .[ ot 'e”'dt converge.
t—+o

+00
1

Finalement, quel que soit xe R, I'intégrale j t*'e”'dt converge, donc :

[ est bien définie sur R, .

Q6. On utilise le théoréme de continuité des intégrales a parametre.

. . *
" est continue, donc continue par morceaux sur R, (en tant

e Pour tout xe R, la fonction #+>t""'e”
que produit de telles fonctions).

—t _xInt

e Pour tout te J, la fonction x> t"'e”" =t"'e"'e™" est continue sur R’ (car elle est proportionnelle
a une fonction exponentielle).

* Soient a,be R, tels que a<b. Pour tout (x,7)€ [a,b]xR,,ona:

a-1 -t

o e’ quandr<l1
e

t"e”" quandt>1

Scp(t)={

La fonction @ est continue par morceaux sur R’ . De plus :

a-1

o (1) ~0t"‘l et t—>1t"" estintégrable en O car a—1>—1, donc @ estintégrable en O ;
g

= ! i S lim "¢ =0 et ! intégrabl
o (p(t)—Ho+ A7 car, par croissances comparées, lim /""" =0 e th—z est intégrable en

+ oo, donc @ est intégrable en + oo.

Ainsi, @ est intégrable sur R’ .
+oo
Tout ceci permet de conclure que I': x > IO t*"'e”'dt est continue sur [a,b] .

Ceci étant vrai pour tous a,be Ri tels que a<b, I' est continue sur tout segment de Ri, donc :

. *
I" est continue sur R, .

t

Pour tout xe R, la fonction 7+ ¢""'e”" est continue et strictement positive sur R’ , donc par positivité de

t

e 2 C x=1 - T - . . x-1 - . *
I’intégrale, ona.[ e 'dt>0 et .[0 t* e 'dt # 0, sinon la fonction # — "¢ serait nulle sur R,.

+
0

* +oo — — .
Ainsi, pour tout xe R, I'(x) = IO t'e”'dt >0, autrement dit :

[ est strictement positive sur R’ .
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Q7. Soit xe ]Ri. Les fonctions > t* et > —e " sont de classe C' sur Ri , donc pour tout [a,b] c Ri

on peut procéder a I’intégration par parties :

b b b b
I t'e”'dt = [t)‘ (- e")] —I (e Ddt=a"e —b'e" + xj tle7'dr .

* # ., T - oo o .
Comme xe R, ona x+1e R, donc les intégrales J-O rle'dt et .[0 t'e”'dt convergent et on a aussi

lima‘e = lim b*¢”" =0 (la premiére car x>0, la seconde par croissances comparées). En passant aux
a—0 b—+o

+oo +oo
limites que a — 0 et b — + o dans la relation ci-dessus, on obtient alors .[ . tfe”'dt = xjo t*e7'dt, soit

pour tout xe R, :

I'(x+1)=xI'(x)

Q8. Ona I'(D) =.[0+me”dt=[— e"];w =1 et pour tout ne N, I'(n+1)=nI(n), soit en divisant par n! :

I'(n+1) nl'(n)  I'(n)
n! onl (=D

Ainsi, la suite [ j est constante, et donc pour tout ne N T
neN"

(n—1)!

Loy _ T _,
(n—=1)! (1=1)!

Ainsi, pour tout ne N :

I'(n)=(n-1)!

On admet qu’on peut prolonger la fonction T sur D=R\{—n,ne N} en une fonction continue, toujours

notée 1, qui vérifie la relation (11.1) ci-dessus sur D tout entier.

I1I - Fonctions hypergéométriques
III.A — Symbole de Pochhammer

Pour tous a,ne RxXN, on pose :

[a]f{ 1 sin=0

a(a+1)..(a+n—-1) sinon

QY. Posons a=— p avec pe N.On alors pour tout ne N tel que n—1> p :
[a]n =a(a+1)..(a+ p)..(a+n—-1)=a(a+]1)...(— p+p)..(a+n—-1)=0.

Donc :

Si a est un entier négatif ou nul, la suite ([a]n ) . est nulle a partir du rang —a+1.
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Q10. Soit ac R.Ona afa+1], =a=[a] etpourtout ne N :

a[a+1]n =alti((a+1)+k)=a1}ti(a+k+1)=aIi[(a+k)=11[(a+k)=[a]n+1

, . *
Donc, pour ae R donné, on a bien pour tout ne N :

[a]n+1 =a [a +1]n

Q11. Soit ae N". Pour tout ne N" :

[a], —H(a+k)—aﬁlk (@+n-D!

k=0 =a (a—1)!

Cette expression reste cohérente pour n =0 (avec [a] , =1), donc, pour tout ne N :

“
[a], _{atn-D! quand ae N".

(a—1)!

I'(a+n)
I'(a)

Comme I'(k)=(k—1)! pour ke N, la relation ci-dessus se récrit [a] = quand ae N".

I'(a+n)

I'(a)

Ceci nous invite a calculer pour a€ D (si cela est possible, autrement dit, si I'(a) #0).

Soit ae D.

Pour tout ne N,ona a+ne D, sinon on aurait —(a+n)e N,d’ol —a=—(a+n)+ne N : absurde.

On ade méme a+n+1e D eton peut alors écrire :

I'a+n+)=(a+n)I'(a+n).

n—1
Or, comme —a¢ N,ona a+k#0 pour tout ke N, donc, pour ne N, on a [a]n :H(a+k)¢0 et aussi
k=0

[a] =1#0. De méme [a] # (0 et on peut alors écrire :
0 n+l

I'la+n+1) (a+n)I'(a+n) T(a+n)

[a]n+l B (a+n)[a]n [a]n

I'(a+n)

[a],

Ainsi, la suite { J est constante, et donc pour tout ne N :

I'(a+n) _ I'(a)
[a],  [a],

Si I'(a) =0, alors pour tout ne N, I'(a+n) = [a]n I'(a)=0.

=I'(a).

En particulier pour N :Ua|J+le N°, T'(a+N)=0.Or, on a —a S|a| <Ua|J+1= N, donc a+N >0 et
d’apres la question Q6, I'(a+ N) > 0. Ainsi, I'(a) =0 mene a une absurdité, donc I'(a) #0.

Finalement, on peut écrire pour tout ne N :

lal, =

I'(a+n)
I'(a)

quand ae D.




PSI* janvier 2025

II1.B - Fonction hypergéométrique de Gauss
Q12. Soient trois réels a, b et ¢, et un entier naturel 7.
Les nombres [a]n , [b]n et [c]n sont toujours bien définis et si ce D, on a vu dans la question précédente

que [c]n #0, donc :

la], ],
e,

SiceD, est bien défini pour tout entier naturel 7.

Dans les questions suivantes, a, b et ¢ sont trois réels tels que ce D .

][], x
(<],

[a lal[6], 1] .
Q13. Par définition, la série entiere z — — est hypergéométrique si la suite | —"—"*— I’est.
n!
neN

[c]n n!
Pour tout ne N :

la],,[P],, 1 (a+ma] G+m[b], 1 (@+m)b+nla],[P], 1
[c] ., m+D! (c+m[c]  nlm+D) (c+m)n+D) [c] !

Donc :

la],..[P],, 1

a],[P], 1T
! [c], —(+D!

] n_=Q(n)

avec P=(X+a)X+b)et Q=(X+c)(X+1).

[a], (2],
<],

P(n)

Ainsi, la suite ( —J est hypergéométrique et finalement :
"/ neN

lal, [2], x
<],

La série entiere z —' est hypergéométrique avec P=(X +a)( X +b) et Q=(X+c)(X+1).
n:

Q14. Pour P=(X +a)(X +b) et Q=(X +c)(X +1), notons E={ue R"\VneN, P(nu, =0(nu,,,} et

={Zunx" \ue E}

Soit ue E.On apour tout ne N, (c+n)(n+1)#0 car —c¢ N :

_(a+n)(b+ n)

P(mu, =0(mu,,, < (a+n)(b+n)u,=(c+n)(n+lu
(c+n)(n+1)

n+l Ad n+tl — n :

Prouvons alors par récurrence sur n que pour tout ne N, [a% % ] 1' U, .
c n!
Jablel 11

U, = —-u, =u,, donc la propriété est vraie au rang n=0.
[c] 0! 11



PSI* janvier 2025

e Supposons la propriété vraie a un rang ne N.

Avec la relation de récurrence ci-dessus et I’hypothese de récurrence, on a :

_(atn)btn) _(a+n)b+n) [a],[2], 1T

n+l n

ctmn+) " crmm+l) [c] nl'"
(a+n)[a]n (b+n) [b]n 1 [a]n+1 [b]m 1
= u, = u,
(c+n)[c]n nl(n+1) [c]n+l (n+1)!

La relation est donc vérifiée au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N.

Alors, pour tout f = ZLtnx” € F (avec ue E),ona:

Z[a] [2], 1 Z[a] o], 1 .,

[c] n' Uy X =u,F

[c] T e
Ainsi, fe Vect(Fa’byc) etdonc F Vect(Fa,b,C).

Réciproquement, ona F,, € F d’apres la question précédente et on vérifie facilement que AF,, € F pour

tout Ae R, donc Vect(F )c F.

a,b,c

On a alors :
F= Vect(Fa’b’C )

[a],[2], 1
(<],

L’ensemble des séries hypergéométriques associées aux polyndmes
obtenus a la question précédente est la droite vectorielle dirigée par F , .

Comme F,, (0)= a =1#0,o0na F,, #0 etfinalement :

Q15. Commengons par remarquer que [a] =1#0 et pour ne N, [a] =a(a+1)..(a+n-1)=0 si et
seulement s’il existe pe |I0,n—1]] tel que a+ p =0, soit a =— p. Remarquons qu’alors, on a [a]n =0 pour
tout 7> p . Ainsi, la suite ([a] ) , s’annule si et seulement si a¢ D, et dans ce cas, ([4]) , estnulle a

partir d’un certain rang.

[a],[2], 1
[c] n!

—x" est infini.

Alors, si a¢ D ou be¢ D, la suite {

,[7], 1
[c]n n!

Supposons maintenant que a,be D . Alors, la suite (

[a]n+1 [b]n+1 1
], _@+DY) |+ ayn+b)
M 1 |(l’l+c)(n+1)| n—>+oo

[c], !

J est nulle a partir d’un certain rang, donc le rayon de
neN

convergence de Z [

[a],[5], 1
[c]n n!

] ne s’annule jamais et :
neN




PSI* janvier 2025

al,[b], 1 ,
[,

D’apres la regle de d’ Alembert appliquée aux série entieres, le rayon de convergence de Z[

1 .
est alors I =1, et finalement :

1 siae Detbe D
~ siag Doubg D

a],[b], 1

Le rayon de convergence de Z[ [ ] 'x est R= {+
c n!

Q16. La somme d’une série entiere est de classe C™ sur son intervalle ouvert de convergence. Comme ici,

al,[b], 1
[c]n n!

[a
ouvert de convergence, et donc la somme F,, = de la série entiere Z

le rayon de convergence R de z[ —x" est supérieur ou égal a 1, ] 1,1 [ est inclus dans I’intervalle

J,[7], 1
[c]n n!

—x" est C” sur |-1,1], et

entre autres :

F

a,b,c

estde classe C' sur |-1,1].

On peut de plus dériver terme a terme, soit pour tout xe |—1,1] :

oS L e SILL 1 Sl

[c] (n—l)' e [c] . n!
Or, on a vu plus haut (question Q10) que pour tout n€ N, [a] =a[a+1] ,donc:

= ala+1] b[b+1] 1

Fupd®)= Z c[c+1]n

a_b+°°[a+1]n[b+1]ni ab

x' = 7 Fopen(X).

n_

e n! ¢ = [c+1]n n!
Finalement :
, ab
Fa,h,c :_Fa+1,h+1,c+l
c
Q17. On a justifié ci-dessus que :
F,, est C”sur |-1,1].

_ab done F = ._ab (a+1)(b+1)
c c

a+l,b+l,c+1 a,b,c a+l,b+l,c+1 T a+2.b4+2,c+2° ***
c (c+1)

Ona F

ahc

Prouvons alors par récurrence sur k que pour tout ke N :

w _ab(a+D(b+D) (a+k-Db+k=1)
a,b,c ¢ (C+1) (C+k_1) a+k ,b+k,c+k *

¢ On vient de voir que la propriété est vraie au rang k =1.
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e Supposons la propriété vraie A un rang ke N,
Par hypothese de récurrence, on a :
w _ab(a+D)(b+1) (a+k-Db+k-1) .

F,'*“"=F,6 "= .
a,b,c a,b,c c (C + 1) (C + k _ 1) a+k.,b+k,c+k
Et d’apres la question précédente, F,, .. ... —w(lb:_k) kL bekslestsl » dONC
c+ | |
(kt1) w _ab(a+)(b+1) (a+k-1)((b+k-1) (a+k)b+k)
F;zhc = F;zhc = atk+Lb+k+,c+k+ *
. . c (c+1) (c+k-1) c+k T

La formule est donc validée au rang k +1.
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ke N .
Remarquons que pour tout ke N :

ab (a+D)(b+1) (a+k—1)b+k—1) _a(a+)..(a+k=1)bb+)..(b+k-1) _[a], [P],

¢ (c+l) T (c+k-1) clc+1)...(c+k-1) [c],

Et finalement, on a pour tout ke N :

o _la o],
ab,c - a+k.b+k,c+k
[c],
1 3 .
Q18. Ona|—| =[1] =|=| =1etpourtout ne N :
20 20
(1] _13 2n-1_1x3x..x(2n-1) _ (2n)! _(2n)!
2], 227 2 2" 2"X2x4x..x2n  2"n!
[1], =n!
(3] 35 2n+1_3x.X@n+D)_ (Q2n+D)!  2n+D)!
2], 227 2 2" 2"x2x4x..x2n  2*n!

Les formules ci-dessus restent valables pour n=0. Alors, pour tout xe |-1,1] :

(2n)!

|: :| [] +o0 ﬁn' 1 +o0 X"

% () = z [} ! _zmn' 222n+1'
2n

1
2’ n=0
2% p!

Et pour tout xe |—-1,1[, —x*e |-1,0]c]-1,1] et:

(x)= Z(2x+)1 Z(—l) el

; 5 S2n+1
Or, pour tout xe |—1,1[, arctan x = CD” o , donc pour tout xe |-1,1[\{0} :
= 2n+1
arctan x
F, (x)=
212 *
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+ oo n+l
Q19. Pour tout xe |—1,1[, ln(l—x):—zx 1,doncpourtout xe |-1,1[\{0} :
n=0
I I I

= X
X xon+l on+l = m+D!n!

Remarquons que [1] =n! et [2] =(n+1)!, donc pour tout xe |—1,1[\{0} :

In(l—x) _ ln(l x) Z[1] [] 1

— 2 m® el
Alors, pour tout xe |—1,1[\{0} :
1n(1+x) F (-
Et comme FIM(O)z%ézl, on a pour tout xe |-1,1] :
Fx)= Ind+x) quand xe |-1,1[\{0}
1 quand x=0

Q20. Comme Ne N,ona —N¢ D et le rayon de convergence de Z% 'x est infini d’apres la
c n!
question Q15. Ainsi :
F,_y.D)= Z[ ] [_ ] existe.
n=0
On a de plus :
=" : quand n<N
[-N] == NE=N+D..(=N+n-1)=(=D)"NN-D..(N-n+1)= (N -n)!
0 quand n> N +1
Donc :
N!
[a], =D
N N N
L (N=m)! . N [d] (N) a]
F N 1 = = —1 n — _1 n .
oo () ; [c]nn! nzz(;( ) n!(N—n)![c]n ;( ) n C]n

SiceD etc—ae D,onac+NeD etc—a+Ne D,etd apres le résultat admis :

I'e)'(c—a+N)  TI'(c) I'(c—a+N)

F = =
e T(c—a)l(c+N) T(c+N) TI(c—a)
Or, d’apres la question Q11, on a [c]N = F(li(-l_ ;\7) et [c—a]N = F(li( a+;\7) , donc
c c—a

1
F,_y.D= c—al,.
[,
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Et finalement :

SRS S ] O

n

Q21. Soient u,ve N et Ne N tel que N <min(u,v).

En posant a=—u et c=v—N+1,ona ce N et c—a=v+u—N+1e N (car u, v et N sont des entiers
naturels tels que v>N). Donc, Ne N, ce D et c—ae D. On peut utiliser la relation de la question

précédente, qui donne :
N —u v+u—N+1
-1y (Nj [-u],  _I ]y *
s n [V—N-l—l]n [v—N+1]N

Comme c=v—-N+1e N et v+u—N+1e N', on a, d’apres la question Q11, pour tout ne [0,N] :

" (v=N)!
[-N+1] ="
N (v=N)!
[v+u—N+1] S CL) L
Mo (u+v=N)!

De plus, si Ne N, on a pour tout ne [LLN], n<u et:

[—u]n—H( u+k)=(-1)" H(u k)=(-1)" a n)'

Remarquons que comme [—u] , =1, la relation reste vraie quand n=0 et donc valide pour tout Ne N et

tout ne [0, N].

La relation (*) se récrit alors :

1) u! (u+v)!
Y N! (u—n)'_(u+v N)! al Nlul(v—N)! =(u+v)!(v—N)!
;‘( D n/(N-n)! v=N+n)! < ;’n!(N—n)!(u—n)!(v—N+n)! viu+v—N)!
(v—N)! (v N)'
ul v! _ (u+v)!
< ,,Z:(;n'(u n)! (N - n)'(v (N - n)) N!(u+v—N)!
Soit :

Q22. Soit un groupe de u+v personnes avec u,ve N contenant u personnes de type 1 et v personnes de

type 2. On choisit simultanément N personnes distinctes dans le groupe avec N € N tel que N < min (u,v).

+
C’est une combinaison, il y a donc A = [quJ choix possibles.
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Si, parmi les N personnes choisies, on veut exactement n personnes de type 1 (donc exactement N —n

personnes de type 2), avec ne [[O,N ]], ilya (uj facons de choisir ces n personnes (parmi toutes les u
n

personnes de type 1) et pour chacun de ces choix, il y a (Nv j facons de choisir les N —n personnes de

type 2 (parmi toutes les v personnes de ce type). Ainsi, il y a (MJ(NV
n

j facons d’obtenir un groupe de
-n

N personnes distinctes contenant exactement n personnes de type 1.
Comme le groupe final de N personnes peut contenir entre 0 (car N <v) et u (car N <u ) personnes de

N
type 1, le nombre total de groupes de N personnes distinctes est Z(MJ(NV j =A
n=0 n —-n

Ainsi, on retrouve bien 1’identité de Vandermonde :
ﬁ: u v ) (utv
“~\n)\N-n N

I11. C - Fonction hypergéométrique confluente

+oo

Q23. Soit f:x+> Y a,x" une fonction développable en série entitre sur |- R,R[ avec R>0.
n=0

On a alors pour tout x€ |- R,R| :

+ o0 + 00 +o el
f'x)= Z:nanx"_1 = Z(n +Da,  x" xf'(x)= Znanx” = Znanx"
n=1 n=0 n=1 n=0

donc

f"(x)= Z n(n+la,, x"" xf"(x)= Z n(n+la,, x" = Z n(n+a,, x"
n=1 n=l1

Et:
xfr)+ (-0 f' ) —af(xX)=xf"x)—xf'()+cf'(x)—af(x)

+ o0 + oo + o0 + o0
= Zn(n+1) a,, x" —Znanx” +cZ(n+l) a, x" —aZanx”
n=0 n=0 n=0 n=0

=Y [(c+n)n+Da,, ~(@+n)a, ]2

n=0

La fonction f est solution de I’équation différentielle (III.1) sur ]—R,R[ si et seulement si pour tout
xe|-R,R[ :

xf"(x)+(c—x)f'(x)—af(x)=§3[(c+n)(n+1)an+1 —(a+n)an]x” =0.

Ceci donne par unicité du développement en série entiere, pour tout ne N :

(c+n)n+Da,, —(a+n)a, =0 < (c+n)n+la, =(a+n)a,.

Avec [a]  =(a+n)[a] et[c]  =(c+n)[c] .on obtient pour tout ne N :

[a]n [C]H1 n+Dla,, = [a]n [c]n nl(n+c)(n+a,,, = [a]n [c]n nl(a+n)a, = [c]n n ![a]n+1 a,.
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Si ae D, alors pour tout ke N, a+k #0, donc pour tout ne N, [a]n #0 et:

[c] (n+1)'a [c] n'
lal ., " 4],

[c] n!
[4],

Ainsi, la suite { J est constante et donc pour tout ne N :

[elnt [0 o], 1

a,= y=a, & a,=aq, .
la], " d], t e, !

Remarquons que si a¢ D, alors en posant p=—ae€ N, onapour tout ne N, c+n#0 (car ce D)et:

a+n
——a
(c+n)(n+1) "

an+1 =

Ceci implique que a,,, =0 et que tous les a, sont nuls partir du rang p+1. Comme il en va de méme pour

les [a]n =a(a+1)....a+ p)...(a+n—1), larelation obtenue ci-dessus pour a€ D reste varie pour a¢ D .

Finalement, f: x> Zanx” est une solution de 1’équation différentielle (II1.1) développable en série entiere

n=0
la], 1
[], !
slal, 1,
fe Vect(M M), en appelant M la fonction x z 1 ] — X"
c| n!
Remarquons que M, (0) = [a]o 1_ 1, donc M, n’est pas nulle et dim Vect (M M) =1.

a,c [c]o O'
[a] ! — #0 pour tout ne N, et :

[<], n!

soit

sur |- R,R|[ si et seulement si pour tout ne N, a, =aq, , donc si et seulement si f =a,M

a,c”’

Quand a¢ D, M,

C]n+1 (n+1)! :| n+a |
[a]n 1 ‘(n+c)(n+1)| nore

[c]n n!

lal, 1
[c],

entieres. Ainsi, dans tous les cas, M, est définie sur R.

,C

la],., 1
[

Donc, le rayon de convergence de z x est infini d’apres la regle de d’ Alembert appliquée aux série

Finalement :

L’ensemble des solutions de (III.1) développable en série entiere

sur R est la droite Vect(Ma,c) avec M, x> z[ ] 1 x".

[c] n!
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IV - Les polynomes de Laguerre
Q24. Onapourtous xe R et ne N, @ (x)=e¢*x" et L, (x)— CID(”)(x) donc pour tout xe R :
e P (x)=e"et
L,(x)= CI> (=1
e P (x)=exet:
e/‘f ' X —-x —-x _
Ll(x)=FCI>l(x)=e (e —e x)—l—x.
o O (x)=e X <I>2'(x)=e_x(2x—x2) et:
" —x . ) 1,
L (x)= CID (x)—— (e 2-2x)—e "(2x—x ))=1—2x+5x .

e O,(x)=e X, P,)(x)= e_)‘(3x2 -x7), ®,"(x)=¢ "(6x—6x"+x’) et:

L3(x)— c1>‘3>(x)_— (e_x(6—12x+3x2)—e_x(6x—6x2+x3)):1—%x+x2—%x3.
Ainsi :
Ly:xt—=>1 L:x—=1-x
1 S a1
L21X|—>1—2X+EX L:x—l-—x+x"——x

Q25. Soit ne N. Notons f:xt>e " et g:x x". Ces deux fonctions sont de classe C" sur R, avec

!
pour tout ke [0,n], f“ x> (=De" et g :xl—)( n'k)'x”_k. On peut donc utiliser la formule de
n— !

o L n o~ n .
Leibniz pour écrire @ =( fg )( = Z(kjf‘“g “ | soit pour tout xe R :

k=0

k=0 k'

q)izn)(x):i( j( 1)k —x_x =nle 2( 1)]((”))(:

Ainsi, pour tout n€ N et tout xe R :

Lw=Sor=Cme e (=S ()

k=0 k'
Ainsi :

L, est polynomiale de degré n avec L, (x) = ZC xete,, =(- 1" ( j% pour tout k€ [[O,n]].

k=0

Q26. Pour tout ne N ettout xe R, L (x) =e—'<l>;”)(x) et ®"(x) = (<I>§Z"))' (x), donc :
n!

" (x)=nle "L, (x) et ®"V(x)=nle (L, '(x)=L,(x))
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Q27. Pour tout ne N ettout xe R, @, (x)=e "x"" =x(e *x")=x®P,(x), donc :

n+l

(b(n+l)( ) —

n+l

(x@n(x)).

+1
xn

Comme @, et x> x sont de classe C™ sur R, on peut utiliser la formule de Leibniz :

PV (x) = d” (xq>n(x)):nz+l(n+lj ‘ (x) @ () =x D () +(n+ D) DL (x) .

n+l d n+l —~ d k
Avec la question précédente, on obtient :
(n+D)le L, (x)=xnle " (L' (x)—L,(x))+(n+Dnle "L (x).

Soit :
L.(x)= L)c(Ln'()c) —L,(x)+L,(x).
n+l1

Donc, pour tout ne N et tout xe R :

L, (x)= (1—ij L (0)+——L'x)
n+1 n+1

Q28. Pourtout ne N ettout xe R, ® '(x)=(n+De “x"—e X" =(n+1)d (x)-P  (x), donc:
n+l n n+l

n+l
(n+2)( ) _ d
n+l d n+l

(®,.'(x)=m+D) D"V (x)—D"(x).

n+l

En multipliant par L , on obtient :
(n+1)!
e’ e (n+1) e’ G
S = <I> xX)—— 1
(n+1)! P (0= n! " ) (n+1)! P (0D

Or:

o Ln(x):e—'quz”)(x),donc Ln'(x)— q)(”)(x)+ cID("“)()C) soit q)("”)(x) L'(x)-L, (x) ;
n!

X X X

¢ n+ n+ n+
L.,(x)= ®,}" (x), donc L, '(x)= D7 (%) + D ().

(n + 1) | n+1 ( 1) | n+1 ( ) n+1

Ainsi, (1) devient, pour tout ne N et tout xe R :

(0=L'x)-L,(x)

n+l

Q29. Enfin, en dérivant la relation de la question Q27, on obtient pour tout n€ N et tout xe R :

L, (x)= (1 _Lj L,(x) —LLn (x) +LLW'(x) 2 L'"(x)
n+l1 n+l1 n+l n+1

! L
[ e e e
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En remplacant dans la relation de la question Q28, on obtient pour tout ne N et tout xe R :

(HL_ x jan<x)+LLn~<x)—LL,,<x>=Ln'<x>—Ln<x>-
n+l n+l n+l n+l

Soit :
xL"(x)+(1-x)L,'(x)+nL, (x)=0.

Ainsi :

L, est solution de I’équation différentielle AV.1) : xy"+(1—-x)y'+ny=0.

Q30. Rappelons que, par définition (donnée dans la question Q23), les fonctions hypergéométriques
confluentes sont les solutions développables en série enticre de 1’équation différentielle de la forme
xy"+(c—x)y'—ay=0 avec ae R et ce D.

Or, on vient de voir que, pour tout ne N, L est solution d’une équation différentielle de ce type avec

a=—n et c=1le D.De plus, L, est polynOmiale, donc développable en série entiere sur R .

Ceci permet de conclure que :

Pour tout ne N, L, est une fonction hypergéométrique confluente.

V - Loi hypergéométrique
V.A — Premiers résultats

Q31. Vérifier que PP définit bien une loi de probabilité, revient a vérifier que :

(1) pourtout ke [0,n], P(X =k)>0 ;

@ YP(X=k)=I.

Comme les coefficients binomiaux sont toujours positifs ou nuls, le premier point est acquis et :

k=0 k=0

n n

L
: ook \n—k) 1 H(pA qA)
;P(X =k)=2, (A) B (A)z( k )(n—k
Or, pA+gA=A, donc d’apres I’identit¢é de Vandermonde établie dans la question Q21 (avec u = pA,
v=gA et N=n), on peut écrire Z(T)( 44 )=(pA+qA):(A) et donc Y P(X =k)=1.Le second point
k=0

= n—k n n

est vérifié et ainsi :

[P définit bien une loi de probabilité.
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Q32. On considere X © H (n, p,A) ou X ~H (n, p,A). Comme X (Q)=[0,n] est fini, X admet bien
une espérance. Si n=0, alors X (Q)={0} et E(X)=0, sinon, n>1 et:

("A)(fA ) .

B =Y hP(X =k) =) Zk(”A)( a4 )
I e
n
- k(% AL
En réindexant (k—1 devient k) et a nouveau avec la formule de Vandermonde (avec cette fois-ci

u=pA—1,v=gA et N=n-1), on obtient :

ST [ e L R

S R R T O )

E(X)=np

Soit :

Q33. Soit ke N.

A ! — ! — A
e Sik<pA,onak+1<pA et P (pA)! =pA k__(pA): :pA kip , donc :
k+1 (k+D!(pA—-k-1)! k+1 k!l(pA-k)! k+1 \ k

pAY_ [ PA
(k+l)(k+1j—(pA k)(kj.

A
e Sik=pA,ona (kp J = pA—k =0, donc la relation ci-dessus reste vraie.
+

. PA PA L .
e Sik>pA,ona £ 1 = ‘ =0, donc la relation ci-dessus est encore vraie.
+

. PA PA .
Ainsi, la formule (k+1) il =(pA—k) L est vraie pour tout ke N .
+

De la méme fagon, on obtient aussi pour tout ke N :

hrgantn| N eg-n| “
P s k)

) 2,2

=k+D(k+gA—-n+1)
[ "

Soit, avec P=(X —pA)(X —n) et Q=(X+1)(X+gA—n+1), pour tout ke N :

Alors, pour tout ke N :

(PA=k)(n—k)

PUOP(X =k)=QU)P(X =k +1).
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Donc :

La suite (P(X = k))kEN est hypergéométrique.

On a pour tout 7€ [-1,1] :
G, ()= P(X =k)t*.
k=0
Les nombres n, A et gA sont des entiers naturels tels que n< A et gA< A, donc gA—n+1 est un entier.

Si gA-n+1>0, alors gA-n+le D et la suite (P(X =k)) .
polyndmes P =(X — pA)(X —n) et Q=(X +1)(X +gA—n+1). D’apres la question Q14, on a alors :

)

PA,—n,gA-n+1 = (A) — pA,—n,qA-n+1"*

est hypergéométrique, associée aux

G, =G,(0O)F

n

Si gA—n+1<0,soit n>gA, alors gA—n+1¢ D .

Dans ce cas, ona P(X =k)=0 quand k <n—gA et pour ke [[n—qA,n]], si on pose k'=k—(n—gA),on a
pour tout € [—-1,1] :
G,(=DP(X=k)t'= D> P(X=k)t* =) P(X=k+n—qA)t"" " =t""> P(X =k+n—qA)t".

k=0 k=n—qA k=0 k=0

Et, si on pose u, =P(X =k +n—qA), on a pour tout pour tout ke N :
(pA—(k+n—qA))(n—(k+n—qA))uk:((k+n—qA)+1)((k+n—qA)+qA—n+1)uk+l.

Soit :

(k+n—A)k—qA)u, =(k+n—gA+1)(k+Du,,.

Ici, n—gA+1>0, donc n—gA+1e D, et a nouveau d’apreés la question Q14, on peut écrire pour tout

re[-1,1] :
pA )
(n_qA n—qA

Gx (t) = tn—qAIP ( X=n— qA) Fn_A,_ An—gAt] (t) = " t ot (I) )
9
Remarquons que n < A=gA+ pA,donc n—gA< pA.
Finalement :
2)
Z LI () quand n < gA
Gy i1 (”)
e
L
n—qAl ,_
(A) t qAFn—A,— gA,n—qA+1 (t) qualld n> qA
n
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V.B - Modélisation

Q34. Chaque tirage dans la seconde urne est une épreuve de Bernoulli. Les n tirages successifs sont
effectués avec remise, ils sont indépendants (on a donc un schéma de Bernoulli) et la probabilité d’obtenir

. . A .
une boule blanche a I’issue de chaque tirage est % = p. Ainsi, le nombre de boules blanches apres les n

tirages dans la seconde urne suit une loi binomiale de parametres 7 et p, soit :

7o B(n,p)

On a alors immédiatement :

E(Z)=np et V(Z)=np(1-p).

Q35. Dans la premiere urne, on tire les n boules simultanément et de maniere équiprobable.

Le nombre boules blanches obtenues est compris entre max (0,n—gA) et min(n, pA), soit :
Y(Q)= [[max (0,n—gA), min(n, pA ]] [0.n].

Comme les boules sont équiprobables, pour tout k€ Y (L), la probabilité d’obtenir k boules blanches a
I’issue des n tirages est :

Nombre de tirages contenant k boules blanches et n—k boules noires

P(Y=k)= : :
Nombre de tirages possibles
Comme il y a pA boules blanches dans I'urne, il y a (I;CAJ possibilités de choisir k boules blanches et pour

chacune de ces possibilités, il y a (An__iAj = (ankj possibilités que les n—k autres boules soient noires.

Ainsi, le nombre de tirages contenant k boules blanches et n—k boules noires est (I;cAj(nqj‘kj

On tire en tout n boules parmi A, il y a donc (‘:j tirages possibles et finalement, pour tout ke Y (Q) :
L)
k J[\n—k
e
n

Yo ﬂf(n,p,A)

P(Y =k)=

Ainsi :

V.C - Calcul de la variance

Q36. Pour tout ie [[1, pA]], Y, vaut 1 si la boule blanche n° i est tirée, et O sinon. Comme Y représente le

nombre de boules blanches obtenues, les Y, sont des variables compteur et on a :

1

"§>

y=>

I’
—_
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Chaque boule (blanche ou pas) a une chance sur A d’étre choisie. Les Y, suivent donc toutes une méme loi

de Bernoulli de parametre P(Y; =1) et donc d’espérance E(Y,) =P(Y,=1) avec:

P(Y =1)= Nombre de tirages contenant la boule blanche n° i
! Nombre de tirages possibles '

Or, pour construire un tirage contenant la boule n° i, il faut choisir les n—1 autres boules parmi toutes les

boules sauf lan° i (A—1 boules). Ainsi, le nombre de tirages contenant la boule n° i est (2: 11 j . Le nombre

. . . A .
total de tirage étant toujours (nj , on obtient :

A-1 (A-1)!
n—lj_ (n-D(A-n)! _n
A Al A
(nj n!(A—n)!

-

Par linéarité de I’espérance, on obtient :

PA PA

E(W)=) E(X)=3, "= pA~=np.

i=1

Ainsi :

On retrouve bien E(Y)=np, le résultat trouvé dans la question Q32.

On constate alors que :

EY)=E(Z)

Q37. Comme ¥,(Q)=Y,(Q)={0,1},0na (¥Y,)(Q)={0,1} (0x0=0x1=1x0=0 et IxI=1)etona:

_ Nombre de tirages contenant les boules blanches n° i et n° j

P(YiYJ’ - 1) - P(Yi =LY, = 1) Nombre de tirages possibles

Or, pour construire un tirage contenant les boules n° i et n° j, il faut choisir les n—2 autres boules parmi
toutes les boules sauf les boules n°i et n°j (A—2 boules). Ainsi, le nombre de tirages contenant la boule

. A=-2 ) o . .
n°iest (n 2) (en supposant n > 2, sinon la situation est impossible).

. . A
Le nombre total de tirage est toujours (nj , donc :

(A—Zj (A-2)!
): n—2 :(n—2)!(A—n)!_n(n—l)

(Aj Al CAA-D
n nl(A-n)!

Finalement, pour tous i, j€ [1, pA] tels que i< j :

La variable YY,, a valeurs dans {0,1}, suit une loi de Bernoulli de paramétre P(YY, = 1) = ZEZ_ 11)) :
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Q38. Comme pour tout i€ [1, pA], ¥,(Q)={0,1} et pour tout xe {0,1}, x*=x,ona ¥’ =Y, et:

:(iy] ZY +2 ) YY = ZY+2 > vy,

I<i<j<pA 1<i<j<pA

Par linéarité de I’espérance, on obtient :

PA

EY*)= ZE(Y)+2 > EXY)= ZIP )+2 > P(ry =1)

1<i<j<pA 1<i<j<pA
nn—1 n(n—1) &5 24
-She 3 Siembeati s S
i=1 I<i<j<pA A(A_l) A A(A 1) i=l j=i+l
n(n—1) &' n(n—1) &'
=np+2 A — np+2 k (avec k= pA—
P2 1)Z(p i)y=np A 1)2 ( pA—i)
_ 2n(n 1) pA(pA— 1)—np+n(n—1)ppA_1
A(A-1) 2 A-1
Alors :
V(Y)=E(Y2)—(E(Y)) =np+nn— l)pL—(np)zzn A-l+(n=D(pA—1) —np(A- 1)
A-1 A-1
Soit :

V({Y)=np(- P)ﬂ

Onaalors V(Y) = V(Z)% , donc :

A—-n n—1
V(Z)—V(Y)—V(Z)(l— A 1j—V(Z) R

Pour A>22 etn>2,0ona V(Z)-V()>0, soit :

V)<V (Z)

V.D — Résultats asymptotiques

Q39. Soit deux entiers naturels n et ke [[O,n]] fixés, et A un entier assez grand tel que pA>n et gA>n.

On a alors :

PAY _ pA(pA-D)..(pA-k+1)  (pA)
- k! Ao )

GA | _gAgA-1)..(gA-n+k+])  (gA)"*
n—k k! Asie (n—k)!

Aj:A(A—l)...(A—n+1) oA

n! Ao+ pl

n
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Donc :
( pA)( A ) (pA)" (qA)"™"
_ ' _ ' ' /< k n—k n—k '
IP’(X:k)z k J\n—k) k! (n k).: n! p A qgTA _ n! s
(A) Assben A" kl(n—k)! A" ki(n—k)!
n n!

Soit finalement :

. _ _ n k1 _ n—k
AlinBMP(X—k)—(ka 1-p)

Q40. Avec les notations de la partie V.B, on a :
lim P(sz)z lim ]P’(sz) lim IP’(sz).

A—>+oo A—>+oo A=+

A—n . A-n
——,doncavec lim ——=1,o0na:
A

Or,onavuque E(X)=EY)=EZ) et V(X)=V(Y)=V(2) A1 A1

lim E(X)=E(Z)
lim V(X)=V(2)

Ainsi, la limite obtenue dans la question précédente est cohérente avec 1’espérance et variance obtenues plus
haut.



