PSI* mars 2025

Corrigé du DS n°7

EXERCICE 1

Partie I - Préliminaires

Q1. Soit xe R.

sint _,,

La fonction ¢+ f(x,t)=——e " est continue sur ] 0,400 [ en tant que produit de telles fonctions.
t

De plus, d’aprées le résultat admis dans I’énoncé, on a pour tout € |0,+ oo :

Slnt —XT < — Xt

|f(x t)l—

— Xt

Comme x >0, la fonction exponentielle # > e~ est intégrable sur ] 0,400 [ , par comparaison :

La fonction exponentielle ¢ — f(x,t) est intégrable sur ] 0,4+ 00 [ .

Q2. Soient a,be R’ .
Les fonctions > 1—cost et ¢+~ sont de classe C' sur R’ , donc par intégration par parties, on
t

peut écrire :

J-bsmt [l—cost}b _J-b(_l—costjdt_ l—cosb_l—cosa_i_J-hl—costdt

2

t a 1 b a a f
Or:
1—cosbh| 2 .2 « .. 1l—cosbh Lo
e pourtout b>0 ,|———<— et lim —=0,d’ ot lim ———— =0 (théoréme des gendarmes) ;
b b+ b b—+oo b
. cosa—1 .
e Jim—————=co0s'0=sin0=0.
a—0 a
Ainsi :
+e ] —cost
1= I —dt converge si et seulement si I . ———dt converge.
t
Or:
2
t . lI—cost 1 1-co
e cost=1-—+ o (¢*), donc lim——-—=—et .[ —dt converge ;
2 t-0 t—0 t 2 0 l
« |l—cost| 2 2 . .
® pourtout € R , |———|<— et 1> — estintégrable sur ]1,+ o [, donc par comparaison,
t t t

+o]—cos
.[ —dt converge.

t?
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«]1—cos

. + t
Finalement, .[ . ——dt converge et donc :
t

+o 8int
I= .[ . ——dt converge.
1

Q3. Soit xe R, .

) xsint+cost _, .. .
La fonction 7 u(x,t) =————=——e " est dérivable sur ] 0,400 [ en tant que produit de telles

1+x
fonctions et pour tout 1€ | 0,+ oo :
(xcost—sinr)e ™ —x(xsinz+cost)e ™

au —xt
t—>—(x,t)=— > =e Vsint.
ot 1+x

Ainsi :

La fonction 7 > u(x,t) est une primitive de ¢ > e sinz sur |0,+ o] .

Partie II — Calcul de F sur |0,+ |

Q4. On a vu dans la question Q1 que pour tout xe R et tout t€ ] 0,40 [ ,ona:

|f(x,t)|£e_x’.

xt

Et comme Fet 1+ ¢ " sont intégrables sur ] 0,400 [ , on peut écrire pour tout xe R, :

S[lrefars] e ra] - ter| <L

X o X

|F ()| =U0+Nf(x,t)dt

. . . *
Ainsi, on a bien pour tout xe R, :

|F(x)| <1
X

.1 o
Comme lim —=0, le théoréme des gendarmes permet de conclure que :
x>+ y

lim F(x)=0

X—>+oo0
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Q5. Soitunréel a>0.
) sint _,, e
La fonction f:(x,1) > f(x,1)=——¢ " est définie sur [a,+ oo [X]0,+ oo ].
t

e Pour tout xe [a,+ o0 [, t— f(x,t) est continue par morceaux (car continue) et intégrable sur

] 0,4+ [ (d’apres Q1).

e Pour tout te ] 0,+ o [ , x> f(x,t) est de classe C' sur [a,+oo[ (car proportionnelle a une

fonction exponentielle).

o) . )
e Pour tout xe[a,+o], lHa—f(X,t) =—e “sint est continue par morceaux sur |0,+oo[
X
(comme produite de telles fonctions).
d _ ) )
e Pour tout (x,f)€[a,+o[x]0,+e[, ona a—f(x,t) <@(t)=e“ et la fonction exponentielle @
X

est positive, continue par morceaux et intégrable sur ] 0,400 [ .

Alors, la fonction x — I(:wf(x,t) dt est de classe C' sur [a,+ oo [ , de dérivée x> I(:mgi(x,t) dt,
X

et ainsi :

. s » +oo — Xi .
F est dérivable sur [a,+ oo [ , de dérivée x+— — IO e “sintdt.

Q6. On vient de montrer que F est dérivable sur [a ,+ oo [ pour tout réel a >0, donc F est dérivable

sur UaeRﬁ [a,+ o[, soit:

F est dérivable sur [0,+oo] .

+ o0

On ade plus F'(x)=- I e “sintdt pour tout xe Ri. Or, la fonction # > u(x,t) est une primitive
0

de t+> e “sint sur |0,+ o[, donc:

=+ o0

. t
' —te | xsint+cost _,
P =l 2| S

-
- I+x

Soit, pour tout xe ]R*+ :

1

Flo=-172

On a alors F(x)=—arctan x+ K avec K une constante réelle. Et :

lim F(x)=0=—g+K.

X =+
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T " *
Donc, K =5 et finalement, pour tout xe R, :

F(x)= g— arctan x

Partie III — Conclusion

Q7. Lafonction f:(x,1) k> f(x,1) =2l ¢~ est définie sur [0,1]x]0.1].
t

e Pour tout xe[0,1], 7> f(x,7) est continue par morceaux sur |0,1] en tant que produit de
telles fonctions.

e Pour tout 1€ ]0,1], x+> f(x,t) est continue sur [0,1] (car proportionnelle a une fonction

exponentielle).

e Pour tout (x,t)e[O,l]x]O,l],

f (x,t)|Sl et t+—1 est positive, continue par morceaux et

intégrable sur ] 0, 1] .

Alors, la fonction x .[ ; f(x,t)dt est définie et continue sur [0,1]. Ainsi :

F, est continue sur [0,1] .

Q8. Soit xe[0,1].

u(x,1t)
t2

La fonction ¢+ est continue sur [1,+ ) [ en tant que quotient de telles fonctions et pour tout

te[l, 4o :
|xsint+cos t| o < x|sin t|+|cos t| < u(x,t)

<2
t2

Ju(x,0)| = =

1+ x* 1+ x*

. 1 o .
Comme la fonction ¢ — est intégrable sur [1,+ o[, par comparaison :
t

u(x,t)

La fonction ¢ — >
t

est intégrable sur [1,+ oo .

Soit be [1,+00].

X

) 1 L. -
Les fonctions ¢ > u(x,7) et t+> — sont de classe C' sur [1,+ oo [ , de dérivée 1+ e “sint pour la
t

premiere. Par intégration par parties, on peut écrire :

Ihe‘”sintdt:[u(x,t)} ‘Lb(‘ u(x,t)jdt:u()lc),b)_u(x’l)_i_"-bu(x,t)dt.

I t t t* g?
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2 ) ,b N (o
Pour tout b2>1, <— et bhm ulx )=O, donc, d’apres le théoreme des gendarmes, on a
blim M =0.Comme ¢t u(xz, 2 est intégrable sur [1,+ S [, on obtient :
—+oo t
Fy(x) = J‘+ e s1nt df =—u(x.1)+ I u(x t)dt
Soit :
_xsinl+cosl _  r+=u(x,t)
Fz(x)—Te +J-1 tz dt
. u(x,t)
Q9. La fonction (x,1) > est définie sur [0,1]x[1,+ oo .
r?
u(x,t) .
e Pour tout x€[0,1], 1> —="= est continue par morceaux sur [1,+ oo [ (vu plus haut).
t
u(x,t) 1 xsint+cost _,,

=——"————¢" est continue sur [0,1] en tant que

e Pour tout 7€ [l,+oo]
t I+x

tZ

produit de telles fonctions.

2

2
u(x t) <— (on I'a vu plus haut), et la fonction 7+ — est
t t

e Pour tout (x,7)€[0,1]x[l,+ ],

positive, continue par morceaux et intégrable sur [1,+ ) [ .

+M(X)

Alors, la fonction x — I dt est continue sur [O 1]

xsinl+cosl _,
1+ x°
fonctions. Alors, F, estla somme de deux fonctions continues sur [0,1] ,donc :

De plus, la fonction x> est continue sur [0,1] en tant que produit de telles

F, est continue sur [0,1].

Q10. Remarquons que la question Q1 implique que F est définie sur ] 0,400 [ .
Comme f(0, t)—it est défini pour tout te]O +oo[ et 1= r Ldt converge (Q2), F est
t

définie en 0. Ainsi, F est bien définie sur [0,+ oo [ et pour tout xe [0,1] :
+oo 1 +o0
Fo=["fendi=[ foundi+[ " fndi=Fx)+F).

D’apres Q7 et Q9, sur [0,1] , F' est la somme de deux fonctions continues, donc F est continue sur

[0,1] et par conséquent :

F est continue en 0.
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On a alors :

I:.[MLntdt:F(O)ZlimF(X)=lim T arctanx |=F—0=L
0 t x—0 x—0 2 2 2

I:J-msintdt:E
o ¢ 2

EXERCICE 2

Partie I - Etude d’un exemple

Ona B, ={(x,x,)e R*\x} +x; <1} et:
fiB, >R ;(x,x,) - X +x5 +4xx, .

Ici, @, =a,,=1¢et a,=4,donc:

Q11. L’application fest polyndmiale en x, et x,, donc continue sur son ensemble de définition.
Or, la boule fermée B, est une partie compacte (fermée et bornée) de R*, qui est de dimension finie.

On peut alors conclure que, sur B, , fest bornée et atteint ses bornes, autrement dit :

L’application f admet un maximum et un minimum sur B, .

Q12. Remarquons que S, ={(x,,x,)e R*\x +x3 =1} ={(cost,sint)\re R} et pour tout e R :
f(cost,sint) =cos’t+sin’ t+4costsint =1+ 2sin (2t).
Comme pour tout te R, —1<sin(2t)<1,ona:

—1< f(cost,sint)<3.

Enfin :
3 . ..
® pour = Tn, f(cost,sint)=—1 donc — 1 est le minimum de f'sur S, ;
® pour = g, f(cost,sint) =3 donc 3 est le maximum de f sur §,.
Finalement :

Le minimum et le maximum de f'sur S, sont respectivement — 1 et 3.
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Q13. Pour tout (x,,x,)€ B, :
Fx,x)=x"+x5 +4xx, =20 + x5 +2x,x,)— (X +x0) =2(x, +x%,)° — (7 +x37).
Donc, si (x,,x,)€ B,",ona x’ +x; <1 et:
F(x, %) =2(x+x,) = (x5 +x)2— (7 +x3) >—1.
Pour tout (x,,x,)€ B,, 2x,x, = x7 +x; —(x,—x,)°, donc :
f(xl,x2)=x12+x22+4x1x2=x12+x22+2(x12+x22)—2(x1—x2)2:3(x12+x22)—2(x1—x2)2.
Donc, si (x,,x,)€ B,",ona x’ +x; <1 et:
F(x,x,)=3(x +x2)—2(x, —x,)* <3(x" +x3) < 3.

Finalement, on a bien :

Pour tout (x,,x,)e B,", —1< f(x,,x,) <3.

Q14. D’apres les deux questions précédentes, on a —1< f(x,,x,) <3 pour tout (x,,x,)e B, et les

valeurs — 1 et 3 sont atteintes (en (xl,xz):(—%,%j et (xl,xz):(%,%J respectivement).

Ainsi :

— 1 et 3 sont respectivement le minimum et le maximum de f sur B, .

1 2
Q15. Onavuque M, = (2 J, donc le polyndme caractéristique de M, est:

X-1 =2

4 X_l‘z(X—l) —4=(X+I)(X-3).

o]

Donc, Sp(M ,)={-1,3} et ainsi :

La plus petite valeur propre de M, est —1= n};in f etsaplus grande valeur propre est 3= max f-
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Partie II - Le cas général

On notera ‘M =M " la transposée d’une matrice.

Q16. Ona M, =(m, ;)€ M, (R) donc pour tout X ="(x, ... x,)e M, (R),ona:

! n n
X= | 2omx; . ym, x,
= =

Donc :

n n
’XMfX:Z(xiZijxj]: Z mi,jxixj‘zmu X+ Z m; ;X x; + Z m; ;XX -
j=l1

i=1 1<i, j<n 1<i<j<n 1<j<i<n

Or, M, est symétrique, donc pour tous i, j€ [Ln], m_ ;=m,, et:

2, mRE = D m X = D, m .

1< j<i<n I<i<j<n 1<i<j<n
Donc :
‘XM X = Zm”xl +2 z mi,jxl.xj—Zm” X+ z 2m; xx; .
1<i<j<n 1<i<j<n
a,; quandi=j
Enfin, comme pour tous i, j€ [Ln], m, i=1a , on obtient :

i,j

2

‘XM X = Zall X+ Z a; xXx; = Z a;, xx; = f(x,....x,).
i=1

1<i<j<n 1<i<j<n

quand i < j

Ainsi, x=(x,,...,x,)€ B, avec X ='(x, ... x,),ona:

f(x)="XM X

Q17. Par définition, M , est une matrice symétrique réelle. D’apres le théoreme spectral :

M, est diagonalisable dans M, (R) .

Q18. Soit x=(x,...,x,)e R" avec X ="(x, ... x,).Ona:
XX =x7+... x =||x||2.
Par ailleurs, comme P est orthogonale, ona 'P = P!, donc (‘"P)"'=P. Alors :

VY ="(PTX)(PTX)= "X (PP X)="XPP"'X ='XX .
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Finalement, on a bien :

vY ='XX =’

Q19. Notons ¥ ='(y, ... y,).Ona D=diag(\,,...,A,) donc DY ="'(A,y, ... A,y,) et:
'YDY =Ny} +...+ A,y

Comme pour tout k€ [Ln], A, <A, <A, et y; 20

S Ayl <Y =3 N2 <07
k=1 k=1 k=1

Or:
;Mﬁzngﬁ:xﬁvznwﬁ

2
x|, donc :

n

Et de méme ) A, y; =A
k=1

M < YDy < 4]

Mais xe B,, donc ||x||2 <l etcomme A, <O<A, ,ona A <A, ||x||2 et A, ||x||2 <A,,dou:

A, < 'YDY <A

n

Ona M,=PDP™', P"'='P et Y =P 'X , donc, d’apres la question Q16 :
f(x)="XM ,X ='X(PDP )X =('"XP)D(P~'X)="("PX)D(P™'X)="(P"'X)D(P™'X)="YDY .

Et ainsi, le résultat précédent se récrit :

A< f)SA

Q20. Comme A, et A, sont des valeurs propres de la matrice M ,, il existe deux vecteurs

f b
Z =" ..0)eM (Ryet Z =", .. B,)e M, (R) de M, (R), non nuls et tels que :

M,Z,=\NZ, et M,Z,=\7Z,.

Comme Z, et Z sont non nuls, on peut supposer que ||Z1||:||Zn||:1, quitte a remplacer Z, par
1 1 . . N

——Z7 et Z par ——Z (qui sont aussi vecteurs propres de M, associés a A, et A

o / ek

respectivement). En notant alors z, =(a.,...,a ) et z =(B,,....5,),ona z,z, € B, et:

n

fz)= tZlM.fZI ='ZMZ)=\'"ZZ =)\ ||Zl||2 =2,

De méme f(z,)=A,.
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Ainsi, A, et A sont respectivement un minorant et un majorant de f (d’apres la question précédente),
atteint par f comme on vient de le voir. Ceci permet de conclure que :

mBinf:k1 et max f =7, .
n B/X

Q21. Ici, 0<A, <A, . Enreprenant les notations des questions précédentes, on a :
f)="XM,X =YDY =) A y; .
k=1
Et, pour tout ke [L,n], 0<A, <A, et y? >0, donc (avec toujours |x]* <1),ona :

0<F0)<Y A,y =M o> <A,
k=1

Enfin, f(0)=0 et on prouve comme dans la question précédente que A, est atteint par f, donc :

min f =0 et rr};axfzkn.

Remarquons que si A, =0, on obtient a nouveau min f =A,.
B

n

Partie I1I - Application des résultats

Q22. Ici, on a pour tout x =(x,,...,x,)€ B, :
f(xl,...,xn)=2x,f— z 2x.x; .
k=1 1<i< j<n
Donc, on a a,; =1 pour tout i€ [[1,n] et a,; =—2 pour tous i, j€ [1,n] tels que i < j. Alors :
1 -1 -1
P e B B
£l o -1 :
-1 -1 1
Alors :
-1 -1 -1
-1 -1
M, -21,=| S
1 e —1 -

Comme toutes les colonnes de cette matrice sont les mémes et non nulles, rg (M o 21, ) =1.

10
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Alors, d’apres le théoreme du rang, dimker(M P2, ) =n—1, donc 2 est valeur propre de M, etle

sous-espace propre associ€ est de dimension n—1. Ceci implique que M, possede une est une seule

autre valeur propre et que le sous-espace propre associé a A est de dimension 1 (une droite).

On a alors Tr(Mf):2(n—1)+7u. Or, Tr(M,)=n, donc A=n-2(n-1)=2-n.
Ainsi, Sp(M ;)={2-n,2} avec 2-n<0<2

D’apres la partie précédente (Q20 si n>2, Q21 si n=2), on peut conclure que :

min f =2-n et max f =2.
B/X B/X

EXERCICE 3

Partie I — Calcul de p,,

Q23. Pour tout ke N', X, représente la variation de 1’abscisse du pion entre les étapes k—1 et k.
En posant X,=S5,=0,0na §, =X,+X,+..+ X et:

La variable S, représente 1’abscisse (enticre) du pion apres n étapes.

Q24. On a p,=P(S,=0)=1 (car §, est la variable nulle) et p, = P(S,=0)=0 (car le pion se
déplace de maniere certaine et est en O initialement, donc en — 1 ou 1 apres une étape).

La famille (((X1 =-1), (X, =1))) est un systetme complet d’événements et la loi de probabilités

totales donne :

p,=P(S,=0)=P(X,==DP, _, (S,=0)+P(X, ==, _,(5,=0)=

| =
| =
N | —
N | —
N | =

Ainsi :

Q25. Comme, a chaque étape, le pion se déplace de 1 (déplacement vers la droite) ou — 1
(déplacement vers la gauche), il faut un nombre pair de déplacements (avec autant de déplacements
vers la gauche que vers la droite), donc :

Si n est impair, alors p, =0.

11
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Q26. Pour tout ke N',ona X,(Q)={-1,1}, donc Yk(Q)z{—l,l}z{_l;l,llzl}, soit :

Yk(Q):{O,l}.
Et:
PY, =0)=P(X, =—1)=%

P, =1)=P(X, =1)=%

Donc, pour tout ke N* :

. . . 1
Y, suit une loi de Bernoulli de parametre 3

X, +1 )
k le sont aussi et, comme les

Q27. Comme les X, sont mutuellement indépendantes, les Y, =

. . . oo 1
Y, suivent toutes une loi de Bernoulli de parameétre ) :

. Ce R 1
Z, =Y, +..+Y, suit une loi binomiale de parametres n et 3

On a pour tout ne N* :

Donc :

Q28. Soit me N'. On a (S,,=0)=(2Z,,-2m=0)=(Z,, =m) et, comme Z,, suit une loi

2m

. . N 1
binomiale de parametres 2m et ) :

S ) [ G T

2x0) 1
Et P(S,,=0)=1= o donc pour tout me N :

0
3 2m) 1
pzm - m 4m

12
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Partie II — Fonction génératrice de la suite (p,)

: o 2m) 1 . :
Q29. Rappelons que pour tout ne N, p =0 sinestimpairet p,, =[ j4—m si n=2m est pair.
m

On a donc pour tout xe } —RP,RP [ :

+oo ., +o0 . o (m 1 i
S0 =3 p :z(mmeZ |

m=0 m=0

Or, avec la formule de Stirling, on a pour tout xe R" :

2m\ "
21(2
= (]

X
X = .
4" (mv) 4" mo+eo m\? 4" [tm
{\/an(mj ]
e

2m 2m

Or, si |x|£1, la suite ( a

Jrm

diverge vers I’infini (par croissances comparées), donc par définition :

jm& N

. . ) X
j tend vers O donc est bornée et si |x| >1, la suite (
meN

Jrm

R, =1

Q30. Soit me N .Ona:

S e
! m! &5

m! G m! k=1
2k -1 g 2k
o HEEDIIED oy w1 (2m) 1
2" m! ﬁ(Zk) 2"m!2"m!  (m!)* 4" 4"

Ainsi, pour tout me N :

Q31. Onapour tout o.e R et tout he |-11] :

(+hy =143 HEZD- (“ m+1)h’” 1+Z H(oc k+Dh"

m=1 ml

13
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Alors, pour tout xe |—1,1[, —x*e |-1,1[ et en remplagant i par — x> dans la formule ci-dessus,
on obtient :

(_l)mﬁ(oc—kﬂ)xz’”.

(1—x2)°‘ :1+§Lﬁ(a—k+l)(— xz)m =1+§
o m=1

m!
Or, on a pour tout x€ |-11] :
+oo

+oo +o0 —lm m 1
F09= 5 ™ =py+ 3 i 1+ S EW (Lt
m=0 m=1

m=1 m! G4

Par identification (unicité du développement en série entiere), on obtient ¢ =— ) :

— pour tout xe |-11].

ocz—% et f(x)=(1-x%) 2=

1-x

Partie III - Loi de la variable aléatoire T

Ona:

+ o0 si VneN',S #0 0 si n=0
T=y | . . et g,= .
mm{neN ISn=0} sinon P(T'=n) si n>0

Q32. On a ¢, =P(T =1). Pour e Q, on a T(w) =min{ne N IS, () =O} =1 si et seulement si
S,(w) =0, donc (T =1)=(S, =0). Ainsi :

q,=P(S,=0)=p, =0.
On a ¢,=P(T=2). Pour ®eQ, on a T(®w)=min{ne N'IS, (0)=0}=2 si et seulement si
S, (@) #0 et $,(@) =0, donc (T'=1)=(S, #0)N (S, =0)=(S,=0). Ainsi :

qlzP(SZ=0)=p2=%.

Donc :

1
q,=0 QZZE

Q33. Ona T(Q) =N U{+oo}, donc Y P(T'=n)+P(T =+e) =1, soit :
n=l

+o0

> q,=1-P(T =+o0).

n=1

Donc, la série an converge.

14
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Alors, pour tout te[-11], |g,®)|=|q, 1" <q, etcomme ) g, converge:

=4,

La série ) _ g, converge normalement sur [—1,1].

Comme Z q, converge, la série entiere z q,x" converge pour x =1, on aimmédiatement :

Q34. Soit xe |-1,1[.Ona:
f)=2 px" et g(x)=) q,x"
n=0 n=0

Et les deux séries convergent absolument. On peut donc utiliser la formule du produit de Cauchy :

f(0)g(x) =(Z p,,x"j(Z qnx"j = Z(Z pkqn_ij” :

n=0 \ k=0

0 n
Or, Zpkqo_k = poq, =0 (car g, =0) et pour tout ne N, Zpkqn_k = p, (admis), donc :

k=0 k=0

f)gx)= Z(Zpkanjx —pr —pr

n=1 \ k=0

Finalement, avec p, =1, on obtient pour tout xe |-1,1] :

f(x)g(x)=f(x)-1

Q35. On a vu que pour tout xe |-1,1], f(x):%, donc f ne s’annule pas sur |—1L1[ et la
1—x

relation précédente se récrit pour tout xe |- 1L1] :

1
g)=l-——.
f(x)
Soit, pour tout xe |- 1,1] :
g(x)=1-+1-x
Avec toujours pour tout o€ R et tout he |- L1[, (1+h)* :1+z(x(oc—1)...(0c—m+1) K™, on a

m!

m=1

pour tout xe |-1L1[, h=—x"e |-1,0]c]-1L1] et:
VI-x* =(1-x)" =1+ Z——(——lj G—mﬂj(—xz)m.
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Or, pour tout me N :

l(l—lj...(l—m+lj=l(—lj...(— 2m—3j:(_ e 1X3%e.X@m=3) _ i (2m)i .
2 2 2" (2m—1)2""m!

Donc, pour tout xe |—-1L1] :

g =1-+1-x’ =—§ ! 1(l—lj...(%—m+lj(—x2)m

m=1 %E 2

400 ' oo |
- _ Zi (_ 1)m—l (2m) . (_ l)m xzm _ 1 (2m) ! i xzm

~ ) 2m—-1)2"m! ~om—1(m!)?* 4"

Soit, pour tout x€ |- 1,1] :

e 2
o El e

m=1 2m - 1 m
) 2m 1 o x2m
On a vu dans la question Q29 que pour tout xe R, —X ~ , donc :
m 14 m—+oo /nm

1 (2m)1 o x"
2m—1\ m )4" mo+e I fTm
X

2m
2m~NTm

J diverge vers I’infini (par croissances comparées), donc par définition :
meN"

Or, si |x|$1, la suite ( j tend vers 0 donc est bornée et si |x|>1, la suite
meN"

x2m
0 2m~NTTm

R =1

q

<, <1 2my 1 ,, C
Q36. On a pour tout xe|-1L1[, g(x)=> gx"=> —— — x*" donc par unicité du
n=0 m=1 2m_1 m 4WL

développement en série entiere, pour tout ne N :

0 quand n est nul ou impair

q,= 1 (2m)1 )
T — quand n est pair (avec n =2m)
2m—1\ m )4"

Q37. Comme z g, converge normalement sur [—1,1] et pour tout ne N, g, :x+>gx" est

+oo
continue sur [—1,1], la fonction g =g, est continue sur [—1,1].
n=0
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Alors, avec g, =0 :

2.9, :;% :g“):;% = lim g(x) = lim (1-V1- ) =1.

n=1

Or, on a vu dans la question Q33 que z P(T=n)+P(T =+ ) = an +P(T =+)=1,donc:

n=1 n=1
1+ P(T =+ ) =1.
Soit :

P(T =+00)=0

L’évenement (T =+ o) se réalise quand pour tout ne N, S, #0, c’est-a-dire que le pion n’est pas

al’origine aprés la n*™ étape (pour tout ne N ), donc quand le pion ne repasse jamais par 1’ origine.

Ainsi :

La probabilité que le pion ne repasse jamais par 1’origine est nulle.

Q38. Comme P(T =+)=0, si elle existe, on a E(T)= ZnP(T =n)= ann = ZZn q,, (car

n=1 n=1 n=1

g, =0 quand 7 est impair). Or, pour tout ne N :

2n (2n) 1 1
2ng,, =—— — ~ .
2n—1\ n ) 4" n-+~\/nn

Comme la série de Riemann » — diverge, la série positive 2n diverge et donc :
\/— g p 4>, g
n

T n’admet pas d’espérance.
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