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Préparation aux oraux : Corrigés des planches CCINP

Serie 1
Planche n° 1
Exercice I
Ona:
— a, a, _a(+a)+a, _a+aa, +a, '

“Tra  (ra)ita) (ta)i+a) (+a)i+a)

Comme (1+a,)(1+a,)=1+a, +a,a, +a,, on obtient :

(I+a)(1+a,)
. a, 1
On a aussi u, = =1- et:
I+a, I+a,
1 a, 1
u +u, tu, =1- + =1- .
(+a)1+a,) (A+a)1+a,)(1+a,) (d+a)(d+a,)1+a;)
Supposons qu'aunrang ne N°, u, +u, +...+u, =1- ! , alors :
(+a)d+a,)..d+a,)
1 a +1
u +u,+..+u +u,, =1— + L
(I+a)d+a,)..(Ad+a,) (A+a)1+a,)..1+a)1+a,,)
1+an+1 an+1
=1- +
(I+a)(1+a,)..(Al+a,)1+a,) (A+a)1+a,)..(1+a )1+a,,,)
1

C(+a)(+a)..(+a)1+a,)
Ainsi, la relation est vraie au rang n+1.

Ceci prouve par récurrence que pour tout ne N :

1
(+a)d+a,)..d+a,)

u +u,+..+u =1-

1
(+a)(+a,)..(1+a,)
Comme (an)neN* est positive,ona 1+a, 21 pour tout ne N", donc v >0 et:
v

n+l 1

v l+a,,

n

Posons v, =

<1

1
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. . . P . . P *
Ainst, la suite (v,) . est décroissante et minorée, donc converge. Or, pour tout n€ N :
n
Z u,=1-v,.
k=1
n

Donc, la suite (Z ukj converge, autrement dit :
k=1 neN"

La série ZMn converge.

On prend pour tout ne N °, a, . Alors,

-1

Jn

In[(+a)(1+a,)...(1+a,)]= Zn:ln(1+ak) = iln(u
k=1 k=1

-

)

1 1 1 !
Or, In|1+—=| ~ — etlasérie ) — diverge. Alors, lim In| 1+—= |=+ o, donc:
) L7 Sl

+oo
n— k=1

bl

lim [(1+a)(1+a,)..(1+a,)]=+co.

Et ainsi, lim v, =0, donc lim (Zuka lim (1-v,)=1, soit :

n—>+oo n—>+eo| I n—+oo

+o0

2un=1

n=l1

Exercice 11

Ona E=C([0,1].R) et ®:(f.g)—>(f.g) =j01t2f(t)g(t)dr :

Pour (f,g)e E*, t+>1t>f(t)g(t) est continue sur [0,1] comme produit de telles fonctions, donc
<f, g> existe bien.

e & est clairement symétrique et bilinéaire du fait de la linéarité de I’intégrale.

e De plus, pour tout f€ E,ona ®(f) =I;t2f(t)2dt =I(:(tf(t))2dt.

Or, (tf(t))2 >0 pour tout te [0,1] , donc par positivité de 1’intégrale, on a ®(f)=>0 et P est
positive.

* Enfin, pourtout fe E, t+>(tf (t))2 est continue et positivité sur [0,1], donc :
D(f) :.[Ol(lf(t))2 di o (tf@) =0 pourtout re[0,1]

& f(t)=0 pour tout te]O,l]

<  f =0 par continuité en 0.

Ainsi, ® est définie.
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Finalement :

(f.g)— <f, g> = J-;tzf(t)g(t) dt est un produit scalaire sur E.

Pour tout ne N, x> x"Inx est de classe C' sur ]0,1] en tant que produit de telles fonctions et

1
I'intégrale I, = IO x"In xdx est impropre en 0.
I s
Or, I, =IO Inxdx converge (c’est du cours) avec I, =[x1nx—x]i) =—1 et pour tout ne N, on a

. . c. 2 1
hm) x"Inx=0, donc x> x"Inx se prolonge par continuité en O et /, = J-O x"In xdx converge.
x—C

Ainsi, I, est bien définie pour tout ne N.

De plus, la dérivée de h: x> X Mnxest h': x> (n+1)x"Inx+x", donc pour tout a € ]0,1] :

.[: h'(x)dx = [h(x)]: = [x”“ In x} =—a""Ina

1
a

:J-I[(m'l)xn 1nx+x"}dx:(n+1)j1x" lnxdx+{l_in;}
a ) -

. . 1 )
En faisant tendre a vers 0, on obtient (n+1)I, +—1 =0, soit pour tout ne N :
n+

1
(n+1)*

le” Inxdx=-
0

Notons f, :[0,1] > R; x> x* pour k=0oul, F le sous-espace des fonctions affines de E, soit
F =Vect( f,, f,;) (de dimension 2) et h=af,+bf, le projeté orthogonal g:xr> xInx sur F, avec
(a,b)e R*.On a g—he F*, soit :

[er-t=o  fi

(fy-8) o {(fmafo+bﬁ>=a<f0,f0>+b<fmﬁ>=<fo,g>

(fi,g=h)=0 (fi-h)=(f.g) (frafy+bf)=a(f. f,)+b{fi. ;) =(f.8)
Et:
<fo’fo>:_[ tzdt:% X 1
(o )= [ e = (o g) =] nedi =1
oo Ji)=| rar=— |
(i f)=], 1 (el
1°J1 5
Donc :
1 . 1,1 =3
3 4 16 5
Lol L p=il
4 DY "~ 20
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Ainsi :

. . . 11
Le projeté orthogonal x +— xInx sur le sous-espace des fonctions affines de E est x > %x— é

5

Avec les notations précédentes, on a :
. 1 _ 2.0, . ol = 2 1 oll?
inf | Jlar+b=rlnr) tdt—;f161£||f g| =d(s.F) =|n—g| -
Soit :

113 ?
|n—¢|’ :J-(:tz(h(t)—g(t))za’t=J'(:t2 (2—Ot—§—tlntj dt

2 2
— (' 1 + 3 +t2(lnt)2—2£§t—2£tzlnt+2§tlnt dt
5 205 20 5

2 2
_[' (ﬂj t4+(§j t2+t4(1nt)2—£t3—£t4lnt+§t3lnt dt
5 50 10 5

1y, 3V o1, Uy 33c1, 0 1l 61,
=|—| [ tfar+| 2 jtdz+j t*(Int) dz——j tdz——j t 1ntdt+—j £ Intdt
20 ) Jo 5) Jo 0 5070 1070 540

Une intégration par parties (a rédiger !) donne I (: t*(Int)’dt =— %jol t'Intdt = % et donc :

> (111 (3Y1 2 331 111 61
[h-gf =[] L4+(2] Lo 221 UL 61 .
20)5 \5) 3 125 504 1025 516

Soit finalement :

inf 1(at+b—tlnt)2 Fdi=—
(a.b)eR? 40 2000

Planche n° 2

Exercice 1

Comme x*+y> =0 si et seulement si (x,y)=(0,0), fest de classe C' sur R*\{(0,0)}, car elle est

rationnelle sur cet ensemble.

De plus, pour tout (x,y)e R*\{(0,0)} :

x3_y3 )C2 x+y2 y )C2 y2
e L I M N

If(x,y)|=§

Comme |x| +|y|w0, ona f(x,y) W)O = £(0,0), donc fest continue en (0,0).
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Ainsi :

fest continue sur R et de classe C' sur R*\{(0,0)}.

De plus, t+— f(¢,0)=t et t — f(0,t) =—1¢ sont dérivables en 0, donc :

af et —f existent en (0,0) et valent ai(O 0)=1et — af (0 0)=-
ox dy ox
On a, pour tout (x,y)e R*\{(0,0)} :
o) xt+3x%y* 4+ 2xy° d Y 3x7yr 42
ox (x"+y°) dy (x"+y°)
Et:
limai(x,O)zlilima—f(O,y):O
hn})—f(x 0)= O;thm—f(O y)y=-1
x— y
Donc :
fn’est pas de classe C' en (0,0).
Exercice 11
Ona A=|2 9% " Ve m ).
no -0
Si on note B, =(e,, ..., e,) labase canonique de R", e=¢, +2¢, +...4+ne, et f1’endomorphisme de

R" canoniquement associé 2 A. Ona f(e)=e etpourtout i€ [2,n], f(e)=ie.

Alors :
ImA=1Im f = Vect(e,2e,...,ne,) = Vect (e, ¢, ).

Comme n2=3, e et ¢ ne sont pas colinéaires, donc :

rg(A)=2

D’apres le théoreéme du rang, dim(ker A)=n—rg(A)=n-2.
Or, pour tout i€ [2,n], f(e,) =ie,, donc:
f(2¢,—ie,)=2f(e)—if(e,)=0.
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Or, la famille (2e, —3e,, ..., 2¢, —ne, ) est libre et contient n—2 vecteurs, donc :

ker A= Vect(2e, —3e,, ..., 2e, —ne, )

La matrice A est symétrique réelle, donc, d’apres le théoreme spectral :

A est diagonalisable.

On a vu que 0 est valeur propre de A, avec dim(ker A)=n—2 et ImA = Vect(e,e,).
Or, f(e)=eet:
fe)=f(e,+2e,+...+ne )= f(e)+2f(e,)+..+nf(e,)=e+de,+..+n'e,=e+(4+..+n’)e, .
Donc :
f(ImA)=Vect(f(e), f(e)) :Vect(e+(4+...+n2)el,e)=Vect(e,el) =ImA.

Ceci prouve que I’endomorphisme induit par f sur Im A (qui est stable par f) est un isomorphisme,
donc que Im A nker A ={0}, et ainsi B = (e, e, 2e,—3e,,...,2e, —nez) est une base de R". Alors :

1 10 --0 X-1-10 - 0
5,00 0 -5, X 0 - 0
My(f)=/0 00 - 0| donc x,=%,=| 0 0 X "~ 0|=(X"-X-5)X"".
FE : : o 00
000 --0 0 0o -+ 0 X
1+/1+4s 1—/1+4s
Les racines de y, sont 5 L=, 5 L =1-AetO, et ainsi :

1+ 1+ 4(4+...4+n)

A admet trois valeurs propres : 0, A et 1—A avec A= 5

Comme A est diagonalisable, un polyndme annulateur de A de degré 3 est X (X —A)(X —(1-1)).

Ainsi :

Un polyndme annulateur de A de degré 3 X° —X* —(4+...+n°)X .

Planche n° 3

Exercice 1

Posons f (x)=x"+ xn—1.

Pour tout ne N', la fonction f, est polyndmiale, donc dérivable sur R et f,': x> nx"" +n.
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Sur [0,1] , f,' est strictement positive, donc f, est continue (car dérivable) et strictement croissante
de f,(0)=-1<0 a f, (1)=\/; >0. D’apres le théoreme de la bijection continue, f, s’annule

exactement une fois dans [O, 1] , autrement dit :

L’équation x" + x\/; —1 admet une unique solution dans [O, 1] , notée u, .

« 1 1
P tout N, —e€]|0,1], —€|0,1] et :
our tout ne \/;e[ ] ne[ e

Ona fn(%j>0 et n" >n,donc pour n>3 :
n

11 1 11 . 3-243

ﬂ(—jS—+———1S—+———1_————<O.
n n \/; 3 \/5 3\/5
Comme f (u,)=0, f, eststrictement croissante sur [O, 1] , ceci donne pour tout entier n =3 :

1 1
—<u,<—.

n Jn

Alors, par le théoreme de gendarmes :

lim u, =0

n—+oo

Comme la série harmonique Z— diverge, par comparaison de séries positives :
n

La série ZMn diverge.

Ona lim u, =0 etpourtout ne N*, f,(u )=u"+u,n-1=0, donc :

n—+oo

1—u,Nn=u"=exp(nlnu, ) ———0.

n—>+oo

. 1 1
Ainsi, u, ~—= . Posons alors u, =—(1—¢,) avec €, =0 (car u,Nn —>1).

Jn Jn

La relation u, + unx/; —1=0 se récrit :

W' =l-u~n < {L(l—en)} =g, © 1ng”=—%lnn+ln(1—$n).

Jn n
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Donc :

In(ne,) _Ing, +lnn :—llnn+ln—n+1ﬂ(1—€n)-
n n n 2 n

Et comme ln—n+ln(1—8n)—>0,ona ln—n+ln(1—8n)= 0 (—%lnnj et ainsi :
n n n—>+oo

Inwe)  _lyn o ln(nen)~—%nlnn.
n

On adonc In(ng,) > —oo,d’olt ng, — 0, autrement dit :

Ainsi :
1 1 1
U =—(l-¢ J=—=+ o |—=|.
e = o (]
" (=D" 1 L : 1 L.
Donc, (-1)"u,——== o0 | —=| et comme la série de Riemann z converge, la série
\/; n—>+o }’l\/; n\n

-1 . -1)" . ) ) .
Z((— D"u, —( ) j converge. Or, la série Z( ) vérifie le critere spécial des séries alternées,

Jn Jn

donc converge et finalement :

La série Z(— D)"u, converge.

Exercice 11

Si U et V sont semblables, il existe Qe GL, (C) telle que V=07'UQ.

P
Soit P=ZakaeC[X].Ona:

k=0

P(V)= iaka = ﬁak (0"'vo) = ﬁak (0'v*Q)=0" (iakU"jQ =0"'PU)Q.

k=0
Donc :

Si U et V sont semblables, alors P(U) et P(V) le sont aussi pour tout Pe C[X].

A’ 2AB A’ 3A’B .
Ona M’ = , M’ = . On conjecture que pour tout ke N :
0, A 0, A

't _(A" kA"‘lBj

n

0 A

n

La formule est vraie au rang 1 (et 2, et 3).
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Supposons que la formule est vraie 2 un rang k€ N". On a alors :

M"“—M"M—(Ak kA"‘lB](A BJ_(AM A"B+kA"’1BAJ
0

i Ak On A On Ak+l
A" A*B+kA'B A" (k+1)A'B
= O Ak+l = O Ak+1

La formule est donc vraie au rang k +1.

Ainsi, la formule est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k€ N c.

)4
Soit alors P=Zakae(C[X].Si n>1,ona:

k=0

P p I, 0 P A* kAY'B
PM)=> aM"'=al, +> aM" =a0( j+zak(
k=0 k=1

aoln+iakAk ikakA"‘lB iakAk (ikakAHjB
k=1 —

_ k=1 k=0 k=1

p
0, a,l, +> a,A* 0, > a, A"
k=1 k=0
Soit :
P(A) P'(A)B
P(M) = (A) (A)

0 P(A)

On suppose que A est diagonalisable et B=0, .

Alors, il existe un polyndme scindé€ a racines simples tel que P(A)=0, . On a alors :

P(A) P'(A)Bj ~ (on P'(A)Onj o

0 P ) 0 0

n n

P(M):(

Ainsi, P est un polyndme scindé a racines simples annulateur de M, donc :

M est diagonalisable.

On suppose que M est diagonalisable.

Alors, il existe un polyndme scindé€ a racines simples tel que P(M)=0,, , soit :

(P(A) P '(A)B) {P(A) =0,
= 02n S
0 P(A) P'(A)B=0,

n

Comme P est un polyndme scindé a racines simples qui annule A, donc A est diagonalisable (et le
spectre de A est inclus dans I’ensemble des racines de P).
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Alors, il existe Qe GL, (C) tel que Q7'AQ =D =diag(A,,...,\,) et:

n

Q~'P'(A)Q = P'(D)=diag (P'(\)), ..., P'(\)) .

Or, les A, sont les valeurs propres de A, donc racines de P, donc pas de P' (car les racines sont

simples). Ainsi, pour tout k € [[l,n]] , P'(A,)#0 et P'(D) estinversible, donc P'(A) I’est aussi.
Alors, P'(A)B =0, implique que B=0, .
Finalement, si M est diagonalisable, alors A ’est aussi et B =0, : la réciproque est vraie.

D’ou :

M est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable et B=0, .

Planche n° 4

Exercice 1
Pour la définition du rayon de convergence d’une série entiere, voir le cours.

Pour tout ne N,ona:
1"
I3

Or, le rayon de convergence de z al

X
et
n+1 Z“2(n+1)

& ! <u < ! .
0]4¢* 2(n+1) " n+l

n

A . X .
est le méme que celui de Z—, qui est 1.
n

Donc :

Le rayon de convergence de ZMnx" est R=1.

Soit xe ]—1,1[.

Pour tout Ne N ettout 7€ [0,1],on a |xt|<1 et:

i n 1 1_(xt)N+l
- 01+t l1-xt
Donc :
N ., 1 1 1_ (XZ)N+1 1 dt . 1 tN+l
Zunx =IO v alzfzjo—2 —x" 1[0—2 dt
e —xt d+tHA—-1x) (I+HA—-1x)
1 1
Et, pour tout 7€ [0,1] < , donc :

CA+)(A-tx) " 1-|x

N+1 N+1 1

NI t N+l t _
=1 I0(1+z2)(1—m)dts|x| J‘01—|x|dt - N+2

N+l ‘

N+ J
IO (1+£°)(1—-1x)

10
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| |N+1 N+l

. 1 .
Comme lim —— t =0 par comparaison et

=0 (car |x|<1), ona lim xN“J-l !
N—>+w1_|x|N+2 N —>+oo

2—d
0+ )A—-1x)

donc :

< . (! dt
S(x)_;”"x =1, A+ (1—tx)

Or, pour tout xe |—1,1[ et tout r€[0,1] :

1 B 1 xt+1+ x
(1+)A-tx) K*+101+* 1—1x)

Donc :

T [ e 1 (x¢1 2t 1 odt 1 dt
S(x) = + dt = = dt + +x*
= ~[0 x2+1(1+t2 l—txj x2+1(2~[01+t2 J-01+t2 Iol—txJ

1 X 1
= > +1(E[ln (1+t2)}0 +[arctant]§) +x[— In (1—tx)]i)j

Soit, pour tout xe |—1,1] ;

1 In2 T
S(x)= —x+——xIn(l-x
) x2+1( 2 4 ( )j

n+l n
t
Pour tout ne N et tout 7€ [0,1],ona 0<—— <——<", donc:
147 1+t
L 1
0<u,, <u, <[ r'dt=—o:
0 n+l

Avec le théoreme de gendarmes pour la limite, on peut conclure que la suite (u,),_ est décroissante

de limite nulle, donc la série Z(— 1)"u, vérifie le critere spécial des séries alternées, donc converge

et ainsi :

S(—1) existe.

On montre comme plus haut que pour tout Ne N :

ul . i dt M
>0, = [ et (- )V [ —————d.
pr I+ +1) O(A+t)(A+1)
Puis que :
< 1 dt 11 1-t 1 (1 dt 1ot 1 dt
SED)=> -D'u = ——=| = +— |dt=— - dt+| — |.
=D ;;( Vi, jo(l+t2X1+I) ~[02(1+t2 1+tj 2(j01+t2 j01+t2 01+tj

Soit :

I(m In2
o ”7(2*7}

11
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Exercice 11

Si f*=g’=id,, alors que fet g sont des symétries, donc :

fet g sont des automorphismes de E.

Comme f et g sont des symétries, on a Sp(f) c{-1;1}, Sp(g) c{-1;1}, et fet g sont diagonalisable
(donc Sp(f) et Sp(g) ne sont pas vides). Ainsi :

Sp(f)={1} ou {-1} ou {-1;1}.
Et il en va de méme pour Sp(g) .
e Si Sp(f)={1}, alors, comme f est diagonalisable, f =id, et donc fg+ gf =2g =0, mais ceci
est impossible car g =id,, donc g #0. Ainsi, Sp(f)=#{1}.
e De la méme fagon, ona Sp(f)#{-1},carsinon f=—id, et fg+gf =—2g=0.

Finalement :

Sp(f)=Sp(g)={-1;1} etfet g sont diagonalisables.

Soit xe ker(f —id,).Ona f(x)=x,donc:

(fe+gf)x)=f(g(x)+g(f(0))=f(g(x)+g(x)=0.

Soit, g(x)e ker(f +id,) etdonc :

g(ker(f—id,))cker(f+id,).
Ainsi, g induit une application linéaire de ker(f—id,) dans ker(f+id,). Notons g cette
application linéaire.
De méme, si xe ker(f +id,), ona f(x)=—x et f(g(x))=—g(f(x))=—g(-x)=g(x), donc
g(x)e ker(f —id,) etainsi :

g(ker(f+id,))cker(f—id,).

Or, f est la symétrie par rapport & ker( f —id, ), parallelement & ker ( f +id, ), donc :

E=Xker(f—id,)®ker(f+id,).
Donc :
g(ker(f—id,))+g(ker(f+id,))=g(ker(f—id,))® g(ker(f +id,)).
Et:
dim| g (ker(f —id,))® g (ker(f +id,)) | =dim g (ker(f —id,))+dim g (ker(f +id,)).

Comme g est bijective, ker g ={0} et g(E)=E.

12
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e kerg =ker(f—id,)nkerg={0}, donc g estinjective.
o E=g(E)cg(ker(f—id,))® g(ker(f+id,))cker(f—id,)®ker(f+id,)=E donc:
g(ker(f—id,))® g(ker(f +id,))=ker(f —id,)®ker(f +id,).

Avec les inclusions g(ker(f—id,))cker(f+id,) et g(ker(f+id,))cker(f—id,), ceci
donne g (ker(f—id,))=ker(f +id,) (et g(ker(f+id,))=ker(f—id,)).

Ainsi, g est surjective.

Finalement, g est une application linéaire bijective, donc un isomorphisme et ainsi :

g induit un isomorphisme de ker( f —id, ) dans ker(f +id,).

On a immédiatement dimker ( f —id, ) =dimker(f +id,) et donc :

dim E = dim| ker (f —id, ) ®ker(f +id,) |
=dimker (f —id, )+dimker( f +id,)
=2dimker(f —id,)

Ainsi :

E est de dimension paire.

On pose dimE =2n.On a dimker(f —id,)=dimker(f +id,)=n.

Soit alors (e, ..., ¢,) une base de ker(f—id,). Comme g (ker(f—id,))=ker(f+id,), la famille
(g(e), ..., g(e,)) une base de ker(f +id,).

On a alors pour tout k€ [Ln], f(e,)=¢, et f(g(e,))=—2g(e,).

De plus, la famille B=(e,,...,e,, g(¢,), ..., g(e,)) est une base de E adaptée a la décomposition
E=Xker(f—id,)®ker(f+id,) et:

IV! On
MB(f):(O _J j

n

Enfin, pour tout k€ [1,n], g(e,)=g(e,) (Det g(g(e,))=g"(e,)=¢,, donc:

On IV!
MB(g)Z(I 0 j

n n

Finalement :

1 0 0 I
Il existe une base de E dans laquelle les matrices de fet g sont (O" ; j et (I" O" j .

13
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Série 2

Planche n° 5

Exercice 1

Remarquons que x> ax+b est solution de (E):(x*—1)y"+2xy'—2y=0 si et seulement si
2ax—2(ax+b) =0, soit b=0, donc les fonctions linéaires x — ax sont solutions de (E) est la seule
fonction constante solution de (E) est la fonction nulle.

Soit maintenant 4 :x - Zakxk avec n=2 et a, #0, une éventuelle solution polynomiale de (E).
k=0

On a alors pour tout xe R :
(x* =D k(k—Dax* 7 +2x) ka,x*' =2> a,x* =0
k=2 k=1 k=0

e Y (K +k-ax" =Y k(k—-Dax"? =0
k=0 k=2

= z (k—=1)(k +2)a,x" — f: (k+2)(k +1)a,,,x" =0

k=0 k=0

& (n-D(n+2)ax"+n-2)(n+ha, x"" + z [(k=Da, —(k+Da,,,](k+2)x" =0

k=0
Par unicité des coefficients, on obtient a, =0, ce qui est absurde.

Finalement :

Les seules fonctions polynomiales solutions de (E) sont les fonctions linéaires.

On pose y(x) = xz(x) en prenant z deux fois dérivable sur un intervalle / de R .

On a, pour tout xe I, y'(x)=z(x)+xz'(x) et y"(x)=2z'(x)+xz"(x), donc :

(X =Dy"(0)+2xy'(x)=2y(x)=0 < (-1 [2z '(X)+xz "(x)] +2x [z(x) +xz '(x)] —2xz(x)=0
& x(xX*=1Dz"(x)+22x -1 z'(x)=0

Donc :

La fonction z vérifie I’équation différentielle (E") : x(x* —1)z"+2(2x* =1)z'=0.

Pour tout xe R\{-1;0:1} :

14
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La fonction z' est solution de (E") : x(x* —Du'+2(2x* —1)u =0 qui est une équation différentielle

linéaire homogene d’ordre 1, dont les solutions sur tout intervalle / inclus dans R \{— 1;0;1} sont de

la forme :

x 2—4¢
1t 1)

xb—)Kexp(j dtj avec KeR.

Or:

x2—4t2 _ x g L L _ ~ - v
jt(tz—l)dt_ j(t+t—1+t+ljdt_ (21n|x|+1n|x 1|+1n|x+1|)— ln‘x ¢ x)‘.

Donc, pour tout xe 7, x(1—x%) est de signe constant, et :
_ 2
exXp I 2 24t dt :i%
1t =1) x(1-x7)
1 1 1 1

Ainsi, z' est de la forme z'(x)z#z) avec A€ R, donc z'(x)zk(iz+5—1+51—j et :
X X x+ -X

x (-

z(x)zk(—l+lln|1+x|—lln|l—x0+u avec A,ue R.
x 2 2

Et ainsi, les solutions de (£) sur tout intervalle inclus dans R \{— 1;0;1} sont les fonctions :

X Ax —l+lln1+—x +ux=»>A ﬁlnl_i_—x—l +ux
x 2 |1I-x 2 |1-x
avec A,ue R.
Remarquons que les fonctions f, :xH%ln(l—i_—xj—l et f,:x> x sont de classe C* sur |—1,1]
- X

1+ . . .
(avec 1_x > (), et sont deux solutions non proportionnelles de I’équation (E) sur ] -1,1 [
—-X

2x
xt -1 x* -1
homogene, normalisée d’ordre 2, donc I’ensemble de ses solutions est un espace vectoriel de
dimension 2, qui contient Vect(f,, f,) (qui est lui-méme un espace vectoriel de dimension 2).

Or, sur ]—1,1[, (E) se récrit y"+

y'— y =0 qui est une équation différentielle linéaire,

Ainsi :

Les solutions de (E) sur ] -1,1 [ sont les fonctions x — 7{% In (l-l-_xj —lj +ux avec A,ueR.

1-x

Exercice I1

L’application (P,Q) (P, Q> = j(: PQ est un produit scalaire sur R[X ] : ¢’est du cours.

Orthonormalisons la base canonique (1, X, X?) de R,[X] par le procédé de Gram-Schmidt.

15
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Ona ||1||2 = j(:l =1, donc 1 est normé.

Cherchons ae R tel que <X +oc,1> =0.0na:

1 1
(x +Oc,1>=.[0(t+oc)dt=§+oc.

1
Donc, X —— est orthogonal a 1.

Cherchons a,be R tel que <X2+aX +b,1>=<X2+aX +b,X>:O. Ona:

<X2+aX +b,1>=j1(t2+at+b)dt=l+la+b
0 3 2

<X2+aX+b,X>=Il(t3+at2+bt)dt=l+la+lb
0 4 372
Donc :
1 1 1
(X*+aX +b,1)=0 FH7ath=0 b=—
= 6
2 _
<X +aX+b,X>—0 l+la+lb=0 a=-1

L. 1
Ainsi, X*— X +E est orthogonal 4 1 et X.

Enfin :

2 1
X - X 44 :jl(tz—wlj dtz{t4—2t3+it2—lt+i} L S S S
6] o 6 3 3 36), 5 2 9 6 36 180
Ainsi :
Une base orthonormale de R,[X] est (1,«/3(2X —1),«/5(6X2 -6X +1)).
Ona:

inf 0‘(# —ar—b)’dr=inf [X*—(aX +b)H2

(a.b)eR? (a,b)eR

— inf HXZ—PHZ=[d(X2,R1[X])T=HX2—P(X2)H2

PeR,[X]

. 1
Ou p(X?) est le projeté orthogonale de X* sur R,[X]. Or,onavuque X° - X +g est orthogonal

aletX,donc XZ—X+é€ (R,[X])" et p(Xz)zX—é.

Ainsi :

2

inf Ol(z2 —at—b)*dt =Hx2 -X +%

(a,b)eR

16
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Planche n° 6

Exercice 1

Notons ® I’application qui 2 Pe R, [X] associe (P(A,), ..., P(L,))e R".

Comme, pour tout k [[1, n]] , I’application évaluation P +> P(A,) est linéaire, ® est linéaire.

n—1
Soit (b, ...,b,)€ R". Soit P=> a,X*e R, [X].Ona:

k=0
a, A" +..+al +a,=bh, a, b,
(PO, PO = (b sb,) e |G Frt @bty =b, v 4=
a AN7'+..+al +a,=b, a,, b,
| T
avec V = 1 )”.2 ' }Lg.il
LA e
Comme les réels A,, ..., A, sont deux a deux distincts, la matrice de Vandermonde V est inversible.
a, b,
Ainsi, il existe un unique (ao, a, ...,an_l)e R" tel que V Cf‘ = bf . Ainsi, il existe un unique
a.) b,

Pe R, [X] tel que ®(P)=(P(N),...., P(A))=(b,,....b,), donc P est bijective et finalement :

®:R, [X]>R"; P> (P(A),..., P(A,)) estun isomorphisme.

Soit ge L(E) tel que fg=gf, he Sp(f) et E, =ker(f —Aid,).

Comme f est endomorphisme d’un espace E de dimension n admettant n valeurs propres distinctes, f
est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites.

Pour tout xe E, telque x#0,ona E, = Vect(x) et:
f(8()=g(f(x)=gMx)=hg(x).

Ainsi, g(x)e E, = Vect(x), donc g(x) est colinéaire a x, autrement dit :

Tout vecteur propre de f est vecteur propre de g.

Comme f est diagonalisable, il existe une base (e,,...,e,) de E composée de vecteurs propres de f.
Or, tous ces vecteurs sont aussi vecteurs propres de g, donc :

fet g admettent une base commune de vecteurs propres.

17
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Exercice 11

Pour Z=X+Y © Z(A+W), c’est du cours.

Soient k,ne N avec k<n.Ona:

P(X=klZ= )_P((X:k)ﬂ(Z=n))_P((X:k)m(yzn_k))
= =n)= p(Z:n) - P(Z:n) .

Comme X et Y sont indépendantes, X < Z(A), Y © Z(u) et Z © Z(A+W), on obtient :

)\‘k n—k
e_}”ie_p- H
k, n—k
P(X —k1Z=n)o PE=OPE=n=b) kI (k! _ n! Mu
P(Z:n) e_(}ﬁ_u)M k'(l’l—k)'(k+u)" .
n!

Soit :

P(szlZzn):(Zj(})tr:)n

En posant pz%,ona l—sz,donc:
+uU +U

R A Wt ()
P(X_klz_n)_(kj(?u+u)k (7\,+u)"_k_(kjp a-p)*.

Alors :

On reconnait une loi binomiale de parametres n et p=——-.
U

Planche n° 7

Exercice 1
Soit ue L(K) et Pe K[X] tel que P(0)#0 et X P(X) annule u.

Ona P(X)=XQ(X)+P(0) avec Qe K[X],donc XP(X)=Q(X)X*+P(0)X et:
Qu)u* +PO)u=0.
e On atoujours keru c keru’.
e Soit xe keru®*.Ona u’(x)=0 et :
Qw)u*(x)+POu(x)=0 < POu(x)=0 < u(x)=0 (car P(0)#0).

Donc, xe keru et ainsi, keru® c keru .

Ainsi :

keru = keru’

18
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Si u est nilpotent, alors il existe pe N tel que u” =0.
Prouvons alors par récurrence descendante sur k que u* =0 pour tout k € [[1, p]].

Par hypothese, la propriété est vraie au rang p.

Supposons la propriété vraie a un rang k € [[2, p]] (s’il y a lieu, autrement dit si p =>2).

Alors, en composant Q(u)u” + P(0)u =0 2 droite par «*~, on obtient, avec P(0)#0 :
1
wWut + PO '=0 o u"'=———0wu".
Ou) ) PO) Ou)

1

Or, par hypothese de récurrence u* =0, donc u*™' =0 et la propriété est vraie au rang k —1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout ke [[1, p]], et en particulier pour

k=1, soit :

u=0

Exercice 11
an

Montrons par récurrence double sur n que pour tout ne N, 0< - <1.
n!

¢ Onaa,=a, =1,donc O<&=1£1etO<ﬁ=1£1.LapropriétéestvraieauxrangsOet1.
o 0! 1!

RPN a a
e Supposons la propriété vraie a des rangs n et n+1. On a donc O<—"'Sl et 0<ﬁ£1
n. n+1)!

donc :

O<a,<n!et O0<a,, <(n+l)!

Alors :
O<a,,=a, +(n+ha <(n+D!+n+Dn!=2n+D!<(n+2)(n+1])!=(n+2)!

a g2 .
Donc, 0 <—2*2—<1 et la propriété est vraie au rang n+2.
(n+2)!

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout ne€ N, soit :

a
0<—2<1
n!

a .. . a
Comme pour tout ne N, 0< —”' <1, le rayon de convergence R de la série enticre Z—”‘x" est au
n. n.

moins égal a 1. Pour tout xe |- R,R[, f(x)=za—"‘x” et:
n>0 .
a a

flx)= Z‘ﬂnx”_1 = D e
n2l n' n=1 (n_l)' n=0 n'
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Et:
f"( ) Z n+1 _Z a1 ) xn:z n+1+(n+1)a X"
nx1 n>1 (n 1)' n=0 n' n>0 n'
a _ a
LR z +Z—x —z —L x" +xz 1 x4 ) Ly
n>0 n' n=0 ! n>0 N n>0 n! nl1 (n_l)' n=0 n!
—z ”“x +xz ”“x +Z—x —(1+x)z "“x +Z—x
n=0 ‘ n=0 ' n>0 n=0 ‘ n>0
=(+x) f'(0)+ f(x)
Ainsi :

f: xHZ—x est solutionde (E): y"—(1+x)y'—y=0.

n=0 n

On vient de voir que (E) admet au moins f pour solution.

Soit maintenant g une solution de (E) sur un intervalle / de R . On a pour tout xe I :
g"(=>10+x)g'x)+gx)=h'(x)

avec h:x (1+x)g(x). Alors, g'(x)=h(x)+k avec ke R, soit :

g'x)=>0+x)g(x)+k.

1,

X+—Xx
Les solutions de y'—(1+x)y=0 sont les fonctions x+> Ke 2 et la méthode de variation de la

1 1
x+—x2 px —t——t

constante donne x+> ke ? j e % dt comme solution particuliere de y'—(1+x)y =k, donc :

gixAe 2 .[Oe Y drrpe 2 avec (Lu)e R2.

+ix2 12 12

Ces fonctions étant définies sur R :

1>

Les solutions de (E) sur R sont les fonctions x - e e (7» J-: e_t_El dt+u] avec (A,u)e R”.

Remarquons que f(x)= Z—x —a0+a1x+Z—x —f(0)+f(0)x+2—x donc :

>0 N n>2 N nx2 N
fO)=a,=1 et f0)=a,=1.

Comme f est solution de (E) sur |—R,R[ (avec R21), il existe (A,u)e R tel que pour tout

1o I
xe|-R,R[,ona f(x)z?ueﬁax Ioe 2 dt+pe 2 et:
F(0)=1 u=1 A=0
=N =N
£0)=1 A=l u=1
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Ainsi, pour tout x€ |- R,R| :

X72

f(x)= Z—x =¢ 2

Or, xe' et x> e sont développables en série entiere sur R, donc R =+ 0.

On a alors pour tout xe R :
ixz n 2n
f=ee = Y= |IY= Z > b
n0 n' n20 2" ' R n=0

1
avec b,,,, =0 eth,, = 2,, pour tout pe N.

Avec le produit de Cauchy, on obtient :

T Z(Z< Y jx

n=0 \ k=0

Donc, pour tout pe N :

2p

2 1
<2p>' 2p k>' “kz@p 2k>'2"k'

2p+l

a2p+1 S 1
= b=, :
Qp+)! & (2p+1 k)! k:0(2p+1 2k)1 24 k!

Soit, pour tout pe N :

N 2p)!
> 2“k1(2(p—k))!

k=0

-~ 2p+1)!
Dapa kz_:;z"k!(z(p—k)ﬂ)!

Planche n° 8

Exercice 1

—nx —nx

. e ) e
Pour tout xe R, et tout ne N , on a |un(x)|: et la suite (

j décroit vers O, donc la
n
neN

série numérique ZMn (x) vérifie le critere spécial des séries alternées, donc converge. Ainsi :

La série de fonctions Zun converge simplement sur R, .

—nx

e . .
= ————>+ o et Zu (x) diverge grossiecrement, donc
n n—+oo n

Remarquons que si x<0,

I’ensemble de définition de f = Zun est R, (et pas plus).

nx1
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n x , , :
Pour tout ne N et tout xe R, , avec la propriété de majoration du reste d’une série alternée, on a :

F) =D u, (0| <u,, (1) € —
k=1
Comme ! T 0, on a sup f(x)—Zuk(x) ————0, donc la série de fonctions ZMn
n+ xeR, k=1

converge uniformément sur R, et comme toutes les fonctions u, sont continues sur R, (car
proportionnelles a une fonction exponentielle) :

La somme f = Zun est continue sur R, .

nx1

Pour tout ne N, u, est de classe C' sur R, (car proportionnelle 2 une fonction exponentielle)

n+l —nx

avec u, "1 x> (=1)

, e e CURS e PR z *
Pour x>0, ZLtn' vérifie encore le critere spécial des séries alternées et pour tout ae R, et tout

X€ [a,+ oo [, on a, a nouveau grace a la propriété de majoration du reste d’une série alternée, pour

tout ne N*
+ oo n
zuk '(.X) _Zuk '(.X) n+1 (X)| _ e—(n+1)x < e—(n+l)a )
k=1 k=1
+o0
Comme ¢ " ————0, on a sup ZMk '(x)— ZMk '(x))——=—=—0, donc la série de fonctions
xeR, | k=1 k=1

Zun " converge uniformément sur [a ,+ oo [, ce qui permet de conclure que f = Zun est de classe

nx1

C'sur [a,+o[ et f'=> u,". Ceciest vrai pour tout a€ R, donc :

n=1

f=Zun est de classe C' sur R’ et f':Zun'

nx1 nx1

Pour tout xe R, ,ona 0<e *<1 et:

FO=Du,'x)=) (-)"e™ == (-e")" =

n>1 n>1 n>1

Donc, pour tout xe Ri, f(x)=—In(1+e ")+ k avec k constante réelle. Et f est continue sur R,
donc f(0)=—-1In2+k, soit:

k= f(O)+1n2=Zun(0)+ln2=z(_ S i In2=-In2+In2=0.
n21 nx1
=D" _ v GRS
Le résultat Z =—1In2 se prouve (par exemple) avec la formule 2( " x" +1—,
n>1 n n=0 +Xx

puis en faisant tendre N vers ’infini dans :

[l Zj( 1) ¥ dx| = 1n2+Nz+l( Ok

0l+x

1
N+2

1 (_ x)N+1

0 1+x

dx

1
< IO Ny =

22
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Finalement, on obtient pour tout xe R, :

fx)==—In(I+e ")

Exercice I1

Notons (e;,e,) la base canonique de C?, identifi¢ 2 M, ,(C).Ona:

C(e,—e,)=0
C(e)=¢

1 0) | 1 1 .
C=R R avec R= =R .
00 0 -1

1 I
Posons Qz(on ; j.Ona Q*=1,,,donc Qe GL, (C) et Q"' =Q.Deplus:

_1B_A0n
QBO=, 4|

n n

Donc, Sp(C)=1{0,1} et:

n n

Si A est diagonalisable, il existe Pe GL, (C) telle que P~'AP =D ou D est diagonale.

P 0, L (PM O
Alors, en posant P, = o I ,ona P eGL, (C) avec B~ = "let:

n n

o PO VAO )P O, P'AP 0 D 0,
P~'Q 'BOP, = n = nl=
On On OVI On On On On On On On

Comme A est diagonale et QF, € GL,, (C) :

-1

(QF) B(QR)

B est diagonalisable.

De plus, si ), estle polyndme caractéristique d’une matrice M, on a :

XI -D 0,
0

n n

=det(X1,-D)det(X1,)=x,X"=x.X".

XB:XA:‘

Donc :

Sp (B) = Sp (4) {0}
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Préparation aux oraux : CCP — Série 3

Planche n° 9

Exercice I

Soient ke N et ne N.

n

La fonction > t*e™" est continue sur R, en tant que produit de telles fonctions.

De plus :
1
2

. , +eo dt
j par croissances comparées et J' —- converge, donc,

nt

e quand n#0, ona t‘e™ = o ( .
t

-+

+oo
I . t“e”"dt converge ;

+oo +oo
e quand n=0,o0na t*>1 pourtout r>1 et I dt diverge, donc, I . te"dt diverge.

Ainsi, pour ke N et ne N :

+oo . .
I, = IO t*e”"dt converge si et seulement si n#0.

Soient ke N et ne N".

La fonction ¢ > nt est une bijection de classe C' de R, dans R, donc en posant u =nt,ona:

+eo ] 1 1 =

k - k -

Ikn:I —ue " —du= k+1_[ uedu.
’ o n n ne0

+ o0

Et on a .[ . u'e “du=k! (déja vu ; se prouve par récurrence, a 1’aide d’une intégration par parties
+oo0 +oo

entre 0 et Ae R, qui donne IO e du = (k +1)IO u“e "du en faisant tendre A vers + o).

Ainsi, pour tout ke N et tout ne N :

~
|

ko T k4l
n

Pour tout ne N” et tout xe R ,ona:

(n+D! .
(n+1)n+2 :( n jn+1|x|: n e—nln(1+ij|x|: n e_1+”:*°“(1)|x|—>m
‘ n! n+l1 n+1 n+l1 note T
n+l _xn ‘
n
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D’apres la regle de d’Alembert, ’le " H<1, soit |x| <e, et diverge quand
n>1 e
m>1, soit |x|>e. Ainsi :
e

Le rayon de convergence de =e.

n=1

Soit xe]—e,e[.

Une étude rapide de la fonction ¢ +>te™" sur R, donne 0<te ' <e ' pour tout réel >0, et donc,

avec |x|<e, on a ‘txe" <l|xle”' <1 pour tout re R, .

Alors, pour tout t€ R, ¢ —tx#0 et:

Ix —Z(txe ) —Zte "yt

e’—tx 1-txe”" “5 ~

Posons f,(1)=t"e”"x" pour te R, et ne N'.

# . . .
e Pour tout ne N, f est continue, donc continue par morceaux sur R, , en tant que produit de

. Y T o o n!
telles fonctions et, d’apres ce qui précede, f, estintégrable sur R, avec .[ t"e"dt =—-.
0 nrH—

, continue, donc

e La série Z f, converge simplement sur R, vers la fonction 7> —
e —tx

continue par morceaux sur R, en tant que quotient de telles fonctions.

f.l= z — |x| converge, toujours d’apres ce qu’on

n=1

+ o0
e Enfin, comme xe€ |—e, e[, la série ZJ-O
n>1

a vu plus haut.

Tout ceci permet de conclure que pour tout xe ]—e,e[, = est intégrable sur R, et

IO e—txdt_zj f, . soit:

e —tx

[

nln

Exercice I1

Soit A une valeur propre réelle ou complexe de M et Z un vecteur propre (non nul) associé.
Ona MZ=MAZ ,donc M’Z=M(AZ)=AMZ =\*Z etde méme, M’Z=\Z
Comme M>—4M?*+4M =0, ,ona M?Z -4M*Z +4MZ =0, soit :

NZ—4ANZ+40NZ = (M =40 +40M)Z =0.
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Et comme Z #0, ceci donne A’ —4A* +41L=0. Ainsi :

Les valeurs propres de M sont racines de X° —4X°>+4X .

Ona X’—4X*>+4X =X(X —2)*, donc les valeurs propres (réelles ou complexes) possibles de M,

sont 0 et 2. Si note pe[[O,n]] la multiplicit¢ de O dans le polyndome caractéristique de M,

n—pe[0,n] estcellede 2 et :
Tr(M)=px0+(n—p)x2=2(n-p).
Alors, Tr(M)=0 donne n— p =0, donc 0 est la seule valeur propre de M.

Ceci implique que M —21 est inversible, et il en va de méme pour (M —21,)°.

Comme M’ —4M*+4M =(M -21,)’M =0, on obtient M =0, en multipliant par ((M —21n)2)_1.

Finalement :

La seule matrice de M (R) vérifiant M> —4M?* +4M =0, et Tr(M)=0 est la matrice nulle.

Planche n° 10

Exercice I

On a pour tout ne N :

2
nx

1 pourxe R,
+nx
fin=1" "
nx .
N ~ pourxe R_
+nx
. . 0 six=>0
Pour tout xe R ettout ne N , on a, avec €= ] :
1 six<O
2+e 2+¢ 2+e
nx X
fo ()= = =x.
n 1+ nx1+s l N xl+8 n—+oo x1+e
n

De plus, f,(0)=0———0.

n—>+oo

Ainsi, (f,) converge simplement sur R vers f:x+ x.

Soit ne N".

® Pourtout xe R, :

2
fn(x)—x|=| nx _|__ % :l nx :l - 1 Sl.
‘1+nx l+nx nl+nx n 1+nx n
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e Pourtout xe R :

P I I
" |1+ nx° l+nx®  2Jn 1+ Wnfx)? ~ 24n
car pour tout réel 7, ona 1+¢* —2t =(1—¢)> >0, donc 3 <l.

1
fn(x)—x|3m,

1 . .
Comme — < quand n =4, on obtient pour tout entier n =>4 et tout xe R,
n

1
2Jn

soit pour tout entier n =>4 :

1
fn—f|3m-

1 . .
Et comme N O,ona sup| f.=f |—>O par comparaison, autrement dit :
n "777 R

n—+o

sup
R

La suite de fonctions (f,) converge uniformément sur R vers f:x+> x.

Soit ne N. La fonction f, est de classe C' sur R et Ri, car rationnelle sur chacun de ces deux

intervalles, et pour tout xe R :

2x+nx’
n—(1+ nx)2 pour x >0
fn '('x) = 2 4
3x"+nx
HW pourx< 0
+nx

On a alors :
lim £, '(x)=lim f '(x)=0.
x—=0" x—0*
Comme la fonction f, est continue en O (car lim f, (x)=lim f (x)=0= f (0)), elle est de classe
x—=0" x—0"
C' en0,avec f,'(0)=0.
Ainsi, f, estde classe C' sur R.

De plus, pour tout xe R",ona f,'(x)—————1 et f,'(0)=0———0.

n—+oco n—+oo

. , . 1 pourx#0
Ainsi, (f,") converge simplement sur R vers x .
0 pourx=0
On a vu que pour tout ne N, f, est de classe C' sur R, donc f,' est continue sur R et si la

convergence de (f,") était uniforme sur [— 1,1] , alors la fonction limite serait continue sur [— 1,1].

Ce n’est pas le cas, car la fonction limite n’est pas continue en 0. Ainsi :

La suite (f,') converge simplement sur R et ne converge pas uniformément sur [— 1,1] .
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Exercice 11

Une matrice M est diagonalisable si et seulement si elle admet un polyndme P annulateur scindé a
racines simples. De plus, les valeurs propres de M sont des racines de P.

Posons P=X>-5X+6=(X -2)(X -3).

Le polyndme P est scindé€ a racines simples, donc si P(A)=0, :

A est diagonalisable et ses valeurs propres sont racines de X>—5X +6, donc 2 et/ou 3.

Notons pe |I0, n]] la multiplicité de 2 dans le polyndme caractéristique de A, et n— p est celle de 3.

21 0
Il existe alors Pe GL (R) tel que P"'AP =D avec D diagonale et semblable & [ 0 ’ 3’}’ "_pj )
n—p

n=p.,p

L’application f qui, a M € M, (R), associe MD+ DM est la somme de M +— MD et M +— DM ,
qui sont des endomorphismes de M, (R), donc :

L’application f est un endomorphisme de M, (R).

21 0
Quitte a remplacer Pe GL,(R) par PQe GL (R) avec D= Q[O ’ 3’}’"_ij_1 et Qe GL,(R),
n—p

n=p.,p

0 31

n=p.p n-p

21, 0,,,
on peut supposer que D = ’ .

Ml M2
Alors, pour tout M = o € M,(R) avec M,e M, (R),ona:

3 4

M, M,\( 21, 0, (20, 0, \(M M, (4M, 5M,
f(M)=MD+DM = " ’ = :
M, M,)\0O 31, )10 3, \Mm, M,) \5M, 6M,

n=p,p n=p,p n—-p

Donc, pour A€ R,ona:

AM, =M,

f(M)=\M & M, SM, =2 M, M) _ AM, M, SM, =AM,
SM, 6M, M, M,) A, M, SM, =AM,

6M, =AM,

Ceci donne donc trois possibilités :

Ml 0 n—
(;” " le M,(R)\M, e M,(R); ;

n=p,p n—p

o N=4 et ker(f—4idMl<R>):{(0

)\‘_5 . _ Op M2 .
o A=Setker(f-Sidy)=q| 0 o | MEB\MeM,, ,(R);;
3 n—p
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0 0
e A=6et ker(f—6id%(R)):{0 ’ ;4417]6 MH(R)\M4G_7\/1”_V(R)}.
n—-p,p
Or:
. Ml Op,n*P M M — 2
dim| o o e M R\M, € M, (R) = p
n—p,p n—p
. Op 2
dim M0 eMB\M,eM,, ,(R)=pn—p)+n—-p)p=2pn-p)
3 n—p
ml| O Ol mm M,_,(R)p=(n-p)’
dim 0 M, eM,B\M,eM, (R)r=(n—p)
n—-p,p
Donc :

dimker(f —4id,,  )+dimker(f —Sid,, g )+dimker(f —6id,, )
=p*+2p(n—p)+(n-p)’ =(p+n-p)’ =n’ =dimM,(R)

Ceci prouve que :

fest diagonalisable.

Pour toute M € M (R),ona:
gM)=MA+AM

=MPDP™'+PDP™'M

= PP '(MPDP PP+ PP '(PDP 'M)PP".

= P[(P‘IMP)D+D(P‘1MP)]P‘1

=Pf(P'MP)P"'
Si on pose W:Ar> PAP™', I'application ¥ est un automorphisme de M, (R), de réciproque
¥ ':A PT'AP et pour toute M € M (R) :

s =¥ (f (¥ (D)).

Ainsi, g=Wf¥', donc f et g sont semblables (en extrapolant le vocabulaire matricielle aux
endomorphismes) et comme f est diagonalisable :

g est diagonalisable.
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Planche n° 11

Exercice 1

Pour tout entier n =2, la fonction u, : x = est définie sur R, .

x"Inn
De plus :
(1/x) In

Inn note

—oo (car

) 1 ) )
® 3] xe ]0,1[ , —>1 et par croissances comparées, u, (x)=
X

Inx<0), donc Zun (x) diverge grossierement et S(x) n’est pas définie ;

-+

* si xe|l,+oo[, alors 0<l<1 et u (x)= o ((l/x)") ; comme la série géométrique Y (1/x)"
x n
converge, ZMn (x) converge et S(x) est définie ;

Inx

e gsix=1, =0, donc la série Zun (x) converge et S(x) est définie.

x"Inn

Finalement :

Le domaine de convergence simple de S est D = [1,+ oo[ .

Pour tout entier n > 2, la fonction u, est dérivable sur D en tant que quotient de telles fonctions avec

pour tout xe D :

n-1

n—1
0 (x) = 1 x n; Inx_ n (l—lnxj.

xX'Inn\n

1/n

Donc, u, '(x) >0 quand x < e’ et u,'(x)<0 quand x>e"™". Alors, u, est strictement croissante sur

U oo[ . Comme de plus, u, est positive sur D, on peut

[1,61/ ”] et strictement décroissante sur [e
conclure que :
1

enlnn

sup

u, (x)| = maxu, (x) =u, (") =
xeD xeD

Or, la fonction ¢+ l_ est continue, positive et décroissante sur [2,+ oo[ , donc par comparaison
tint

P 1 . .
série-intégrale, on peut conclure que Zl— (donc z ) converge si et seulement si
ninn

enlnn

I’intégrale I;mﬁ converge. Mais, pour tout X €[2,+ oo, LX% =In(InX)-In(In2) qui tend
n n

.ot dt . . R
vers +oco quand X — + co. Ainsi, _[ 2 Tt diverge et il en va de méme de Z:sup|u,Z , donc :
D

tint

S ne converge pas normalement sur D.
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Soient xe |l,+ o[ et ne N".Ona:

In x 1 (1Y
Zuk(x) = z u, (x)= z klnk—lnxz—(;j .

kzn+l kzn+l kzn+l o Ink

1 (1Y 1 IRy
Et comme Inx >0 et, pour tout k 2n+1, 1 . {Z—|—|,ona:
n

In(n+1)
k k L
n+l
Zuk(x)Slnx _r (lj __Inx (lj __nx e inlnx.
k=n+l G In(n+1) In(n+1) S5\ x In(n+1) l—i In(n+1) x" x-1
X

Or, I’étude de la fonction x > In x —(x—1) montre qu’elle est décroissante sur [1,+ oo[ et nulle en 1,

) 1 1
donc négative sur [1,+oo[. Alors, pour xe ]1,+oo[, ona —<I1 et O<Inx<x-1, donc ﬂﬁl,
X

x—1
d’ou:
u
Z (X )‘ In(n+1) (n+1>
Comme u, (1 ,on a bien pour tout xe D et ne N’
2z, k()‘ ")’ P
u
Z (X )‘ In(n+1) (n+1>
1 ) < , )
Comme ——>0 et pour tout entier n =2, z u, (x)| = S(x)—Zuk(x) , le résultat ci-
In(n+1) "7 kentl =2

dessus permet de conclure que S converge uniformément sur D. Enfin, on vu que les fonctions u,
sont dérivables, donc continues, sur D. Avec la convergence uniforme, ceci permet de conclure que :

La fonction S est continue sur D.

L 1 1 Inx
L’inégalité u, () =(Sx)= > u, (x)|< — établie plus haut est vraie pour tout
£ k;q () ‘ (x) kzzzl 3 )‘ In(n+1) x" x—1 P P

x€ |1,+ oo et tout entier n>2. Avec ln—xlS1 et en prenant 7 =2, on obtient :

x—

1 1
S —-u,(x)|<——.
| ()=, )| In3 x*

1 . ) .
Comme x> —; estintégrable sur D, S —u, I’est aussi.
X
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1 11 1 1 1 )
De plus, u,(x)= nx _ nx = (Tj et x> —— est intégrable sur D, donc u, est
X

= —= 0
2 1,5 1,5
x“Inn InnJx x°  xo+e

intégrable sur D.

X

Finalement, S =S —u, +u, est la somme de deux fonctions intégrables sur D, donc :

La fonction S est intégrable sur D.

Exercice 11

Soit xe ker f* Nnker(f—2Id).Ona f*(x)=0 et f(x)=2x.D’ou:

fr)=f@2x0=2f(x)=4x=0.
Donc, x=0. Ceci prouve que ker > nker(f—2Id)={0}, autrement dit :

ker f* et ker(f —21Id) sont en somme directe.

2 2 =2
Ona A*=|2 2 =2].
0 0 O

Remarquons que rg (f>)=1, donc dimker > =2 (d’aprés le théoréme du rang).
Si on note (e, e,,e,) la base canonique de R’ on a donc :
fz(el) = fz(ez) = fz(e3) = 261 +2€2

Alors, f’(e,—e,) =0 donc e, —e, € ker f*, mais f(e,)# f(e,),donc e —e, & ker f et ainsi :

Le vecteur e, —e, appartient a ker £, mais pas a ker f .

Soit x=(a,b,c)e ker(f—2Id).Ona:

a 1 1 —-1)\a a+b-c a a+b—-c=2a
Alb|=|-1 3 =3|b|=|—-a+3b-3c|=2|b| & {—a+3b-3c=2b
c -2 2 =2)\c —242b-2c c —2a+2b—-2c=2c
—a+b-c=0 a 1
& <—a+b-3c=0 = {a:b & |bl=a|l| & x=a(e+te,)
—2a+2b-4c=0 B c) o
Donc :

ker(f —2Id)=Vect(e, +e,).
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010
Si B=(¢g,¢,,¢&,) estune base de R? dans laquelle f'a pour matrice | 0 0 0 |, alors :
0 0 2

* f(g)=0,donc g ekerf ;
e f(g,)=¢,,alors f’(g,)=f(g,)=0,donc €, € ker f* et &, ¢ ker f ;
* f(g,)=2¢,,donc g, € ker(f—2Id).
Posons alors €, =¢, —e,, € = f(g,)= f(e)—f(e,) =—4(e, +e,) et €, =¢ +e,.

Comme €, et €, ne sont pas colinéaires et appartiennent tous les deux a ker f* (on vient de voir que

c’est le cas pour €, =e¢, —e, et € € ker f c ker f*), ona Vect(g,,€,) Cker £ et dimker f*>2.
Mais on vu que dimker f* <2 donc dimker f> =2 et ker f* = Vect(g,,¢,).

Alors :
ker f* @ ker(f —21d)= Vect(g,,&,)® Vect (g,)=E .

Et ainsi :

B=(—4(e,+e,),¢,—e,, ¢, +e,) estune base de R’ dans laquelle M, (f)=

o o O
oS o =
N OO

Si g>=f,alorsona f>=g" estun polyndme en g, donc f* et g commutent, d’ol :

ker f? est stable par g.

Notons alors g 1’endomorphisme induit par g sur ker f° = Vect(el,sz) .Ona:

gz(gl): 82(81) :f(81) =0
gz(gz): g2(€2): f(ez) 281

0 1
Donc, M(gl,gz)(g’):[ 0 Oj et le polyndme caractéristique de g est ¥, =X’. Alors, d’apres le

théoreme de Cayley-Hamilton, §* =0, ce qui est absurde car g°(g,)=¢, #0.

Ceci permet de conclure que :

Il n’existe pas de ge L(R’) tel que g*> = f .
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Planche n° 12

Exercice 1

Ona X(Q)=Y(Q)=N,doncavec Z=X+Y +1,onabien Z(Q)=N".

Alors, pour tout ne N, on a avec I’indépendance de X et Y :

P(Z=n+1)=P(X+Y=n)=Y P(X =k.Y=n—k)=3 P(X =k) P(Y =n—k).

k=0 k=0

Comme » P(Y =n)=1, il existe au moins un k€ N tel que P(Y =k)=0. Posons alors :
n=0

p=min{ke N,P(Y =k)=0}.
Alors,si n2p,ona P(Z=n+1)2P(X =n—p)P(Y =p), soitavec P(Y =p)>0 :

_
P(sz)

Comme la variable Z suit une loi géométrique, elle admet une espérance, donc la série z nP(Z=n)

OS(n—p)P(in—p)S (n—p)P(Z=n+1).

converge, donc la série Z (n— p)P(Z =n+ 1) converge aussi et ainsi,

La série ZP(Z =n) converge aussi (de somme 1) et donc Z(n— p)P(X =n-p) converge, donc
nzp

Y nP(X =n) converge, autrement dit X admet une espérance.

n=0

Avec 0<(n—-p)’P(X =n-p)< (n—p)*P(Z=n+1) et le fait que Z admet une variance

P(Y =p)

(loi géométrique), on montre de méme que ZnZP(X =n) converge, et donc que X admet une

n=0

variance.

Finalement :

X admet une espérance et une variance.

Comme X et Y suivent la méme loi, on a, par linéarité de 1’espérance :

E(Z)=EX+Y+)=EX)+EY)+1=2E(X)+1.

1 ) . .
Avec E(Z)=— (loi géométrique de parametre p), on obtient :
p

E(X)zl__p
2p

Comme X et Y sont indépendantes, on a :

VZ)=V(X+Y+D)=V(X+Y)=V(X)+V(I)=2V(X).
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l1-p
P

Donc, avec V(Z) =

l1-p
V(X)=
(X) 2

Comme X et Y sont indépendantes, on a G
G, =G, .Avec Z=X+Y +1, on obtient :

v+y =G4G, et comme X et Y suivent la méme loi,

G

=G :GXGY:G)?'

X+Y

) ) . 1 1
Or, Z suit une loi géométrique de parametre p e ] 0,1 [, donc pour tout t e } - { :

I-p 1-p
Z-1 z pt
IGZ_I(I):IE(I ):E(t ):GZ(I):m.
. p 1 1
Soit G,_,(t) =————— etdonc, pour tout t€ |———,——| :
1-(1-p)t I-p 1-p
G2(t - P
x(® 1-A-px’
¥ 1 1
Or, G, (t)=E(t") >0, donc pour tout r€ |———,——| :
l-p 1-p
14
G,(H)=
x (@ 1-(1-p)t

Pour tout xe |-1,1] :

-1/2 _ l _l _l_ _l_ _ n._n __ 2n x’l
(1—x) _1+n21n!( 2)( : 1)( : n+lj( )" x _;(njzzn'

Donc pour tout t € }—L,L{ :

-2 _ 2n) (- 2

T A2 2n
n>0 2 n>0 2

Comme G, (t) = ZP(X =n)t" , on obtient grace a 'unicité du développement en série entiere, pour

n0

tout ne N :

22n
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Exercice 11

D’apres le cours :

(f.e)—(f.g) :Ijlf(t)g(t)dt est un produit scalaire sur E =C([-1,1],R).

La fonction nulle appartient a F et G, et tout combinaisons linéaire de de deux fonctions de E nulles
sur [a,b] =[-1,1] est nulle sur [a,b], donc F et G sont stables par combinaison linéaire et ainsi, ce

sont des sous-espaces vectoriels de E.

Soit maintenant (f,g)e FXG.Ona:

(f.8)=] fOgwdi=[" fgwde+] FOg@ydi=]" f©)0dr+] 0g(t)dr=0.

Donc :

F et G sont deux sous-espaces orthogonaux de E.

Soit h=f+ge F+G avec (f,g)e FXG. On a alors h(0)= f(0)+g(0)=0+0=0, donc toute
fonction de F' + G s’annule en 0. Or, toute fonction de E ne s’annule pas forcément en 0, donc :

F et G ne sont pas supplémentaires.

Comme G LF,ona:

GCcF*

Soit ge F* et pour tout ne N :

g(0) quand xe [—1,—

}

= S |=

f,(x)=7—ng0)x quand xe [—%,

0 quand xe [0,1]

. . . 1
La fonction f, est continue sur [— 1,1] (car affine par morceaux avec raccordement en —— et 0.
n

Ona:
(f.8)=[ f.wgwdi=] " f,wgwydi+[" f,0gt)di

=[ " g@g@dr+ [’ (~ngO1)gr)di

Soit :

(£.-8)=8O] " g@ydr-ng©)  1g(t)dr
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La fonction f, est nulle sur [0,1], donc elle appartient & F et, comme ge F*,ona < £, g> =0.

_1
Alors, pour tout ne N*, g(O)j_l” g(7) dt—ng(O).[_Oltg(t) dt=0, soit :

s "gwydr=ng©]" 15)dr.

Donc :
2O gy = ng@w{gw) [rew dr} = nlgpw{n 2O 1e) dt} .

Or, comme g est continue sur le segment [— 1,1] , elle est bornée et il existe M € R, tel que pour tout
re[-1,1],

g(t)| <M . Alors, pour tout ne N :

|g(0)|M
2n '

ng©)|" tg(0)dr

<nlg) [ (~0)]g®]dr <n|gO)[", (- )M dr =

Comme lim M

n—+oo 2n

=0, le théoreme des gendarmes donne lim {n g(0) .[ _0 118(1) dt} =0 et ainsi :

2O gdr=0

On pose :
g(x)—g(0) quand xe[-1,0]
fx)=
0 quand xe [0,1]

La fonction f est continue sur [—1,1] (car g ’est et on raccorde en 0) et nulle sur [0,1], donc fe F .

Comme ge F*,ona <f,g>=0,soit:
(£.8)=] fwgmdi=["[g0-gO]g@di=[" ¢)?di-gO)" gwydr=0.

Donc, avec ce qui précede :
0 0
[ e@di=gO] gdr=0.

Comme g* est continue (car g I’est) et positive sur [-1,0],ona g*> =0, soit g =0, sur [-1,0].

Ainsi, g est continue et nulle sur [—1,0], donc :

geG

On vient donc de montrer que pour tout ge F L ona g € G, autrement dit, F 1 =G et comme on

avaitdéja G F + . one en conclut que :

G=F"
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Préparation aux oraux : CCP — Série 4

Planche n° 13

Exercice I

Pour tout ne N, f, est définie sur R et impaire.
Pour tout xe R, ettout ne N',ona:

£,(x) = xe V™ =%\/E2e’ n :%g(\/ﬂ)

avec g(t)=t'e .

La fonction g est définie, positive et dérivable sur R, (en tant que produit de telles fonctions) et pour
tout te R,, g'(t)=(2—1)te”". Alors, g' est positive sur [0,2], donc g est croissante sur [0,2], et
négative sur [2,+ oo [, donc g est décroissante sur [2,+oo[. Ainsi, g admet un maximum en 2 et,

comme g est positive, on obtient pour tout € R, :
4
HOBHOESS

Alors, pour tout xe R ettout ne N :

Comme f, estimpaire et f,(0) =0, cette inégalité reste vraie sur R entier, donc pour tout xe R et
4 4

fn (_)‘ “en’
n en

4 s
Comme —————0, le théoréme des gendarmes permet alors de conclure que :
en

tout ne N°,

f,(0)|<

La suite (f,(x)) . converge vers 0 pour tout xe R.

ne

Ce qui précéde permet aussi de conclure que pour tout ne N :

e
n en

Remarquons que f, : x = x n’est pas bornée sur R, donc | f0| n’admet pas de borne supérieure.

sup £, ()= max|f, (x)| =

4 . .
Comme — ————0, le résultat ci-dessus permet de conclure que :
en

La suite (f,) . converge uniformément vers la fonction nulle sur R .
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.
Pour tout xe R ,ona:

lim [nzfn(x)]z lim [nzxe_m}: * lim [«/nlxléte_m}:i lim X' * =0.

n—+o n—+o I_xl2 n—+o I_xIZX—>+o<:

Ceci reste vrai pour x=0 (car n’ f,(0)=0 pour tout ne N) et donc, pour tout xe R :

f,x)= o (izj
n—+o\ p

L. ) 1
Et, comme la série de Riemann Z_z converge, Z f,(x) converge et donc :
n

La série de fonctions z f, converge simplement sur R.

4 . . I .
On a vu que sup| fn| =— et la série harmonique Z— diverge donc :
R en n

La série de fonctions z f, ne converge pas normalement sur R.

Soit ae R’ .

. 1 .
Pour tout xe R, ettout ne N ,ona f (x)=—g (w/nx) et g est décroissante sur [2,+ oo [
n

) . 4
Or, on a nx22 pour nx24, donc si na24, soit n>2—, on a ~/nxe€[2,+c[ pour tout
a

x€[a,+oo[ et donc la fonction f, est décroissante sur [a,+oo].

o ) 4 )
Comme f, est positive sur R, , on obtient en posant N = E (—j +1, pour tout entier n =N :
a

sup

xela,+ oo

£,00| =

(@] =f,(a).
Par imparité de f,, on a alors pour tout entier n >N :

[, =f,(a).

sup
xe ]R\] — a,a[

Et comme la série z f,(a) converge :

Pour tout a€ R, la série Y f, converge normalement sur R\|-a,a|.

Exercice 11

D’apres le cours, N, estla norme 1 (donc c’est une norme).
L’application N, : f = UOI f()dt

|7

+Iol|f '(t)|dt est bien définie sur E, car pour fe E, f et f', donc

, sont continues sur [O, 1] . De plus, N, est homogene par linéarité de I’intégrale.
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Pour toute fe E,ona:
1 1 , 1 1 ,
Nl(f)z‘jof(t)dt‘+jo|f(t)|dt=0 & Uof(t)dt‘zjo|f(t)|dt=0.
Comme | f '| est continue et positive sur [0,1], J-;| f '(t)| dt =0 donne | f '| =0,donc f'=0 et f est
constante. Avec I (: f(@)dt =0, on obtient f =0.

Pour toutes f,ge E,ona:

<

[N B s I A e
[lcr+t=[1r+e1<[ (r1+lsD=] 171+ |¢]

Jue

Donc :

+Ll|f'|+ﬁlg'|=N1<f>+N1<g>.

N o=l Ll o]+

Ainsi, N, estune norme.

Enfin, pour f > cos(2nt),ona feE et:
N =|[Lrodf{f road+ [ o= o+ ro- 1o+ - 7o)

=Uolcos(27tt)dt‘+|1—1|+|O—O|:

1 1
— | sin( 27t
- [sin(2m)]
Donc, N,(f)=0 avec f #0, ce qui prouve que N, n’est pas une norme.

Finalement :

N, et N, sont des normes et N, n’en est pas une.

... et, 0 surprise, on ne reparle plus de N, dans la suite !

Soit feE et F:x— .[ ; f(t)dt. Comme f estcontinue sur [0,1] , F, qui est une primitive de f, est

de classe C' sur [0,1] (et méme C°, car fest C*). Le théoréme des accroissements finis assure
F(1)—-F(0)

alors I'existence de ce[0,1] tel que f(c)= 0

, autrement dit, avec F (1):I(: f@)dt et

F(0)=0:

Il existe ce[0.1] tel que f(c)=[ (: F(ndr.

Soit f € E. Le résultat précédent n’utilise que la continuité de f sur [0,1]. Comme | f | est aussi

continue sur ce segment, il existe c¢,d € [0,1] tels que f(c)= .[; f(t)dt et |f(d)| = j;|f(t)|dt.
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Alors :
Jilr@la=|[. s =|ra|-|r@l< | @) -| ol <l r@r- fol=|[ @,

Or, comme c¢,d € [0,1], ona 0<min(c,d)<max(c,d)<1 et:
‘ [“r dt‘ <] :((;)| F)des [ fwldr.
Ainsi :
j;|f(t)|dt—‘j;f(t)dz‘sjol|f'(t)|dz o j;|f(z)|dts‘j;f(t)dz‘+j;|f'(t)|dz.

Soit, pour toute fe E :

No(f)=N,(f)

Pour f:x+>1sur [0,1],0ona feE et Ny(f)=N,(f)=1, donc:

On peut avoir I’égalité N,(f)=N,(f).

Enfin, soit, pour tout ne N, la fonction f, :x+> x" sur [0,1].Ona f, € E pourtout ne N et:

1 1
No(f)=] 1 dr=——

1 1 1 n+2
N, = t"dt‘ +| nt"de= +1=
() U" '[0 n+1 n+l1
Donc, N(/,) =n+2————>+,donc, [Mj n’est pas majorée et ainsi :
No(fn) No(fn) neN"
Il n’existe aucun réel a tel que pour toute fe E, N,(f)<aN,(f).
Planche n° 14
Exercice I

—uy,

e :
On apour tout ne N, u,,, = >0, donc pour tout ne N, u, >0.

n+l1

Alors, pour tout ne N tel que n>2 (donc n—le N'):

e 1 1
<— & O<u,<—.
n n n

O<e" <]l & 0<

Le théoréme des gendarmes donne alors :

lim u, =0

n—>+oo
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* —_ . . — .
Onapourtout ne N, nu =e "' et lim u_, =0, donc lim e “' =1, soit :
n n—1

n—+oo n—>+oo

lim nu, =1

n—>+oo

Ce qui précede donne u, ~— et comme la série harmonique diverge :
n

Z u, diverge.

1 . 1
Comme u, ~—, on peut écrire u, =—(1+¢,) avec £,————0. Alors, pour tout ne N :
n n—+oo

n
1 e " 1 _, u
un+1:n+1(1+£n+1):n+1:n+1e ! < €n+l:e ”_1
—u 1 1 . 1 .
Or, uy,——0,donc g ,=e " —-1~-u, ~——~— —— etainsi € ~——, soit :
n—+oo n+l n n
n n+l n

i)
g, =——+o|—|.
n n

=D"u, = ¢ (1+g,)= D" (1_l+0(lDZ D" _(—12)" +0(i2j.

n n n n n n n

Alors :

=

Si on pose v, =(—1)"u, — pour tout ne N, on a

) 1 L. 1 L.
Ceci donne |vn| ~— et comme la série Z_z’ la série 2vn est absolument convergente, donc
n

n2
(Gl D"

n

convergente. Or, (—1)"'u, =v +

et la série z converge car elle vérifie le critere spécial

des séries alternée. Ainsi, la série Z (=D"u, estlasomme de deux séries convergentes, et donc :

Z (=D"u, converge.

Exercice 11

Ona:
10--01
A= : Do
10--01
10--00
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Notons B, =(e,, ..., e,) la base canonique de R", u I’endomorphisme de R" canoniquement associé

aAet C,...,C, les colonnes de A (identifiées a des vecteurs de R").

Les colonnes C, et C, ne sont pas colinéaires et sont les seules colonnes non nulles de A, donc :

rg(A)=2
1000
1001
Ona A*=|: : t ¢ |, donc Im A” = Vect(C,,C,)=Im A et ainsi :
1001
0001
rg (A*)=2
Remarquons que par le théoreme du rang, on a dimkerA=n—-2 et comme C,=..=C, _, =0, soit,
u(e,)=...=u(e, ,)=0, ona ker A= Vect(e,, ..., e, ).
Or:
n n—1
Vect(e,, ...,e, ,,C,,C ):Vect(ez,...,en_l,Zek,Zekj
n—1 n—1
= Vect (ez,..., nl,Zek Zek,z.ek—z.ekj
k=1 k=2
=Vect(e,,...,e, . €,,¢)=R"
Donc, B=(e,,..., e, ,,C,,C,) est une famille de n=dimR" vecteurs génératrice de R" : c’est une

base de R". Comme ker A = Vect(e,,...,e, ) et InA=Vect(C,,C,), on abien :

kerA®@ImA=R"

De plus, comme ker A et ImA sont stable par u, on a:
B, O
MB (u) — (0 0 n—2,2]
2,n=2 B

avec B,e M, _,(R) et Be M,(R). Et B, est la matrice de 1’endomorphisme induit par u sur
ker A=keru,donc B, =0, , etainsi:

0 0
On peut réduire A sous la forme A'= [O -2 ";’zj avec Be M,(R).
2,n-2

Remarquons que réduire A sous la forme A' veut dire que cette matrice et A sont semblables, et il en
va de méme pour A® et A'*, donc Tr(A)=Tr(A") et Tr(A*)=Tr(A").
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0 0
Or, Tr(A) =0, Tr(A)) =2, Tr(A")=Tr(B) et Tr(A'*) = T{[O " B’;‘zﬂ =Tr(B?), donc :
2,n-2

Tr(B)=0 et Tr(B*)=2

Ona rg(B)=rg(A")=rg(A)=2 etcomme Be M,(R) :

B est inversible.

Les matrices A et A” (calculée plus haut) donne u(e,) =C,, u(e,)=C, et:

u(C)=u(ule))=u’(e,)=C,
u(C,)=u(u(e,))=u*(,)=C,

Et comme B est la matrice dans (C,, C,) de I’endomorphisme induit par u sur Im A = Vect(Cl, Cn) ,

{0

Alors, x, =X’ —1,donc ), = X"7?(X*-1) etainsi :

ona:

Sp(A)={-1,0,1}

Remarquons que cette méthode n’est sans doute pas celle attendue car elle ne fait pas intervenir les
deux traces calculées.

Si on note Sp.(A) le spectre complexe de A, on a Sp.(A)={0,\,\,} avec A, et A, non nulles, on
a Spe.(B)={\,,\,} et Tr(B)=\,+L\, =0, donc A, =—A7,.

Comme B est trigonalisable dans M, (C), la trace de B> est A +A; =2\ =2, donc A, =1 et ainsi,
Spe(B) ={\,,A,} ={- 1.1} et donc on retrouve : Sp(A)={-1,0,1}.

Ainsi, A possede trois valeurs propres distinctes et comme dimker A =n—2, on peut conclure que :

A est diagonalisable.

O 1 On—Z On—22 g P . .
, A'= | est symétrique réelle, donc diagonalisable
O 02,n—2 B

(d’apres le théoreme spectral) et donc A, qui est semblable a A', I’est aussi.

Remarquons qu’avec B :(
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Planche n° 15

Exercice 1

Comme fest un automorphisme de E, (f(el), .., fe, )) est une base de E, car (e, ..., e,) en est une.

De plus, pour tous i, je [[1,n]] telsque i # j,ona <ei,ej>=0, donc <f(el.),f(ej)>=0 et ainsi :

La famille (f(¢,), ..., f(e,)) est une base orthogonale de E.

Soient i, j € [1,n]. Par linéarité de f, on a :
(fle)+fle).fle)=flep)=(fle+e). fle—e)).

Or, (¢, +¢.e,~¢,)=le ~[e,[ =1-1=0. done (f (e, +e)). f(e,~¢,)) =0, soit :

(fle)+ flep fle)=fle))=0

2
, donc :

Comme ci-dessus, on a ( (e,)+ f(¢), f(e) = £ (e;)) =||f ()] —| f(e))

[ =[re) =0 & |rel =|re) e [re)]=]re)]=o.
Ceci est vrai pour tous i, j € [[l,n]].
De plus, fest un automorphisme et ¢, #0, donc f(e,) %0, soit | f(e,)| >0, pour tout ie [1,n].

On peut alors conclure que :

Il existe un réel 0> 0 tel que || f(e,)| = & pour tout ie [1,n].

) 1 ..
Sion pose g=— f,onapourtous i, j€ [Ln] :
(04

0 quand i#j

1
<g(el.),g(€j)> —?<f(€,~),f(€j)> - é”f(ei)nz =1 quand i=j

Donc, (g(e), ..., g(e,)) est une base orthonormée de E, ce qui implique que g est une isométrie.

Comme f=o0g :

festla composée d’une isométrie et d’une homothétie.
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Exercice 11
Pour N = fixé, j électrons sont émis successivement et sont efficaces indépendamment les uns des
des autres avec une probabilité pe ] 0,1 [ On reconnait un schéma de Bernoulli, donc, le nombre X

d’électrons efficaces suit une loi binomiale de parametres j et p, soit :

» (ijpk(l—p)"‘k quand k < j

(N=j)

(X =k)=

0 quand k > j

Comme N suit une loi de Poisson de parametre A€ R, on a alors pour tous j,ke N :

G A N :
e =" |p*d-p)™* quand k< j
P(NZj,XZk)ZP(N DE - j)(XZk)Z j!(kj

0 quand k > j

On a alors pour tou ke N :

P(X =k)= mP(N=j,X:k)=ie‘“;'[kjp(l p)*

j=0 J=k
e N pri-p)y "= Ze M p'(-p)y
=Kk =R
S (xp)ki[w p)] D) iy _ a D)
k! k!
J=

Ainsi :

X suit une loi de Poisson de parametre Ap et E(X)=V(X)=Ap.

On montre de méme que Y suit une loi de Poisson de paramétre A (1— p).

Soit alors i, je N.Ona:

i+ !

o Oy =D A i)
il j! G+ j)! ilj!

p'(1-p)’

P(X=i)P(Y=j)=

Donc, P(X =i,Y = j)=P(X =i)P(Y = j) pour tous i, je N, ce qui prouve que :

Les variables X et Y sont indépendantes.
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Comme N=X+Y,ona Cov(X,N)=Cov(X,X +Y), donc par linéarité a droite de la covariance,

ona:
Cov(X,N)=Cov(X,X)+Cov(X,Y).

Comme X et Y sont indépendantes, Cov(X,Y)=0 et donc :
Cov(X,N)=Cov(X,X)=V(X).

Soit :

Cov(X,N)=Ap

Ona Cov(X,N)>0, donc les écarts entre les variables X et N et leurs espérances ont tendance a étre
de méme signe, X et N varient dans le méme sens.

Planche n° 16

Exercice 1
xn + o0 n

Le rayon de convergence de Z—' est infini et pour tout xe R, —= e’ .
n! = n!

Par définition, f; estla primitive de f; qui s’annule en 0. Comme f, est continue sur R :

f est C'sur R.

On a vu que f, est continue, soit C°, sur R et f,,, estla primitive de f, qui s’annule en 0, donc si
f, est C" sur R, alors f,,, est C"" sur R.

Ceci prouve par récurrence sur n que pour tout ne N :

f,est C" sur R.

On admet la propriété (*) :

n

VaeR,,IKe R, telque V xe[-a,a] et VneN, fn(x)|£K|—'.
n!
x n
Comme la série Z|—' converge pour tout réel x, la propriété ci-dessus implique que z f, (x)|
n!

converge pour tout xe [— a,a] , pour tout a€ R’ . Alors, Z f,(x) est absolument convergente donc

convergente pour tout x€ R et ainsi :

La fonction f:x> z f,(x) est définie sur R.

n=l1
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+ o0 + o0
Ona f=> f,=> fiu-

n=1 n=0
Pour tout ne N, f,,, estde classe C' sur R avec f,,,'=f,.

Soit ae R . Il existe K € R, tel que pour tout x€ [-a,a] :

n

f(|<K—-<K—.
! n!

fon' )] =

X a"

n
an

La série z K — converge, donc Z f,., converge normalement sur [— a ,a].
n.

+ o0 +oo
Ainsi, f =) f,, estdeclasse C' sur [-a,a],dedérivée f'="f = f+f,. Comme ceci est vrai
n=0 n=0

pour tout ae R, :

f estdeclasse C' sur R, de dérivée f'=f+f,.

On a donc pour tout xe R, e "f'(x)—e "f(x)=€ "f,(x) et xt>e " f'(x)—e " f(x) est la dérivée

de x> e " f(x), donc il existe un réel o tel que pour tout xe R :

e f(x) :.[Oxe‘[fo(t)dﬁoc.

Mais, pour tout ne N, f,(0)=0,donc f(0)= an (0)=0,d’ ot =0 et ainsi, pour tout xe R :

n=l1

f=e'[ e fyndr

Soit ae R, . Comme f, est continue sur [—a,a], elle est bornée sur ce segment. On peut alors
|0

. X
poser K =1+ sup |f,|e R}, etona pourtout xe[-a,a], |f,(x)|<K = K%
[—a,a] .
xn
Montrons alors par récurrence sur n que pour tout n€ N, on a | 1, (x)| <K — pour tout xe [— a ,a] .
n.

On vient de voir que la propriété est vraie au rang n=0.

Supposons qu’elle est vraie a un rang n€ N. On a alors pour tout xe [— a, a] :

K

X
milk

n.

n

< < ijﬂdt = t
0o pnl

Foa @l =|f, £ <[ 11, 0ar al
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Or:
. _ ¥ A
. SleO,I td4= t"dt=—"—.
0 0 n+l
n+l
. X |n 0 n ‘x‘ X .
e Si x<0, I t dt‘ =I t dt :j u" du ="—— avec le changement de variable u =|t| =—t
0 =1 0 n+1
(la fonction t—>|t| =—t C'et bijective de [—|x ,O] dans [O, x|] ).
. ‘ . xn+1
Ainsi, J-O i dt‘ =7 pourtoutx, donc pour tout x€ [—a,a] :
n
K xn+1 n+l
fn+l ('x)| S -

nln+l  (n+D)!
La propriété est vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N et ainsi :

La propriété (*) est prouvée.

Exercice I1
Ona j°=let:
Sy =1+1+1=3
S, =1+j+j =0
S,=1+j+j'=1+j+j7=1j=1++j=5,=0
Soit ke N et k =3g+r avec re{0,1,2} la division euclidienne de k par 3. Alors :
Sk :1+j3q+r+j6q+2r :1+(j3)qu+(j3)2qj2r :1+jr+j2r :Sr )

Et ainsi :

S, =3 si3divise ket S, =0 sinon.

Ona X(Q)=N.

L’évenement (Y =0) est ’événement «3 divise X », qui, lui-méme, s’écrit comme la réunion

disjointe des éveénements (X =3n) pour ne N. Alors :

+ oo + oo 13n 1+°o 1
P(Y=0)=)> P(X=3n)=) ¢! =— .
(r=0)= 2 P(X =3n)= 2 e = 2 G

Or, d’apres ce qui précede :

1 i j2_+w_ +w]_k +wj_2k:+w&=+w 3
e +el +e —kzz(; '+;k!+; k! kZ::;kl ;(&1)!'
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Donc :
LS B GV A B
N AN & 27 27" 15 )
P(Y:O)ze te'te! _ete +e :l+e el te
3e 3e 3 3e
Soit :
P(Y=O)=l+ 2 cos ﬁ
3 3ee 2
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Série 5

Planche n° 17

Exercice I

Pour les rappels sur les séries alternées, voir le cours.

)n

Pour tout xe R, la série
" z n+x

est alternée et la suite ( ) est décroissante et de limite

n+x),.n

n

nulle. Ainsi, la série z vérifie le critere spécial des séries alternées, donc converge et la

n+x
(-1 s .
fonction f:x+> z est définie sur R, .
Son+x
5 _E
e plus, pour tout ne N et tout xe R, si f,(x)= ,ona:
n+x

+z(1)| L1

- k+x| n+l+x n+l

F0 -3 f. )=

1 L . . . "
Comme 0, la série de fonctions z f, converge uniformément sur R, et comme
n+l "7F°

. . #* .
toutes les fonctions f, sont continues sur R, f1’est aussi.

Finalement :

fixe )] CD7 st définie et continue sur R’ .
Sn+x

Montrer que, pour tout x€ R,

1 1 1 1 ™!
I S s

n>0 n>l n+-x n>0n+x+1
Soit :

fo=—-y -

son+x+1

On a alors pour tout xe R,

210 =f @+ =Y Loy E0 =1+2{(_D D }

=0 h+x son+x+1 x ‘| n+x n+x+1

Soit :

D"

o (n+x)(n+1+x)

2f(x)=
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(=D"
(n+x)(n+1+x)

donc chaque reste est inférieur a son premier terme en valeur absolue, y compris le reste d’ordre 0,
autrement dit la somme, soit :

* s . JRr . LURN z . Z..0 z
our tout x , la séri vérifie aussi itere spéci s séries alternées,
Pour tout xe R, la série érifie a le critere spécial des séries alternée

5 G P

s (n+x)(n+1+x)‘ x(x+1)

! = o0 (lj,ona b)) = o0 (l),d’oﬁ 2f(x):l+ o (lj,
x(x+1) x-o+=x o (ntx)(n+l+x) x-o+=\x x xore(x
ce qui permet de conclure que :

Et comme

1
x ~ JRN—
f@ =~ o
Soit xe R, fixé.
x—1
Pour tout 7€ [0,1[, ona 1t =" (1) =) (=)'t . Onpose alors f,(1)=(=1)"r""".
+1 n=>0 n>0

Pour tout ne N, la fonction f, est définie, continue et intégrable (car x+n—1>—1) sur ]0,1].

De plus, pour tout Ne N :

N N 1 _ tN+1 tx—l t
z (_ l)nt,\t+n—l — tx—l z(_ t)n — tx—l — _ )
= s 1+¢ 1+ 1+¢

x+N

x-1 x-1

: ~ " et 1+ " estintégrable sur ]0,1[ car x—1>~1. Donc, ¢
I+11-0 t+

x+N

Or

est intégrable sur

]0,1[. De méme pour ¢ et On peut alors écrire :

= n 1x+n— _ I & n . x+n— _ Lt 1t
;(—1) jot ldt—jo(;(—l)t ljdt—j dt —

01+¢ 01+1¢

x—1 x+N

dt .

1
x+n

, donc :

ﬁ‘,(_l)n—jlt

o X+n 01+t

1
Or, j . e =

1
dt < jo " Ndt =

t = _
J.Ol+t x+N+1

x-1 ‘ x+N 1

1 Lo
Et comme ~—-=—0, on a par le théoréme des gendarmes :
x+N+1

1 tx—l

ﬁ(_l)n—j dt ————0.

= X+n 014t

Soit, pour tout x€ R :

f(x):z(—l) :jlt_ "

Son+x 01+¢
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Exercice 11

On tire successivement et sans remise les N = A+ B boules de I’urne. Pour tout ke [[1, N ]], appelons
B, I’événement « on obtient une boule blanche au k™™ tirage » et N, = B, (« on obtient une boule
noire au k™ tirage »).

Remarquons déja que X,(Q)= [[1, B +1]], car on peut obtenir la premiere boule blanche pas plus tard

quau (B+1)™ tirage (dans cas, on aura tiré toutes les boules noires au début).

Alors, pour tout ke [l,B+1], on a (X, =k)=N,N..NN,_ NB, et avec la loi des probabilités

composées, on a :

P(Xlzk):P(Nl)PNI(NZ) P, (Ni) Iy (Nk—l)P (Bk)'

T NINLNN ST NNLNN NyN..AN;_,
Et, si seules des boules noires sont sorties lors des i—1 premiers tirages (événement N, N..NN,,),

il reste A+B—(i—1) boules dans 1'urne dont B—(i—1) boules noires et ainsi, la probabilité

. . . B-(i-1
d’obtenir une boule noire au i“™ tirage est P, . ., (N,)= # :
(e A+B—(i-1)

De méme, si uniquement des boules noires sont sorties lors des k —1 premiers tirages (événement
N,n..NN, ), il reste A+B—(k—1) boules dans I'urne dont A boules blanches et ainsi, la

probabilité d’obtenir une boule blanche au k™ tirage est P, . (Bk)zé.
OO A+B—(k—1)
Ainsi :
p(x —k)= BBl B-)_ _B-(-2) A
A+B A+B-1 A+B-(i-1) A+B—-(k-2)A+B—(k-1)
B!(A+B—-k)!A

T (B—k+D(A+B)!
Soit, pour tout ke X, (Q)= [[l, B+ 1]] :

P(X, =)

T A+B)Il A1

AMB!(A+B—k]

Pour obtenir la deuxieéme boule blanche, il faut en avoir obtenu exactement une (avec bien entendu
A22).0naalors, X,(£) =|I2,B+2]].

Soit (€ [[2, B+2]. On cherche P(X,=1/).

On a alors X,(®)€ [1,/—1]<[1,B+1] et pour tout ke [[L,¢—1], si on a obtenu la premiére boule

blanche au k™ tirage (et donc k—1 boules noires lors des k premiers tirages), il reste dans I’urne

B—(k—1)=B—k+1 boules noires et A—1 boules blanches. On est alors ramené a la situation

précédente en remplacant A par A—1 et Bpar B—k+1, donc :

_(B=k+DW(A+B-k-0)!(A-1)
(B-k—(+2)WA+B-k)!

P

(x,:k)(Xz :ﬁ)
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Avec la loi des probabilités totales, on obtient :

o _IP(X I =€):§ BNA+B—k)!A (B—k+D)(A+B—k—10)(A-1)
’ A (=) 12 “B_k+D) A+B)! (B—k—(+2)(A+B—k)!

~

~
1l

Soit, pour tout (€ X,(Q)=[2,B+2] :

Al S (A+B—(—k
P(X,=1) BlA! ( j

TA+B=l A-2

Planche n° 18

Exercice I

On a pour tout réel ¢ différentde — 1,0et 1 :
1 o 12 1

= +
> =1 t+1 -1 ¢

Sur un intervalle / de R ne contenant pas — 1, O et 1, I’équation (E) se récrit :

L2
(-0’ £-1

!

y

¢ 2du ! _ o \
On a j @D = 1n|t+1| +1n|t—1|—21n|t| =In — |, donc les solutions de I’équation homogene
u(u™ — t
2 _J" 2du tz
y'+ -1 y=0 sont les fonctions #+> Ae = ““ 7V = Am avec A constante réelle et comme
1(t° - £ —

2

t*—1 est de signe constant sur I, on peut écrire ces fonctions sous la forme t> K > (ot

-1
K =sgn(£*=1)A).
t2
On cherche alors une solution particuliere de (E) sur / sous la forme 7> K(f)— 1 avec K

dérivable sur 1. On a alors pour tout t€ [ :

1 21 (t* -1)-2¢ 2 £ t
+ K (¢t + K(t =K'(t
® (* -1)> t(t*=1) ()t2—1 ()t2—1 |

2

K'(?)

-1
. 1

Donc K '(t) =- et on peut prendre K(¢)= 1n|t| .
t

Alors, les solutions de (E) sur |—eo,—1[ ou |=1,0[ ou ]0,1[ ou ]1,+ [ sont les fonctions :

2 t21n|t|
t— K——+——— avec KeR.

-1 -1

Cherchons maintenant les raccordements éventuels.
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Raccordement en 0

Soit f une éventuelle solution de (E) sur |—1,1[. La fonction f est alors solution de (E) sur |—1,0]

et sur ]0,1 [, donc il existe deux constantes réelles K, et K, telles que :

© Inl
K,——+——— quand r€]-1,0]
I T e
f= , .
Kztzt—1 ttz nt quand 7€ ]0,1]

La fonction f doit étre continue et dérivable en 0.

On a immédiatement lim f =lim f =0, donc fest continue en 0 en prenant f(0)=0. Alors :
0" ot

i LSOO _ L fO-fO _

t—0" t t—0" t
Donc, fest dérivable en 0.
2 lnff
K, — 1+2— quand te]—l,O[
Ainsi, toute fonction ¢ — r-bor- est solution de (E) sur |—1,1].
K, and re]0.1]
P Ao o ’

Raccordement en — 1

Soit f une éventuelle solution de (E) sur |—o0,0[. La fonction f est alors solution de (E) sur

]| —oo,—1[ etsur |-1,0[, donc il existe deux constantes réelles K, et K, telles que :

' ln
K,——+——- quand r€ |—oo,—1]
e e
f)= )
K,y Ol dre]-1,0]
—' quand re|-1,
2 o

La fonction f doit étre continue et dérivable en — 1. Or :

_ t21n|t| . t21n|t| 22 Intr 1
lim > =lim 5 =lim——=—.
Sl ] il o] slpglr—1 2

2

Mais, lim

t—-1

-——| =+, donc f'admet une limite finie en — 1 seulement quand K, = K, =0.

-1

£ In|r] 1
Dans ce cas, f(t)= . sur |—oo,—1[U]-1,0], f(—l):E et:

t2

h=t+1h—0 2h2(h_2) hﬁ0_4h2+g(h2) 5

1>-1 t+1 -1 r4+1| =1 2

2 2 2h* +o(h?
. f(t)—f(—l):hmliL[t ln|t|_lﬂ _ i 2020 (=l =hh=2) o(h™)
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t* Inlt
Ainsi, f est dérivable en — 1 et I'unique solution de (E) sur |—oo,0[ est f :tH2—|1| avec
t —_
1
-=—.
f=1 5
Raccordement en 1
. . . t*In |t|
De la méme fagon, on obtient que 1'unique solution de (E) sur ]|0,+oo[ est t|—>2—1 avec
t —_
1
D=—.
f 5
*1n|r] o
Comme on a vu que t — ——— est dérivable en 0.
Tout ceci permet de conclure que :
e . . . , £ Inlr]
L’équation (E) admet une unique solution maximale sur R, quiest f:7+>— 1
t —_

prolongée par continuité en — 1, 0 et 1, avec f(—=1)= f(1) =% et f(0)=0.

Exercice I1
Ona M’+'M =1,,donc M>=1,—'M eten transposant :
I(MZ):IH_T(TM) P (TM)ZZIH_M.
Avec ‘M =1, —M?, on obtient :
2)? 2 4 4 2
(1,-M*) =1,-M & I,-2M’+M'=1,-M < M*'-2M’>+M =0,.

Donc :

P=X*-2X?+X estun polyndme annulateur de M de degré 4.

Onavuque I, -M =('"M)’.
Or, par hypothése, M est inversible, donc (‘M)* aussi (car det((’M )2) =(detM)* #0), donc :

M —1, estinversible.

Ona:
P=X'-2X"+X=XX-DX*+X-1).
Comme M et M — 1, sont inversibles, on a :

PM)=0, & MM-1)M*+M~-1)=0, & M>+M-1, =0,.
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—1-+5 —1+4/5
2

et b=
2

Remarquons que la relation M>+M —1 =0, se récrit M*+M =1, etavec M’ +'M =1, on peut

Or, les racines de X*+ X —1 sont a = ,donc Sp (M) c{a,b}.

conclure que M ='M , autrement dit que M est symétrique.

Alors, comme M est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée, d’apres le
théoreme spectral. Comme Sp (M) c{a,b}, on peut conclure qu’il existe Pe O,(R) telle que :

M =PD'P
avec D =diag(a,...,a,b,...b) ol a et b apparaissent k fois et n—k fois respectivement avec
ke[0,n].
Réciproquement, si M est une matrice de la forme ci-dessus, elle est inversible car 0¢ {a,b}, donc
n’est pas valeur propre de M) et :
M?>+'M =(PD'P)*+'(PD'P)=PD*'P+PD'P=P(D*+D)'P
= P(diag (a2 +a,..,a’*+a,b>+b,...,b* +b)) ‘P
Et comme a et b sont les racines de X>+X —1,ona a’*+a=5b*+b=1 etdonc :
M*+'M=PI'P=1,.

Ainsi, M est solution.

Finalement :

Les matrices M inversible et vérifiant M*+'M =1 sont les matrices de la forme M = PD'P
—1-v5 —1-5 —14/5  —1+45
9 seey 9 5 e 2

2 ' 2 2

k fous n—k fous

avec Pe O (R), D =diag et ke [0,n].

*

Planche n° 19

Exercice 1
. . 2
1. Sionnote A*=(c, ), ona pour tout (i, j)€ [Ln] :

< ik &K i
CH:E(ICI -:E__:E—:n—:nau.
i,j i,k™k,j . . . i,j

k=1 kj

k=1 k=1 J J

Donc :

A’ =nA

2. Si A est inversible, alors on peut écrire :

A=A’A"'=nAA =nl

n-
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Or, A#nl ,donc:

La matrice A n’est pas inversible.

3. Ona A>=nA, donc P=X>—nX =X (X —n) est annulateur de A et comme ce polyndme est
scindé a racines simples :

La matrice A n’est pas diagonalisable.

4. Comme X (X —n) est annulateur de A, on a Sp(A) C {O,n} . Or, si A n’avait qu’une seule valeur

propre, ce serait une matrice scalaire (car elle est diagonalisable). Ce n’est pas le cas, donc A admet
au moins deux valeurs propres et ainsi :

Sp(A)={0,n}.

] 2 1
Sionnote C=| . | et C,C,,...,C, les colonnes de A, on a pour tout je [[l,n]], Cj =—C.
: J

n

Alors, si B, =(e,,e,,..., e,) estlabase canonique de R", e=¢, +2¢, +...+ne, et fl’endomorphisme

) N ) 1
de R" canoniquement associé & A, on a pour tout j € [1,n], f(e,)=—e, donc :
! J

fle)=fle) & [f(je;—¢)=0.

Ainsi, Vect(2e,—e¢,,3e,—e,,...,ne, —e,) Cker A et comme la famille (2e, —¢,, 3¢, —¢,,...,ne, —¢,)
est libre, elle est de rang n—1 et dimkerA=2n-1. Or, A#0, , donc dimkerA<n-—1 et ainsi,
dimkerA=n-1et:

ker A= Vect(2e, —¢,, 3¢, —¢,,....ne, —¢,).

Ceci veut dire que le sous-espace propre associé a n est une droite (de dimension n—(n—1)=1).
—_— n .
Or, pour x=x,¢,+...+x e, € R", ona:
f(x)=nx & f(xe+..+xe)=n(xe+..+xe,)

& xf(e)+..+x, f(e,)=nxe +..+nxe

n

1
xe+..+tx, ;e =nxe +..+nx.e,

g

n

X.

Ae=nxe +..+nxe, avec A= ZT’
i=1

A(e +2e,+..+ne,)=nxe +..+nxe,

Ak =nx, pour toutke [1,n]

g ¢¢0 ¢

x, =%k pour tout k € [1,n]

58



PSI*

En particulier, f(e)=ne etdonc, ker(A—nl,)= Vect(e)

Finalement :

ker A= Vect(2e, —¢,,3e,—¢,,...,ne, —e
Sp(A)={0,n} avec (26,=¢i.3¢, =, )
ker(A—nl,)=Vect(e, +2e, +...+ne,)

5. Cette question est une question de cours.

Exercice I1

La fonction x — —— est définie et continue sur R, (quotient de telles fonctions). De plus :

sh x
. X X
¢ lim — =1, donc x> —— est prolongeable par continuité en 0 et j Xk converge ;
x—+e gh x sh x 0shx
X . x’ ) . X 1 +oo X
® lim —= lim — =0 par croissances comparées, alors —= o | — | et comme j —
X —>+o0 th X—>+o0 ex sh x X—>+oo| x X

+ oo X
converge, .[ ——dx conver ge.
sh x

. L[t oX .
Ainsi, j h—dx converge, autrement dit :
shx

+o0
J= j —dx existe.

£ X 2x 2xe " _
Pour tout xe R, = = —- etcomme O<e

— 2
shx e'—e* 1l-e

X _ 2x 2 _zzxe (e—zx) _sze—(ZnH)x Zf(-x)

X —X
shx e —e 1 e pr e

2x

<1, on peut écrire :

—(2n+l)x

avec f (x)=2xe pour tout xe R, ettout ne N.

Pour tout ne N, la fonction f, est continue et positive sur R, (produit de telles fonctions) et pour

—(2n+1l)x

tout X € R, , sachant que x> 2x et x> —— sont de classe C' sur R, , donc [0,X], on

2n+ 1
peut réaliser une intégration par parties :

X

X
X _ —-2x _ 2 X - 2x _ 2 _
J-O 2x€ (2n+1)xdx _ |: e (2n+1)x} J- e (2n+1)xdx — |: e 2n+l)x e (2n+1)x

2n+1 o 2n+1°0 2n+1 (2n+1)* 0
_2X e—(2n+l)X _ 2 . e—<2n+1)X + 2 -
C2n+1 (2n+1) (2n+1)
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. —2X . 2 _ . . o
Or, lim ——¢ @M% = lim ————¢ ®"™* =0 (par croissances comparées pour la premiere),

X—=+e=2n+1 X=ve (2n+1)°

fn

+oo +o0 2 . y
donc jo =j() f, converge et vaut (2—2 Ainsi, f, estintégrable sur R, .

n+l)

fn

. L. 2 +oo .
Enfin, comme la série 2(2—1)2 converge, ZJ-O converge et toutes les hypotheses sont
n+

+ oo %
0

) -~ ~ [+ ) i X
réunies pour conclure que .[ (zf ”j - Z( J. 0 f ) , c’est-a-dire avec z f,(x)= - sur R, :
n=0 n=0 snx

n=0

+oo X - 2
J = —dx=) ——
'[0 sh x ,122:1(211+1)2

Planche n° 20

Exercice 1

La fonction f est définie et rationnelle donc de classe C' sur D = (]Ri)2 et pour tout (x,y)e D :

of 4
. X, - —_—
ax( Y=Y e
of 2
- x’ =X——
ay( y) S
Donc :

of

2L (x,y)=0 —— =0

ax(x y) . 2 - {yxzz o 5 - {x:2y {x=2

X = y:—

2 _ 3 =
a_f(x,y):() x—%=0 xy" = 2y° =2 y=1
dy y

Ainsi :
fadmet un unique point critique (2,1) sur D.
Ona f(2,1)=6 et pour tout (h,k) au voisinage de (0,0) :
4 2 2
fQ+h1+k)-f2,D)=2+h)(A+k)+——+—--6=2+h+2k+hk + +——-6
2+h 1+k L 1+k

1+—h
2
=2+h+2k+hk+2(1—1h+1h2+o(h2)j+2(1—k+k2+o(k2))—6
2 4 0 0
:2+h+2k+hk+2—h+%h2+g(h2)+2—2k+2k2+g(k2)—6

:%h2 + hk + 2k> +(g(h2)+(g(k2)
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Donc, on a bien f(2+h,1+k)— f(2,1):e(h,k)+g(h2)+g(k2) avec :

e(h, k) =~ I + e + 24 =l(h2 +2hk )+ 2k’ =l(h2 +2hk+k2)—lk2 P2 =L (k)P 247 20,
2 2 2 2 2 2

Et ainsi, pour (h,k) au voisinage de (0,0),on a:

f(2+h,1+k)—f(2,1):e(h,k)+(g(h2)+(g(k2) avec e(h,k) =%h2+hk+2k2 >0.

Ceci implique que f(2+h,1+k)— f(2,1)=20 pour (h,k) au voisinage de (0,0), autrement dit que
pour (x,y) au voisinage de (2,1), f(x,y)= f(2,1), donc que f(2,1)=6 est un minimum local.

£ o . 4 2 .. .
Remarquons que pour ye R, fixé, la fonction f| : x> xy+—+— estdérivable sur R, avec:
Xy

s Ay 22
ST (fj( WJ'

2
Comme lz{ x+ij >0 f,'(x) est du signe de x—T, donc négatif sur :IO, 2 { et positif sur
X

Jy y 3y

2 ) . 2
T,+ 0| , ce qui permet de conclure que f est minimale en —= et vaut alors :
Yy

Jy
2 2 4 2 2
fl =,y |=—F/=y+——+—=4Jyy+—=¢g(y).
{ﬁ j NERE I y
N

y
Et pour tout ye R’ :

2 - 1 2
g(y)—g(l)=4\/§+§—6:2M=%(\/§—1) (2y/y+1)20.

Donc, pour tout (x,y)e D, f(x,y)= f (%, y] > 6 et ainsi, 6 est un minimum global.
Yy

Finalement, comme D est un ouvert de R”, le seul extremum possible est atteint en un point critique
de D, donc en (2,1) et ainsi :

La fonction fadmet 6 pour minimum global, atteint en (2,1) et pas de maximum.

Exercice 11
Ona:

n

o AB 0,
o BA
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Soit A une valeur propre de M (réelle ou complexe) et Z un vecteur propre associé (Z #0).

Pour tout ke N, M*X =A"Z, donc pour tout P:Zakae R[X],ona:

k=0

P(M)Z =(2akMka = iak (M*z)= iak (A'z) :(iakﬂ}z =P(MZ.
k=0 k=0 k=0 k=0
Si P(M)=0,,,onaalors P(A\)Z =0 et comme Z #0, on obtient P(A)=0.

Ainsi, pour tout Pe R[X] :

Si P(M)=0,,, les valeurs propres de M sont racines de P.

0 B , (BB 0 I, 0,
Ona BeGL (R) et M =| " ,donc M~ = "= =1,,.
B 0 0 BB~ 0, 1

n n n

n

La matrice M est alors une matrice de symétrie, donc M est diagonalisable, Sp (M) C {— 1,1} et les

sous-espaces propres de M sont ker(M —1,,) et ker(M +1,,).

Z
Pour tout Z = (lee M,, (R) avec Z,,Z,e M, (R),ona:
2
0 B'\Z) (B 'z
MZ=|" = .
B o, \z,) | Bz

B™'Z,\ (Z, B'Z,=27,
MZ=7 & = = & Z,=BZ,.
BZ, Z, BZ, =27,

Donc :

VA
Ainsi, ker(M_IZ"):{(BZI j,Zle ,’MM(R)} qui est isomorphe a M, (R) (par I’isomorphisme

1
Zl . . .
Z - By ) donc dimker(M —1,,)=n et comme dimker(M —1,,)+dimker(M +1,,)=2n,ona
1

aussi dimker(M +1,,) =n. Finalement :

M est diagonalisable, de spectre {— 1,1}, et ses deux sous-espaces propres sont de dimensions 7.

. On In 2 _In On
Si A=—B=1I et M= ,donc M~ = =-1,,.
0 0, -1

n

Le polyndme X*+1 est annulateur de M. Comme ce polyndme est scindé, 2 racines simples (i et
—i)dans C, M est diagonalisable dans C avec Sp.(M)c{-i,i}.
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Z
Pour tout Z = (lee M,, (C) avec Z,Z,e M, (C),ona:
2
On In Zl ZZ
- In On ZZ - Zl

Z,=iZ
P e z,=iZ,.
-7 =iZ,

Donc :

Z
On a comme plus haut, ker(M—Ih):{(_Zl j,Zle M, (C )}, donc dimker(M —1,,)=n, puis
L4

dimker (M +1,,)=n et finalement :

M est diagonalisable dans C, de spectre {—i,i}, et ses sous-espaces propres sont de dimensions .
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