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Préparation aux oraux : Centrale

Serie 1

Planche n° 1

a. Si A estinversible, alors det A#0 et :
det (A7) = (det A)*" #0.

Donc :

Si A est inversible, A" 1’est aussi.

b. D’apres le théoreme spectral, comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable (dans une
base orthonormée). Donc, il existe Pe O,(R) et D =diag(A,,\,,...,A,) telles que A=PD'P.

Alors, A* =(PD'P)*" = P(D*")'P, donc A®"” est semblable 3 D*" =diag (;le019’ s kim()) et

ainsi :

Si A, A,,..., A, sont les valeurs propres de A, alors A", ..., 12" sont celles de A™".

2019

c. Commencgons par remarquer que la fonction f:x+> x~ est continue sur R (car polyndmiale) et

strictement croissante de —oco a +oo. D’apres le théoreme de la bijection continue, f réalise une
bijection de R dans R.

On conserve les notations de la question précédente, en ajoutant la condition A, <A, <..<A (on

ordonne les valeurs propres réelles de A). On a alors ;" <A <...< A" (car fest croissante).
De plus, par injectivité de f, pour tout A€ Sp(A), on a ker(A—Al, )= ker(A2019 _730191”) (les sous-
espaces propres de A™' sont ceux de A).

. z 201 201
Si A? = B*"Y alors les valeurs propres ordonnées de B*" sont A o, A, ? et les sous-espaces

propres de B*" sont ceux de A . Or, de méme que pour A, les valeurs propres ordonnées de B*"
sont les puissances 2019"°™* des valeurs propres ordonnées de B et pour tout (e Sp(B), on a

ker (B—pl, ) =ker(B™" —p*1 ).
Ainsi, A, A,, ..., A, sont les valeurs propres ordonnées de B et pour tout A€ Sp(A)=Sp(B),ona:
ker(A—Al, ) =ker(A™" =A*"I )=ker(B*" -A""I )=ker(B-Al,).

Donc, B=PD'P, soit :

p—
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d. Si A*>=B?, onn’apas forcément A=B. Ne serait-ce que si A=—B.

Planche n° 2 (11y a avait des questions Python)

3
x . . o
Posons f(x)=x N sin x . La fonction fest de classe C”~ sur R avec, pour tout xe R :

2

f)=1-2—cosx
2
f"(x)=—x+sinx
f"(x)=—1+cosx<0
Alors :

= " estdécroissante sur R et f"(0)=0,donc f"(x)<0, soit sinx<x, pour tout xe R, ;

= f" estdécroissante sur R et f'(0)=0, donc f'(x) <0 pour tout xe R,
3
= f'estdécroissante sur R et f(0)=0, donc f(x)<0, soit x—% <sinx, pour tout xe R, .

Ainsi, on a bien :

3
X
Pour tout xe [0,7], x—ZSsmxSx.

) 1 ) . ..
La fonction g:t — est continue, décroissante et positive sur [1,+ o0 [ .
t

Alors, pour tout entier n>2 :

. L Rl e d
Donc, pour tout me N ettout pe N, z —< z.[ — -

n=m+1 1 n=m+1 nl t
g m+p dt 1 1
z .[ = .[ - = -, donc :
nel g3 " 2m 2(m+ p)
m+p
i < 1 3 1
3 2

n=m+1 1 2m 2(m + p)2 .

Comme la série de Riemann 27 converge, on peut passer a la limite quand p — 40, ce qui
P

donne pour tout me N*

- 1
b
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Ona u,€[0,7] etsipour ne N, u,...,u, € [0,7], alors pour tout ke [1, n]]

OSSin( “y js
n+l1

Uy

n+l

Donc :

0<u,,

Z n uk n n _
sin <) —=m.
=0 n+1 k0n+1 —on+l1
Ainsi, u,,, € [0,7].

Ceci prouve par récurrence forte que pour tout ne N, u, € [0,7].

On peut alors écrire, pour tout k€ N :

3
TS BTSN N U P
n+l 6\n+l n+l n+1
Donc, pour tout ne N :
n n 3 n n
IR of U 97 QN LIS Py
—n+l 63\ n+l o n+l1 —on+l
Soit :
1&G( u ’
P —— k|1 <y  <v.
n 6;(”4‘1) n+l n

. 3, 3 3 3
T T T
Or, <M ——| =(n+1 - ,
kz_(:)(nHJ 4 ()(n"‘lj ( )(n+1j (n+1)*

3

<v

- un+1 — "n

v —_—
"o6(n+1)

Pour tout ne N,ona:

donc, pour tout ne N :

wtl 1 n+l
u u n+v, +u —v +
. n+22 ‘ n+2(z ¢ j n+2(( ) )= n+2 "
Donc :
n+1 1 1
vn+l _Vn - +—un+l _Vn _—(un+l _Vn) .
n+2 " n+2 n+2
3 TCS
Comme v, —————<u,,,<v,,ona ————<u ,—v, <0 etdonc:
6(n+1) 6(n+1)
1 g 1
- Tc—zgvn%—l_vn: (un+1_vn)so'
n+26(n+1) n+2
Et comme —LS— , on obtient pour tout ne N :
n+l n+2

1

n+2

[O 7] et:

un+l :
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3

-3V
6(n+1y’ "

- 1 . . .
Comme la série 2—3 converge, la série Z:(vn+1 —v,) (de signe constant) converge aussi, et donc la
n

suite (v,),.y converge. Notons V sa limite. On a alors pour tout ne N :

+oco 3 4o 1
—z Z(vk+1—vk)<0 & 0<y, y<X —.
6(k + 1) k=n 6 k=n+1 k
Avec le résultat précédent, on obtient pour tout ne N :
3
o<y, v L
6 2n’
Ainsi, il existe un réel V tel que pour tout ne N :
3
0<v, -V <—
12n

3

3
. T .
On a lim (vn ——jz lim v, =V . Or, pour tout ne N, v <v,, donc

——=<u
notee 6(n+1)> ) no+e ST TS S

d’apres le théoreme des gendarmes, (u,),_, converge vers V et ainsi :

(u,),.n converge vers la méme limite que (v,), -

Planche n° 3

I) Soit fe S(E).

D’apres le théoréme spectral, il existe B =(e,, ..., ¢,) , une base orthonormée de E telle que :
My (f)=D=diag(\,,....\,).

Alors, pour tout x=x¢, +...+x,e, € E,ona | =x?+...+x et:

f)=Axe +..+A xe et ||f()c)||2 =AX A

On veut prouver que f est une contraction si et seulement si pour tout k € [[1, n]] , kk| <1.

(=) On suppose que f est une contraction, autrement dit, pour tout x€ E,

[<[-

Alors pour tout k € |I1, n]] ,

fe, )|| < ||ek || Or, f(e,)=\,e,, donc:
el =[] < e

Et comme,

|| =1, on obtient :

IAESH

4
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(<) On suppose que pour tout k€ [L,n], [A,|<1, donc A} <1.

Alors, pour tout ke [[l,n]] ,pour tout x=x¢ +...+xe €E :

||f()c)||2 =AX AR <X X = ||)c||2 :

Ainsi, pour tout x€ E, || f (x)|| < ||x|| et f est une contraction.

Finalement, on a bien :

A<t

f € S(E) est une contraction si et seulement si pour tout Ae Sp(f),

Soit P=Y a,X" e R[X].

p=0

En gardant les mémes notations que ci-dessus, on a pour tout k € [[1,n]] , f(e,)=A\,e, , donc pour tout
peN, f(e,)=MAe ,dou:

P(f)(e,) =(iapf”J(ek)=iapf”(ek)=§:ap7\,,f’ek :(iaprjek =P(\,)e, .

p=0 p=0 p=0

Alors, pour tout x = Zxk e, ekl :
k=1

P(f)(x)= P(f)(ixkekj = ika(f)(ek) = Zn:ka(kk Ye, = iP(kk X8, -

Donc :

|PCO®|* = P2 +...+ P(X,) 2.

Notons M = sup |P(A)|= erga()ﬂP(k) , on a alors pour tout k€ [Ln], P(A,)> <M? et:
€5p(,

reSp(f)

|PAH@|" <M+ M2 =M (37 4+t 22 ) = M2 ]

P(f)(x)| < M||x

D’ou, pour tout xe E, , soit :

lpcrls sup [Pl
AeSp(f)

Soit fe GL(E), B=(e,, ..., e,), une base orthonormée de Eet M =M ,(f)e M (R).
On aalors ' MM e M (R) et '("MM)="M"'('M)="MM , donc ‘MM € S (R).
D’apres le théoréme spectral, il existe Pe O, (R) telle que :

'P'MMP =D =diag (A, ..., \,)

ou les A, sont les valeurs propres (réelles) de ‘MM .
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Pour tout Ae Sp(f), si x#0 est un vecteur propre de ‘MM associé a A et X le vecteur colonne des

coordonnées de x dans la base B, ona ‘MMX =AX , donc :
2

x|
2
X1
Donc, A>0 (on a méme A >0, car fe GL(E), donc A#0). Ainsi, toutes les valeurs propres de f
sont strictement positives. On peut alors poser A = diag (\/XT s AN, ) et S=PA'P.

‘X'MMX =M'XX < |Mx[ =r)X| o Ar= (car | X|#0).

On a alors :
= "(PA'P)="('"P)’)A'P=PA'P=S ;
= les valeurs propres de S sont celles de A, c’est-a-dire les /A, , donc sont strictement positives ;

= A’=diag(A,,...,A,)=D donc S* =(PA'P)*=PA*'P=PD'P="MM .

Ainsi :

1l existe une matrice Se S (R), a valeurs propres strictement positives, telle que ‘MM =S*.

Planche n° 4
Pour tout (P,Q)e R[X]?, t+> P(t)Q(t) est continue sur [—1,1] et :

e ¢ est clairement symétrique et bilinéaire du fait de la linéarité de I’intégrale.
e Pourtout Pe R[X], ¢(P,P)= J-_ll P(t)*dt > 0 par positivité de I’intégrale, donc ¢ est positive.
e Enfin, pour tout Pe R[X], 1> P(¢)* est continue et positive sur [— 1,1] , donc :
oP.P)=[ PUydi=0 &  P()*=0 pourtout re[-11]
& P(t)=0 pour tout te[-1,1]
Or, si P est nul sur [—1,1], il admet une infinité de racines, donc il est nul.
Ainsi, ¢ est définie.

Finalement :

L’application ¢ définit bien un produit scalaire sur R[X].

On notera (-1-) ce produit scalaire et ||| la norme euclidienne associée.
Soit Pe R[X].
2
Remarquons que (.[_IIP(I) dt) = (1IP)2 et .[_II(P(I))Zdt =||P||2. Comme ||1||2 =J._11dt =2, l'inégalité

de Cauchy-Schwarz s’écrit (11P)" < 1] || 2|, soit :

(I_IIP(r)dt)z <2f (P0)dr & %(I_IIP(”‘”)Z <[ (Pw)ar.

6
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Et on a égalité si et seulement si P et 1 sont proportionnels, c’est-a-dire si et seulement si P est
constant. Ainsi :

2
Les polyndmes P de R[X] tels que %(J-_l1 P(@) dt) = .[ _11( P(t))2 dt sont les polyndmes constants.

Ona:
(R 1R)=(11X) j tdt=0 (cart >t est impaire)
1
1 N v, 2 [AT 2
P|P=lX—— 1/ X°)—=(1|1)=| tdt——=|—| ——=0
w12)=(110 =3 (10) 301 ra-3-| 5] -2
, 1 A | ;5 1 . .
(P1P) :(X|X —gjzj_l(t —gtjdtzO (cart >t —gtestlmpalre)
Ainsi :

(B, P, P,) est une famille orthogonale.

. 1 . .
Comme la famille (P, B, B,) = (1, X, X’ _Ej est une famille échelonnée en degré de trois vecteurs

de R,[X], c’est une base de R,[X] et donc :

Vect (B, B. P,)=R,[X]

2
Remarquons que ||P0|2 =2, |2 —.[_lltzdt =§ et ||P2||2 =J-_11(t2 —%j dt=%.

Posons Q, P, pour tout i€ {0,1,2}. Comme (P, P, P,) est une base orthogonale de R,[X],

(0,, 0., Qz) est une base orthonormée de R,[X].
Si on note R le projeté orthogonal de X* sur R,[X], on a alors :

=(0,[X*)0, +(2|x*)0 +(2.]|x*) 0,

Soit :

1 1
TR TR
2

e 22

R=——(R1X°)R+

1 W[, 2
Comme (1|X3):(X2—§‘X3j=0 et (X|X*)_j_lf‘dt_§

Le projeté orthogonal de X* sur R,[X] est R =§X .
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Ona:

{[' (P)) dr. Pe R[], P unitaire] ={|

1
-1

. P=X"-0.0€R,[X]} :{HX3—Q ", Qe RZ[X]}.

Donc :

* 0e RZ[X]}z( inf_[|x*-0] )2.

QeR,[X]

2 2
=Il (Et—ﬁj dt
-1 5

:jl (it2—§t4+t6jdt=2(i—£+lj
-1\ 25 5 25 25 7

d= inf{J‘_ll(P(z))2 dt, Pe R,[X], P unitaire} =inf {HX3 -0

Soit :

d=d(X*.R,[X]) =|x*-R[ = H%X _ X3

Et I’on trouve :

d :inf{j_ll(P(z))2 dt,Pe R,[X], P unitaire} =%

Planche n° 5

Soit xe[l,+ .

Prouvons par récurrence que pour tout ne N, u, (x) est défini, strictement supérieur a 1, sauf quand
x=1 et n=0 (et dans ce cas u,(l1)=1), et rationnel en x.
Initialisation :
Pour n=0, u,(x) =x est bien défini, strictement supérieur a 1, sauf pour x =1, et rationnel en x.
La propriété est donc vraie au rang n=0.
Heréditeé -

Supposons la propriété vraie a un rang ne N.

est défini et

Alors, comme u, (x) 21 (avec égalité seulement quand x=1 et n=0), ™
u (x

n

strictement positif, donc u,,,(x) =u,(x)+ est défini et u,,,(x) >u, (x) 21, donc u,, (x)>1.

u_ (x)

n

est

De plus, comme u, (x) est rationnel en x, I’est aussi, donc u,, (x)=u, (x)+

u, (x) u,(x
encore rationnel en x (car la somme de deux fonctions rationnelles est une fonction rationnelle).

Ainsi, u,,,(x) est défini, strictement supérieur a 1 et rationnel en x, donc la propriété est vraie au

rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N.
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Ainsi :

La suite (u,(x)) . est bien définie.

De plus, pour tout ne N, u, est une fonction rationnelle, définie sur [1,+oo[ et strictement

supérieure a 1 (sauf pour n=0,oul’ona u,(1)=1 et u, (x)>1 sur ]1,+oo[).

Soit & nouveau xe& [1,+ o[ fixé.

D’aprés ce qui précede, on a immédiatement u,,,(x) > u,(x) pour tout ne N, donc (u,(x)) . est

strictement croissante. Si elle converge vers une limite /€ R, ona ¢>1 (car {>u (x)>1)et:

n

lim u_ (x)= 0= lim | u (x)+—— |= 0+
— 4o n—+oo un(x) /

ne converge pas et comme elle est croissante :

Donc % =0, ce qui est absurde. Ainsi, (u,(x))

lim u, (x) =+ oo

n—+oo

=
u,(x)

est strictement croissante, strictement positive et de limite

On pose pour tout ne N et tout xe [1,+oo[, f,(x)=

Pour xXe [1,+°°[7 la Sulte (un(x))neN

infinie, donc la suite ( j est strictement décroissante, strictement positive et de limite nulle.
neN

u,(x)

n

Gl

u (x)

n

Ainsi, pour tout xe [1,+ oo [, la série z vérifie le critere spécial des séries alternées, donc

converge. Ceci prouve que :

La série z f, converge simplement sur [1,+ oo [

On note f la somme de ) f,. Comme pour tout x&[l,+oo[, la série Y f,(x) vérifie le critere

spécial des séries alternées, on a pour tout ne N :

n +oo 1
fO=Y f@|=D. fix|< fn+1<x>|=u o

Or, on a vu que pour tout ne N, u_ est une fonction rationnelle strictement positive sur [1,+ ) [,

1 . : ‘o
donc — aussi et ces deux fonctions sont dérivables sur [1,+oo|.
u

n

Alors, pour tout ne N et tout xe [1,+ oo :
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u,'(x) _

u, ()’

Or, u,(x) 21 avec égalité seulement pour n=0 et x=1.

u,(x)* -1

un (X) un(x)Z

U,y (X) =1, '(x) =

u,(x)* -1
2

Ainsi, pour tout x€ ]1,+oo[, ona >0 etsiu,'(x)>0,alors u,,, '(x)>0.

n+l

u

n

Or, u,'(x)=1>0 sur ] 1,400 [ Donc, on vient de prouver par récurrence que pour tout ne€ N et tout

X€E ] 1,+ [ , u, '(x)>0 et donc que u, est strictement croissante sur [1,+ oo [ .

Alors, pour tout ne N et tout xe [1,+ oo[ :

< ! < ! .
un+1 (‘x) un+1 (1)

FO-Y £,

Et comme Ilim u (1)=+c, on a lim =(0. Ceci prouve que la série z f, converge

n—+oo n—>+ooun+l(1)
(=D"

n

uniformément sur [1,+ oo [. Et comme f, = est continue (car rationnelle) sur [1,+ oo :

f= an est continue sur [1,+ o [.

n=0

On vient de prouver que pour tout ne N :

1
=sup —= )
[+ E[ u, u, ()

sup | f,
[1.4+oo[

Donc, z f, converge normalement sur [1,+ oo[ si et seulement si Z converge.
1 ‘. 1 . . ‘.
Or, pour tout ne N, W =u,, (1)—u, 1), donc la série z ) converge si et seulement si la série
un uVl

Z:(un+1 (1)—u, (1)) converge, autrement dit, si et seulement si la suite (u,(1)) . converge. Or, on vu

ne

que pour xe& [1 ,+ o0 [ , y compris pour x=1, (u,(x)) , diverge vers I'infini.

ne

Tout ceci prouve que Z sup | fn| diverge et donc que :
[+

La série de fonctions Z f, ne converge pas normalement sur [1,+ oo [ .

Planche n° 6

La fonction polynomiale f, :¢#+>¢"—t+1 est définie et dérivable (donc continue) sur R, de dérivée

f, it n -1

Remarquons que :

10
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e pourt>1,onat">t donc f,(t)=1t"—t+121 et f, ne s’annule pas sur [1,+ oo ;
e pour 0<r<l,ona f,(t)=t"—t+1>1"20 et f, nes’annule pas sur [0,1].

Ainsi, f, ne s’annule pas sur R, .

Pour I’étude sur R _, distinguons deux cas.

n pair (donc n—1 est impair)
Sur R_, f '(t)<0 donc f, estdécroissante jusqu’a f,(0)=1>0, donc ne s’annule pas.

Ainsi, quand n est pair, f, ne s’annule jamais sur R.
n impair (donc n—1 est pair)

Ona f '(t)=0 quand r =% % et f, '(#)<0 entre les deux racines.

In

1 . . . . .
e Sur } — oo, — —}, la fonction f, est continue et strictement croissante de lim f, =— oo (car

’ n—\l/;

n est impair) a f{—%]zl—(%] +%>O car [%) <1, donc s’annule

exactement une fois.

e Sur [—1%/_,0}, la fonction f, est strictement décroissante jusqu’a f,(0)=1>0, donc ne
"n

s’annule pas.

Ainsi, quand n est impair, f, s’annule exactement une fois sur R .

Finalement, f, s’annule au plus exactement une fois sur R et donc :

P (X)=X"-X +1 admet au plus une racine réelle.

1
Ona Pn'an”’l—lzn(X”_l——j,donc :
n

2km

el;, ke [[O,n—Z]].

Les racines complexes de P ' sont les

1

Soit z une racine réelle ou complexe de P, . Si z est une racine au moins double, alors :

1
2" —z+1=0 —z-z+1=0 z= "1
P'(2)=P()=0 & { | o " o "
Zn_ __:O n-1 __ 1 n-1 __ 1
n Z =— Z =—
n n

11
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n

n—1
. ) n 1 ) _ ) ) u
Ceci implique que (—j =—, soit n"=(m—1)"". Ceci est absurde car la suite (n ) v est

strictement croissante. Donc, on ne peut pas avoir P, '(z) =P (z) =0 et ainsi :

Toutes les racines (réelle ou complexes) de P, sont simples.

Les complexes 7, r,, 7, sont les racines de P, = X’ — X +1, donc:

rn+r+r=0
i tnntnn=—1
rnr,=-1
Ona:
I+ 1 1 7 1 0
d=| 1 1+r, 1 Cl&z_cz -rn 1+, —r

1 1 1475|559 0 1 r

En développant par rapport a la premiere ligne :
I+r, —n| |-, —n
1 A 0 n

=n[A+n)n+n]-(-nn)=rn+nnn+nn+n0

d=r,

=nntnntnn+ann=-—1-1

Ainsi :

l+r 1 1
d=| 1 1+r, 1 |==2
11 1+n

12
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Série 2

Planche n° 7 (ENSAM)
1) Pour tout (P,Q)e R,[X] 2, o(P, Q)= (P I Q) =P0)00)+P'(0)Q'(0)+ P"(0)Q"(0).

e (@ est symétrique (par commutativité du produit) et bilinéaire (par linéarité de la dérivation et
distributivité du produit sur 1’addition).

e Pourtout Pe R,[X], (PIP)=P(0)*+P'(0)’+P"(0)* >0, donc @ est positive.
 Enfin, pour tout Pe R,[X], t+> P(t)* est continue et positive sur [—1,1], donc :
(PIP)=P0)’+P(0)’+P"0)’=0 < P0)=P'0)=P"0)=0
< 0 estracine au moins triple de Pe R,[X]

Ceci implique que P posseéde au moins trois racines (comptées avec multiplicité) et comme
deg P<2, P estnul

Ainsi, @ est définie.

Finalement :

L’application ¢ définit bien un produit scalaire sur R ,[X].

2) Pourtout Pe R,[X], (PI1)=P(0) et (P1X)=P'(0), donc :
e (XI1)=(X"11)=0 (car X et X* s’annulent en 0) ;
o (X1X*)=0 (car (X*)'=2X).

Donc :

La famille (1, X, X 2) est orthogonale.

3) Pourtous P,Qe R,[X] et Ae R
fP+AQ)=(P+AQ)(1-X)=P1-X)+AQ(1-X) = f(P)+Af(Q).
De plus, f(P) estun polynéme et :
deg f(P)=deg[Po(1- X)]=deg Pxdeg(1— X) =deg Px1=deg P<2.
Donc, f(P)e R,[X] et ainsi, fest un endomorphisme.
Pour tout Pe R,[X],si f(P)=Q,ona:
fof(P)=f(Q)=00-X)=P(1-(1-X))=P(X)=P.

Donc, fof =idy i, etainsi, fest une symétrie.

13
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Finalement :

fest un automorphisme de R [X] et f~'=f.

Remarquons que I =/(111) =1, [X|=/(X1X)=1 et [X°|=/(X*1X*)=2, donc la famille

B = (1, X,%ij est une base orthonormée de R,[X].Ona:

f=1
f(X)=1-X
1, _l B zzl_ l 2
f(EX j_2(1 X) 5 X+2X
Donc :
1 1 1
My(f)=|0 -1 -1
0 0

La deuxieme colonne de M ,(f) est de norme V2, donc pas 1, donc la matrice de f dans la base
orthonormée B n’est pas orthogonale, ce qui prouve que :

fn’est pas une isométrie.

Remarque : || f(X )|| =J2#1= ||X || suffisait ici pour affirmer que f n’est pas une isométrie !

Planche n° 8 (11y a avait des questions Python)

Le premier terme z; =1 de la suite (z,),. est bien défini et non nul.

Z e .
" est défini.

Sipour ne N, z est défini et non nul, alors |z, |#0,donc z,,, =z, +1i |
Z

n

De plus, si z

n+1

mz 4if =z [ 14i—— |=0, alors 14i——=0 (car z, #0) et i=—Iz, ER, ce
lz, | [z | lz |

n n n

qui est faux. Donc, z,, #0.

n+1

Ceci prouve par récurrence que :

La suite (z,),.y est bien définie (et ne s’annule pas).

14
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Comme g est de classe C' de R, la fonction #+> g(t+1) est aussi et en dérivant la relation

g(t+1)—g(t) = arctan (ij = g— arctan (\/; ) , on obtient, pour tout t € ]R*+ :

Ji

]
t+)—g'(t) =— ———— .
gt+h=g't) 21+ 1)1

Alors, pour tout € R” et ne N,ona:

g'(’)‘g'(””“):Zn:[g'(ﬁk)_g'm“l)]:izmk:wwk '

Or, a 1 fixé, t+n+l———-—>+0c0, donc lim g'(t+n+1)=0 (car limg'=0) et ainsi, la série

n—+oco +

1 ) ) N . .
Z converge (on pouvait aussi comparer a la série de Riemann Z

1
2t +k+ DV +k m)'

Alors, pour tout € R, :

[ _+°° 1
g<t)_;2(r+k+l)x/t+k

Soitunréel t>1.

1

2u+k+DNu+k

Pour tout ke N, A, est continue sur [1,+ o[, donc sur [1,7], et pour tout u e [1,+ ] :

Pour tout ke N, posons A, (u) = sur [1,+ oo [

1

h ()| € ————.
) 2k + Dk

(. . 1 .
Comme la série de Riemann E T converge, E converge aussi, donc E h, converge
k~k

1
2k +)Vk
normalement, donc uniformément, sur [1,+ oo [, donc sur [1,7] et ainsi Z( I lr h, (u)du) converge et

J-ltg'(u)du :j:(ihk(u)jdu =§(Illhk(u)du).

k=0 k=0

Soit, avec g(1)=0 :

+ 00 ‘ d
s0=s=gh= kZ_;U‘ 2(u+k+blt)\/m]'

. 1
est la dérivée de t — arctan [—j, donc :

Ji

Or, on a vu plus haut que 7+ —

200+t

=5 ] ot o )

15
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Ainsi, pour tout réel t>1 :

g(t):i(arctan( ! j—arctan( ! D
k=0 vk +1 Vk+t

Si maintenant, t€ ]0,1],ona r+12>1, donc:

+o0

gt+1)= g [arctan (ﬁj —arctan [ﬁn = ; [arctan [ﬁj —arctan (ﬁj}
o e e ) e )

+o0

1 1
=arctan 1 —arctan O + arctan| ——— |—arctan| ——
kz_:‘[ (\/kHJ (\/kﬂD
= i arctan (;j —arctan (;j +arctan (Lj
k=0 Vk+1 Vk+t \/;

Or, g(t+1)—g(t) = arctan (ij, soit g(t) = g(t+1)—arctan [ij et on retrouve :

Vi Vi

0§l )

Finalement, pour tout t€ R, :

g(t)zio arctan ; —arctan ;
=0 Jp+1 Jp+t

Notons B, le point de I" d’affixe x(n)+iy(n) du plan complexe.

Prouvons par récurrence que pour tout ne N, B =A ,soit x(n)+iy(n)=z,.
Initialisation :

Ona g(1)=0, donc x(1)+iy(1)=1=z, : la propriété est vraie aurang n=1.
Heérédité -

:z Z . N *
Supposons la propriété vraie a un rang ne N .

1 1 1
Ona g(n+1)= g(n)+arctan (—j et, comme — >0, arctan (—j € } 0,
¢ ¢ In Jn Jn

°°S[af°m(%)}‘JC"*(W%JJ‘Jl+tanz(aritan( I

(RIS

[, donc :

ol -l ) o

Jn

16
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Donc :

x(n+1)=~/n+1cos(g(n+1)) = \/n+1{cos(g(n)+arctan(%jﬂ
n

:Cos(g(n))cos(arctan (%D_Sin(g("))sm(arcm (ﬁm

_x(n) n _y(n) 1
_\/; n+1 \/; n+1

y(n)

Jn
y(n+1)=~+n+lsin(gn+1))=+n+l1 {sin(g(n)+arctan(ijﬂ

—

=/n+

—

=n+

=x(n)—

In

:sin( g(n))cos(arctan (%DHOS( g(n))sin(arctan (ﬁm

—

=n+

_ _y(n) n x(n) 1
B n+1_\/; n+1+\/; n+1}
=y(n)+)i>%)

Or, /x(n)* + y(n)* = Jn et par hypothése de récurrence, x(n)+iy(n)=z,,donc |z, |= Jn et :

x(n+)+iy(n+1)=x(n)— )i;%)+i(y(n)+%j=x(n)+iy(n)+iw=Zn +i%=zn+l.

n

La propriété est donc vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout n€ N" . Ainsi :

Les points A, appartiennent tous a I’arc I

Planche n° 9

Soit f:C—>C.

o
Ej sa matrice dans la base canonique de R”.
¥

On a alors, pour tout z=x+iye C avec (x,y)e R* :

Si f:R*>—R? est R -linéaire, notons (

f(z)=OLx+By+i(7x+5y).

f(z):aﬁ+ﬁﬂ+i(yﬂ+62_?j:(E—Ei+1i+§jz+(g+ﬁi+1i—§jz.
2 2 2i 2 2 2 2 2 2 2 2

17
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B. v B. v

Ainsi, avec a=g——z+—i+§ et b:g+—z+—i—§, il existe (a,b)e C* tel que pour tout ze C :
2 2 2 2 2 2 2 2

f(z)=az+b7 .

Réciproquement, s’il existe (a,b)e C* tel que f(z)=az+bz pour tout ze C, alors f est linéaire
par linéarité de la conjugaison.

Enfin, si f:z+> az+bz avec (a,b)e C*,ona:

y LO=if (@)

f)=a+b - f)=a+b - 2
f@)=ai-bi ifi)=b-a b:f(1)+if(i)
2

Donc, les complexes a et b sont uniques.

Finalement :

Une application f:C — C est R -linéaire si et seulement s’il existe (a,b)e C*
tel que f(z)=az+bzZ pourtout ze C et les constantes a et b sont uniques.

Une base de C est (1,7) et f est un automorphisme de C si et seulement si I’image de cette base

( f, f (i)) est encore une base de C, autrement dit si f(1) et f(i) ne sont pas proportionnels
(dans R).

Or, f(1) et f(i) sont proportionnels si et seulement si f (l)me R (cours de premicre année).

Ona:

FOF@)=(a+b)ai—bi)=(a+b)—ai+bi)=(a+b)(—a+b)i=(—aa—ba+ab +bb)i.

Et:
fOfDeR & fMOfH=FDFG)
& (—aa-ba+ab +bb)i=(—aa—ba+ab +bb)i
& (—aa-ba+ab +bb)i=—(—aa—ab +ba+bb)i
& —aa-ba+ab +bb =aa+ab —ba—bb
& aa=bb
=

Finalement, pour tout (a,b)e C* :

f iz az+b7 estun automorphisme de C si et seulement si |a| = |b| .

18
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Comme les réflexions sont linéaires, 1’écriture complexe de r, est de la forme z'= f(z)=az+bZ

avec (a,b)e C*.

De plus, les vecteurs de 1’axe, en particulier v, sont invariants par 7,, donc f (€®)=¢" et tout

[(-)+E
2

i j ,
vecteur orthogonal a I’axe, en particulier le vecteur d’affixe e =ie", est transformé en son

opposé, donc f(ie®)=—ie® . Ainsi:
f(e®)=ae® +be”® =ae® +be " ="
fe®)=a(ie®)+bie®)=iae® —ibe " =—ie®
Soit :

ae® +be " =¢"” 2ae® =0 a=0
o = = :

o " . e o
ae” —be " =—¢ 2be " =2¢'

Donc :

L’écriture complexe de 7, est z'=¢*°7 .

Planche n° 10 (11 y a avait des questions Python)

P(k) ak’
k! kv k!

Si P=a,X"+..+aX+a, avec a,#0, on a et par croissance comparés,

n+2
lim =0, donc M: 0] i et comme la série de Riemann zi converge, la série
Ko+e [ k! k—+oo\ f2 k2

z PIEI'C) converge aussi et donc :

S(P) est bien définie pour tout Pe R[X].

Soient P,Qe R[X] et Ae R, comme ZM et ZQ]EIT)

Xl convergent, »_ (P(_k) Y O(k) j

k! k!
converge et :

S(P+1Q) =ZM=Z(P(—")+AQ(—MJ=ZP(") +AY. Q}E’:) =S(P)+AS(Q).

k=0 k' k=0 k' k' k=0 k! k=0

Ainsi, S est linéaire et a images dans R, donc :

S est une forme linéaire sur R[ X ].

19
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On H,(X)=1 etpourtout ne N, H , (X)=(X -n)H (X), ce qui donne pour tout ne N :

n+l

Hn(X)zX(X—1)...(X—n+1)=ﬁ(X—j).

j=0

On a pour tout ne N, degH,,, =deg(X —n)+degH, =degH, +1, donc (degH,) . est une suite

arithmétique de raison 1 et de premier terme deg H, =0, donc pour tout ne N :
degH, =n.
La famille (H,)

est dimension n+1, donc :

refon] €St donc une famille échelonnée en degré de n+1 polyndmes de R, [X], qui

(H,)c[0,,7 €St une base de R [X].

Pour tout ke N ettout ne N,ona H (k)=1etsin=1:

0 sik<n
H, (k) :k(k—l)...(k—(n—l)) = k!

Cette relation reste valable pour n=0<k donc :

S(H)_an(k)_ i k! _ 1 zl_
! i k! on k! (k—=n)! = (k—n)! Zk!

Ainsi, pour tout ne N :

S(H)=e

Soit Pe R[X]. On note degP =n. Alors, Pe R [X] et comme (H) I est une base de R [X],

ke[0,n
il existe (at,, O, ..., 0, )e R™ tel que P=0o,H,+0oH, +..+0 H, .
Par linéarité de S, on a alors :
S(P)=a,S(H))+o,S(H)+...+0a, S(H,))=0,e+ae+..+0ce.
Soit :
S(P)y=e(o,+0, +..+0,).

Reste a évaluer la somme o, + o, +...+ 0, al’aide de P.

20
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Pour tout k€ [[0,n], P(k)= Zn:ochj(k) = iocj 7 : ~t soit :
j=0 j=0 —J):
P(O)=a, o, = P(0)
P()=a,+0, o, = P()—P(0)
P(2) =0, +20, +201, & {0, =1(PQ)-2P()+PO)

P(3)=0a,+30, +3!o, +3!0,

o, =%(P(3)—3P(2)+3P(1)—P(0))

On peut alors conjecturer que pour tout k€ [0,n], o, = Z( D [ jP (J)-

La propriété est vraie au rang O et si elle est vraie jusqu’au rang k € [[0, n —1]] (quandn >1), alors :

YA SIID Jr e
< ak+‘:(k—|1-1)' g(kﬂ—z)'[z'z( v ( jp(])j
S =y D ( b (k+1—i)!j!(i1—j>!P(j)
< O‘“‘:(kil)!P(k ,i;‘ ({)z(l—J()_'(g:il—l)'
o a, = (kil)!P(kH)—g%g‘ 1y "!((kk :11—_;1!1‘)!

1 K (k+1=j
% =05 D[P(kﬂ) Z( j ij;(—l)( ,- H

(k1) ke +1- | | | |
Or’z(_l)l( Y ]j 2 ¢ D( i ]j_(_l)k“_j:<—1+1>k“-ﬂ'—<—1>k“-f=<—1>"-<',donc:

k+1

1 : k=j 1 k+1 k+1-j
i =y D,[P(kﬂ) Z( ; ij(—l) } n 1),2( ij( )

j=0

La relation est donc vraie au rang k +1.

k
On vient de prouver par récurrence que pour tout k€ [0,n], a, = —Z( D+ (]] P(j).

Alors :
B n _ n 1 k ( l)k j
a0+a1+...+an—;ak—;ﬂ;( ( jP( )= ;;]'(k— ;
v =D 1)]” P(j) - (= 1)]” 5P (=D
=0 iy J (k= P= z ! z(k N = J! kz;'
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Et ainsi :
S =D\ PO
S(P)=e ( &) j ()
o\ k! J!
Planche n° 11
. : t : . :
Soit xe R. La fonction ¢ N est continue sur ] 0,1] en tant que quotient de telles fonctions.
+t
Ona 1 >, t* et I’intégrale de Riemann .[ . t'dt converge si et seulement si x >—1, donc :
1o

La fonction F est définie sur |—1,+oo].

X xlnt

Soit f: (x,1) > —
1+t 1+t

définie sur ]—1,+oo [X]O,l].

* Pour tout ke N et tout 7€ ]0,1], x> f(x,f) est de classe C* sur |—1,+ oo, car elle est
proportionnelle a une fonction exponentielle.

k 1 k xInt 1 k  x
0 {(x,t)z(nt) e™ _(nn)'t
ox 1+t 1+t
morceaux sur | 0,1] en tant que quotient de telles fonctions.

e Pour tout ke N et tout xe |-1,+o][, t+ est continue par

* Pourtout ke N, tout ae |—1,+00[ ettout (x,r)€[a,+o[x]0,1],0na:

9 f

_(=Inp)r ~(=In Nkt
ox* B B '

1+1¢ 1+¢

(x,1)

(= Int) ¢
t

Et, sur ] 0,1] , 1 est positive, continue par morceaux (en tant que quotient de telles

. . , a+l1
fonctions). De plus, par croissances comparées (avec - >0),ona:

(=Int)* ¢ a1
1+¢ _(—lnt)kt 2
a4y =00
t2
~Int)*t* el . - -1
Donc, ¢= o |t? |etlintégrale I t 2 dt converge car a5
I+1 10 0 2
. —Int)t" .
Ainsi, tl—)% est intégrable sur ]0,1].
+1
1 X
Alors, la fonction F:xl—>j0 1t dt estde classe C” sur [a,+ o[, et ceci pour tout a€ |—1,+oo].
+
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Comme Uae]_lvm[[aﬁ o[=]-1,+0] :

Festdeclasse C* sur |—1,+].

Remarquons déja que pour tout x€ |—1,+ o[, ona:

F(x)zj1 PN R S

01+¢ 072 2(x+1)

Comme lim 2(;1) =+4o00,0n lim F(x)=+c0 par comparaison. Alors, si F' est développable en
x—-1" X+ x—-1"

série entiere, son rayon de convergence est inférieur ou égal a 1 (sinon le développement en série
entiere serait continue en — 1, donc F' admettrait une limite finie en — 1).

Soit alors xe |—1,1[ fixé.

, donc

Pour tout 7€ ]0,1],0on a = =
1+t 1+t “n! 1+t =n! 1+t

F(x):jglt—;dt:j;(mx_n(lnt)"jdt=j;(§fn(t)jdt

—oh! 1+t

™ RS 1 (xInp)" _ ix_" (Int)"

avec f ()= x—n (no)"

pour tout 7€ |0,1] et tout ne N.
n! 1+¢

e Pour tout ne N, f est continue par morceaux (quotient de telles fonctions) et intégrable sur

10,1] (car f,(0)= tgo(%j).

X

e [a série z f, converge simplement vers ¢ > , qui est continue, donc continue par morceaux

+1
sur]O,l].
1+ B
e Posons a=——. Comme |x|<1,0na|x|<a<1,donc—<1.
a
Pour tout 7€ ]0,1] et tout ne N :
n n n n n k n n n
X" nz " @ lInt x" = ak Int x ea\lnt\ x e—alnt X" e
P P e Y G P g N ey
n! 1+t |a| n! 1+t |a| k! 1+t |a| 1+t |a| 1+t |a| 1+t
1 )
Commea<1,ona—a>—1,d0ncF(—a):j01 dt existe et :
+t
1 xn
[ 1f0ldi<|~ F(-a).
0 a
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x| _
—| F(—a) converge car |—|=—
a

Enfin, la série géométrique <1, et par comparaison, on en

Avec [, = Ol(lln D dt pour tout ne N, tout ceci permet de conclure que :
+t
F=| Zf(t) dt—Zj f(r)dt_zj X (o), il_ﬂx”
n! 1+t o n!

-y
Ainsi, pour tout xe ] 1 1[ F(x)= Z—x donc F est développable en série entiere et son rayon
n=0 n

de convergence est supérieur ou €gal a 1. Or, on a vu plus haut que ce rayon de convergence est
inférieur ou égal a 1.

Finalement :

F est développable en série entiere et son rayon de convergence est 1.

Planche n° 12

1) a. On suppose que A est diagonalisable, donc il existe D = diag (a,, ..., a,) et Pe GL (R) telles
que A=PDP"'. Alors, pour toute M € M, (R),ona:
AMA=0, < (PDP"YM(PDP')=0, < PD(P'MP)DP™'=0,.

Et comme P est inversible, ceci équivaut a D(P"'MP)D=0,. De plus, l'application
f:M = P"'MP est un automorphisme de M, (R) (la bijectivité étant 2 nouveau une conséquence
de I’'inversibilité de P). Ainsi :

MeE, & f(M)=P 'MPecE,.

Soit f(E,)=E, et,comme dim f(E,)=dimE,, on finalement :

dimE, =dimE, avec D =P 'AP diagonale.

b. SiA estinversible, ona AMA=0, équivaut M =0, , donc E, ={0,} et dimE, =0.

Si A n’est pas inversible, soit p=dimker A>1 et avec la notation D =diag(a,,...,a,) introduite
dans la question précédente, supposons que a, =...=a, =0 (et a, #0 pour tout ke [[ p +1,n]] s'ilya
lieu, c’est-a-dire si p #n, soit A#0,). En posant A =diag (alm, vy a, ), on a donc :
D — ( OP Opv”—ﬂj
0, ., A
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3N4

N, N
Alors, pour toute N € M, (R) telle que N =( ! zj avec Nye M, (R),ona:

pnp=| O Orr
0 ANA )

nh=p,p
Donc :

NeE, & DND=0, & ANA=0,, <& N,=0_.

La derniere équivalence est vraie car A est une matrice diagonale dont tous les coefficients sont non

nuls, donc est inversible.
Nl N2
E,=<Ne M (R),N = )
N3 On—p

dim E, = dim M, (R) —dim M, (R) =n*—(n— p)*.

Ainsi :

Et:

Comme p=dimkerA=n-rg(A) d’apres le théoreme du rang, on obtient avec la question
précédente :

dimE, =dimE, =n*>—(rg (A))’.

D’apres ce que I’on a vu au début de la question, cette formule reste valable quand A est inversible,
car alors rg (A)=n et dimE, =0.

Ainsi, pour toute Ae M, (R) diagonalisable :

dimE, =n*>—(rg (4))’

2) Soit maintenant Ae M, (R) quelconque.
On a vu que si A est inversible, alors E, ={0,} et dimE, =0.
Supposons A non inversible et notons a nouveau p =dimkerA>1.

Soit u I’endomorphisme de R" canoniquement associé a A et (e, ..., ep) une base de keru =ker A

que I’on compleéte en une base B =(e,, ..., e,,e .,e,) de R".Onaalors :

p+l 2

Op Bl -1
M,(u)=B= 0 5, et A= PBP

n—p,p
ou Pe GL,(R) est la matrice de passage de la base canonique a la base B .

On a alors :
Xy =det(X 1, —B)=X"det(XI,_,—B,)=X"y, =det(XI —A)=yx,.
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Et comme dimker A= p, 0 est de multiplicité p dans ), donc dans x, = X"x, , et n’est ainsi pas

racine de ), . Ceci veut dire que 0 n’est pas valeur propre de B, , donc que B, est inversible.

Par ailleurs, on prouve comme dans la question 1.a que :

dimE, =dimE,.

N, N,

Pour toute N e M, (R) telle que N =( J avec Nye M, (R),ona:

3 4

BNB:( Op Bl (N3BI+N4BZ)]

On—p,p BZ(NSBI +N4BZ)

Donc :

B, (N,B, + N4Bz) =0,

NeE, & BNB=0, <
B,(N,B,+N,B,)=0

n—-p

Et comme B, € GL,_, (R) :

_ _ -1 _ Nl N2
NeE, & NB+N,B,=0_ & N,=-N,BB' & N= N _nps )

Ainsi :

N, N

E,=4 ! L EMM@),NeM[R);.
N3 _N3Ble
. o [NN, N, N, : : .
Enfin, I’application — _, | est un isomorphisme de F dans E,, ou F
N3 On—p N3 _NsBle

N, N
désigne le sous-espace de M, (R), F = {(Nl 0 ? ]e M,(R),N,e M, (R)}, donc :
3

n—=p
dimE, =dimE, =dimF =n" —(n—p)*.

Avec rg (A)=n—dimker A=n— p, on obtient encore :

dmE, =n’ —(rg(4))’
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Série 3

Planche n° 13

1) Si a>1, la série de Riemann Z—a converge et comme elle est a termes positifs, on a pour tout
n

ne N et avec une réindexation :

e F IS
=AU R 9 et A rtl S

+ o0
Or, Z — est le reste d’un série convergente, donc tend vers 0 quand n — + oo et le théoreme des
k=n+1

gendarmes permet de conclure que quand o >1 :

lim u, =0

n—+oo

1
a+n*
La fonction f est continue sur [0 , 1] , donc, d’apres la propriété relative aux sommes de Riemann :

IS (k) g

1
Remarquons que comme f est strictement positive sur [0,1], on a J-O f(@®)dt >0 et donc on peut

2) Posons f(t)=

1
écrire, en posant [ =J-0 f()dt :

Or, pour tout ne N* :

lz]{kj:lz—l :lno‘ ! =n""u,.
N o (n+k)°

Ainsi, n*'u, ~ I,donc:

n—>+oo

~N

"no 4o na_l

Avec pour ot =1, j; f(®)dt= J‘;{i =1In2, ceci permet de conclure :
+t

+o0 quand o<1
lim u, =7In2 quand a=1

n—+oo

0 quand a>1
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3) On prendici o.>1. Soit ne N,

La fonction g:t — est continue et décroissante sur R, . Pour tout ke N,ona:

(n+1)
Vite [k,k+1], gk+)<g®)<gk).
Donc :

g(k+1) sjkk“g(t)dts 2 (k).

Alors, pour tout pe N :

p+l

2g<k+1><Zj swasy ) o 2e=[r g(r)dt<g<0>+2g<k>.

k=0

Ainsi, pour tout pe N :
+1 +1 P
|, sdi-g@ =] "gdi+[" gydi~gO)<Y g(k)
k=1

p+l

IECE [ g@ar
+1
Donc, pour tout entier p =2, etavec g(p+1) < j ’ g(t)dt , on peut écrire :
P

[emdr+g(p+-gO <Y gt <[ edr ()

Soit :

j()Idt_ll”zll_ll:ll_l
8¢ o 40’ |l—a i | Il—a(nd p)* l—an™t o1 (ntp) )

0

On adonc lim .[pg(t)dt: !
p—>+od0 o—

hm g(p+1)= lim ;
po+e (n+ p+1)*

g0)=—
n

Donc pour ne N :
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P . _ 1
Le théoréme des gendarmes permet de conclure que lim n*'v, =—— et donc que :

n—+oo oa—1
1 1
v ~
"note -1 n*"

seulement si x—1>1, soit o> 2 et finalement :

La série de terme général v, converge si et seulement si o0 > 2.

Planche n° 14

1) Pour tout ne N, notons H, (resp. V,) la variable aléatoire qui vaut 1 quand, a 1’étape n, le

module se déplace de 1 vers la droite (resp. vers le haut), — 1 quand il se déplace de 1 vers la gauche
(resp. vers le bas) et 0 sinon.

Les variables H, (resp. V) sont indépendantes (car chaque mouvement est indépendant des autres)
et pour ne N donné, ona H,(Q)=V,(Q)={-1,0,1} et:

PH,=—-1)=PH, =)=PV,=—1)=PV =1)=—

P(H =0)=P(V,=0) =%

Donc, pour tout ne N’

EH )=EV)) =—1><l+0><l+1><l=0.
4 2 4

On a alors X, ZH (et Y = ZV ), et par linéarité de I’espérance, E(X,) = ZE(H ), soit :

k=1

E(X,)=0

2) Pour tout ne N :

2y 2 NEDEPICIVE SRPNUR SRRCIVE S
V(H)=EH})-(EH,)) =EH])=(-1) ><4+0><2+1 X =

Soit ne N'.Ona X, = ZH , etles H, sontindépendantes, donc X, admet une variance et :
k=1

V(X,)= ZV(H) 22 5

Or, V(X,)= E(X})—-(E(X,)) = E(X?), donc :

ExH="
(X,) 5
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On prouve de méme que E(Y,’) = > d’ou, par linéarité de 1’espérance :

B2 =BG 1) = XD+ =24 =

Ainsi, E(Z) est finie, donc Z, admet une variance et V(Z,)=E(Z}) —(E(Zn))2 >0,d’ou:
(E(Z,)) <EZ>=n.

Et comme Z est a valeurs positives :

E(Z)<~n

3) Soit ne N°.
Comme Z, représente la distance du module au point O a I’instant n, on a (Z, =0)=(A4, =(0,0)),
autrement dit, le module revient en O au bout de n étapes.

Pour tout ke N, appelons R, I’évenement : « le module revient en O au bout de n étapes en s’étant
déplacé k fois vers la droite ».

Pour réaliser R, il faut donc que le module se soit déplacé :

e [ fois vers la droite ;

e [k fois vers la gauche ;

n—2k

fois vers le haut ;

n—2k fois vers le bas.

n—2k

Pour que ceci soit possible, il faut que soit entier, donc que n soit pair.
Ainsi, si n est impair, P(Z,=0)=0.
On suppose maintenant que n=2p est pair (avec pe N").

Pour réaliser R,, le module doit se déplacer 2k fois latéralement, donc 2k <n, soit 0<k <p et

pour tout k€ [[O,p]], ilya:

2
. [ kpj possibilités de choisir les k déplacements vers la droite ;
. (2p— S . )
® puis r possibilités de choisir les k déplacements vers la gauche ;

2p—2k
® puis [ P . j possibilités de choisir les p—k déplacements vers le haut ;
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. (2p—2k—(p—k)j
e ¢t enfin,

-k
: = (p j =1 de choisir les p—k déplacements vers le bas.
p —

p—k

( R | .
Tous les déplacements ont une probabilité de 7 et sont indépendants, donc :

P(Rk)=(2pj(lj x(zp_kj(lj X(Zp—ijx(ljp_ xlx(ljp_
k )\ 4 k)4 p—k 4 4
2p)!  Qp-k)!  (2p-2k)! (1)2”

TPk Cp—20) k! (p—I)(p—k)\ 4

_ 2p)! H“_@p)! P! p! (1)
kU p-R)lp-i\4) T pIplkNp-k)k(p-k)!\ 4

HHEE

Or, les R, sont deux & deux incompatibles et (Z, =0)=| J

fo.r] R, , donc:

re-o-grn-3 TG ST 6

2 2 2
n 2 2 P
Et avec le résultat admis, Z[ij =[ pj , on obtient P(Z, =0) =( pj (lj i
P

k=0 p 4
Finalement :
n )1 .
P(Z,=0)= (n/Zj T quand n est pair
0 quand n est impair
Planche n° 15

Dans tout ce qui suit, pour X € M, (C), onnotera C,C,,...,C, € M, (C) ses colonnes de sorte que

I’on puisse écrire X =(C, C, -+ C,).Onaalors :
fi(X)=AX =(AC, AC, -+ AC,).

Remarquons que I’application ¥: X =(C, C, - C,)e M,(C) > (C,, C,,...,C,)e (M,,(C))" est
un isomorphisme et que f, € L(M,(C)).
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1) Soit X =(C, C, -+ C,)e M/(C).Ona:
Xekerf, & f,(X)=AX=(AC, AC, - AC,)=0
& Vke[Ln], AC, =0
& Vke[ln], C ekerA
e (C,C,,...,C,)e (kerA)'

Alors, avec I’isomorphisme ¥ introduit ci-dessus, ceci donne W (ker f,)=(ker A)" et donc :

dimker f, =dim(ker A)" =nxdimker A.
Avec le théoreme du rang, on obtient :
rg (f,) =dimM,(C)—dimker f, =n’> —nxdimker A=n(n—dimker A).

Soit :

rg (f,)=nxrg(A)

2) Soit Ae Sp(f,). N existe X =(C, C, -+ C,)e M,(C) non nulle (donc il existe pe [Ln] tel
que C, #0) telle que :

f(X)=AX & AX=(AC, AC, --- AC,)=A(C, C, - C,)=(AC, AC, - AC,).

Donc, pour tout ke[l,n], AC,=AC, et en particulier, AC,=AC, et, comme C,#0, ceci
implique que Ae Sp(A) etainsi: Sp(f,) < Sp(A).

Réciproquement, si A€ Sp(A) et Ce M, (C)\{0} est un vecteur propre de A associé a A, alors, en
posant X =(C 0 --- 0)e M,(C),ona X #0, et:

fu(X)=AX))=(AC 0 - 0)=(AC 0 --- 0)=A(C 0 --- 0)=AX.

Donc, Ae Sp(f,) etainsi, Sp(A)c Sp(f,).

On a donc :
Sp(f,)=38p(A).

De plus, pour tout Ae Sp(f,)=Sp(A),onapour X =(C, C, -+ C,)e M, (C) :

Xeker(f,—hidy, o)) © fu(X)=AX
& (AC, AC, -+ AC,)=(AC, AC, -+ AC,)
& Vke[ln], AC, =)C,
& Vke[ln], C eker(A-Al)
e (C,GC,....C,)e (ker(A-AL,))
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Comme plus haut, ceci donne ¥ (ker(fA —\idy; )) =(ker(A-Al,))" et donc :

dimker(fA —kid%(c)) =dim(ker(A-A,))" = nxdimker(ker(A—Ml,)).

On a donc :
dimker(fA —kid%(c)) = Y nxdimker(ker(A-AI,))=nx > dimker(ker(A—Al,)).
AeSp(f4) AeSp(4) AeSp(4)
Alors :
f, est diagonalisable < Z dim ker(fA - kid%(c)) =dimM, (C)=n’
}‘ESI’(fA)
& nx Y. dimker(ker(A-AI,))=n
AeSp(A)
& Y dimker(ker(A—Al,))=n=dimC"
AeSp(A)
& A est diagonalisable
Donc :

f. est diagonalisable si et seulement si A I’est.

3) Notons A=(q, ) <,» A; la j*™ colonne de A pour tout j&[l,n] et introduisons B, la base

canonique de M, (C), ordonnée de la maniere suivante :
B =(E,.E,...E,.E,.Ey,...E,,...E . E, ... E, ).
On a alors pour tous i, j € [1,n] :
fA(Ei,j):AEi,j :(O -0 A4 0 - O)ZZak,iEk,j
k=1
ou A, apparait dans la j*™ colonne.

Ceci permet d’écrire :

AO -0,
0,

My (fA): . EMn2(C)
0, -0 A

ou la matrice A apparait n fois.

On a alors immédiatement :

Tr(f,)=Tr(Mg (f,))=nxTr(A)
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4) Avec ce qui précede, et en notant ), =det(X 7, —A),ona:

XI,-A 0 0,

0. XI,—-A :
x_fA:det(XInz—MBL(fA)): : . .

0. e 0, XI-A

Et en calculant par blocs, on obtient %, =[det(X 7, —A)]", soit :

Xy = (XA )n

Planche n° 16

1) Soit h:(x,a) o MUFICSD) yepinie sur [o,g [x] ~1.1[.

COS x

. . T .
Pour tout ae ]— 1,1 [ , la fonction x> h(x,a) est continue sur [0,5[ en tant que quotient de

In(I+acosx) _ .mln(1+au)

telles fonctions et, comme lim li

=a, elle est prolongeable par
Hg cosx u=0 u

., T . L
continuité en E’ donc intégrable sur [0,5 [

e Pour tout xe{O,g{, la fonction at> h(x,a) est de classe C' sur |—1,1[ en tant que

. h 1
composée de fonctions C' et a—(x, a)=—.
da 1+ acosx

) oh ) T )
e Pourtout ae ] -1,1 [ , la fonction x —~ a—(x,a) est continue sur 0,5 en tant qu’inverse d’un
a

fonction continue.

oh

a

= ! < ! et la
1+acosx 1-b

e Pour tout be]-1,1[ et tout (x,a)e[O,g{x[—b,b], (x,a)

. 1 . T
fonction constante x > 15 est intégrable sur 0,5 .

Ainsi, at> I(a) = j:lzh(x,a) dx estde classe C' sur [— b,b] ,avec :

/2 dx

.y 72 oh B
1 .al—)jo g(x,a)dx—.[o —1+acosx'

Comme ceci est vrai pour tout be ] — 1,1[ et tout Ube]_1 1[[— b,b] = ] -1,1 [ , on peut conclure que /

dx

/2
est de classe C' sur |—1,1[, de dérivée I':aHJ- -
0 l14+acosx
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_ 2
La fonction tHi t2 :1 2 >—1 réalise une bijection de classe C' de ]0,1[ dans ]0,1[ et la
+t +t

. ce . T —¢?
fonction arccos est une bijection de classe C "de ]0,1[ dans }0,5 [ , donc t—> arccos(1 2} est
+t

une bijection de classe C' de ]0,1[ dans }O,g{ et on peut poser le changement de variable

_ 2
x:arccos( 2j,qui donne :
1+¢
2
2 dx 1 1+t2dt 1 dt
j = 2 :Zj 2 2
0 l4+acosx 01 1-1¢ 01+t +a—at
1+¢
2 ¢! dt 2 1-a
= J-) > = 2arctan —_—
1+a 7 [\/q] Jl-a I+a
1+, ]—1¢
1+a
Ainsi :

La fonction 7 est de classe C' sur ]—1,1[,(16 dérivée I":a = 5 arctan( 1‘“}
l—a +a

2) Soit f(t)=arctan(‘fﬁj pour te ]—1,1[.
1+¢

La fonction f est définie et dérivable sur ] -1,1 [ (comme composée de fonctions dérivables) et pour

tout re |-1,1] :

2
, (1+1) 1
f@= =- .
—_ — 2
5 1 t(1+l tj 1—¢
1+1¢ 1+¢

Ainsi, pour tout ae ] -1,1 [ , I'(a)=—4f"(a)f(a) donc, avec 1(0)= .[Om 0dx =0, on obtient :

I(@)=1(a)-1(0)=2f(0)" -2 f(a)* =2 Gj —( arctan[ 1_—0D

Or, t—> est développable en série enticre sur ]—1,1[, donc f' I’est aussi et il en va de

1
NI

méme pour fet donc f.
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Ceci prouve que :

La fonction / est développable en série entiere sur ] -1,1 [ .

3)  Pour tout ue|-1,1], 1n(1+u):z

nx1

_ n—1
D u" et pour tout (x,a)e[o,g[x]—l,l[,
n

acosxe |-1,1[, donc:

In (1+acos x) z( n" (cos™ x)a"
COS X = n '

Et pour tout ae |-1,1] :

I(a)= J'm(z( D™ (cos”_lx)a”jdx.

n2l

="
n

Soit ae |-1,1[ fixé. Pour tout ne N, posons g, (x)= (cos"' x)a" pour xe [0,%}.

T
= Pourtout ne N', g, est continue sur [ 2} (car la fonction cosinus I’est).

—— converge (car |a| <1).

gn(x)|—‘cos ‘| S— et
n

» Pourtout ne N et tout xe [O 2}

Ainsi, z g, converge normalement, donc uniformément sur [ }

Alors :

I(a)= ZIE/ - 1) (cos" " x)a"dx = Z((_Dn_ Ionlzcos"’lxdxja”.

n=1 n>1 n
Ceci donne le développement en série enticre de / sur ] -1,1 [ .

Comme on peut dériver terme a terme sur I’intervalle ouvert de convergence, on obtient pour tout
ae|-1,1] :

I'(a)= Z:((—l)”"1 Om cos"” xdx) a.

n=1

. /2 nel
La suite ( .[ , cos xdx)

.. .. e
est positive et décroissante (car 0 <cosx <1 sur {O,E} ).
neN"

. _ ) o
e Pourtout ne N, x> cos"”' x est continue par morceaux sur [0,5}.

. . = . T .
e La suite de fonctions (x> cos” lx)neN,ﬁ converge simplement sur [0,5} vers la fonction

1 quand x=0

. . T
X n} , qu1 est continue par morceaux sur [0,5} .

0 quand xe }0,5
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. T e )
e Pour tout ne N et tout xe [O’E} on a ‘cos lx‘ <1 et x> 1 est continue par morceaux et
oy o
intégrable sur [0,5}.

/2 /2
Alors, d’apres le théoréme de convergence dominée, jo cos"! xa’xﬁ)j( 0dx=0.
)

/2
Ainsi, la série Z(—l)" ! .[ . cos"™" xdx vérifie le critére spécial des séries alternées donc converge et

d 1 . . 1 -1 /2
onc la série entiére Z((— ),

Or, nous avions [ '(a) = 2 arctan ‘/1_—62 pour tout a€ |—1,1] et:
1-a? I+a

( 1_aj

arctan| ,[——

1+a

. .2
Iim 7 '(a) =lim =lim
a—1 a—>11+a 1_a u—0 u

cos"™ xdx) a"" converge pour a=1.

1+a

Et finalement :

> ) [ eos™ xdr=1

nx1

Planche n° 17

1) D’apres le cours :

dim L(E,F)=dim Exdim F

2) On a dimL(E,C)=dimEXx1=n, donc pour que la famille (f, ..., f,) ait une chance d’€tre
libre, il fautque p<n.

Soit B=(e, ..., ¢,) une base de E. Pour tout xe, +...+x,¢, € E ettout ke[L, p],ona:
fi)=xf(e)+..+x,f. (e).

Dongc, si X est le vecteur colonne des x;,, onaavec ¢: E —C" ;x> (fl(x), s fp (x)) :

f](el) fp(el)

(p(x):(fl(x),...,fp(x)):(Zn:xifl(ei),...,ixifl;(ei)j:’XM avec M =| S
e i=1 fite,)) - f,(e,)

Et:
rg(@)=rg(M).
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Pour tout i€ [[1,n], soit ¢,€ L(E,C) telle que pour tout je[ln], ¢,(¢,)=38,; (le symbole de
Kronecker). La famille C =(9,,..., ¢,) est une base de L(E,C).

Pour tout j€ [1,n], notons f,=> @, 0, (les o, sont les coordonnées de f, dans C).
i=1

0o donc la matrice de la famille (f,, ..., f p)

On a alors, pour tout i€ [1,n], f,(e)=> 0, 0,(e)=0
k=1
dans la base C de L(E,C) est:
Oy o Oy, fl(el) fp(el)

Mc(fys f)=| Col=| Lo l=M.
n,l a’n,n ﬁ(en) fp(en)

Et ainsi :
rg (fises f,) =18 (M) =18 (9).
Alors :
(fi>-s fp) estlibre & rg(f,,....f,)=p & rg(@)=p=dimC’ <& @ estsurjective.

Supposons que (f,, ..., f,) estlibre.
Alors, rg(f,..., fp) =rg(M)=p et il existe p lignes (d’indices i,..., ip) de linéairement
f1(eil) fp(eil)
indépendantes, donc la matrice : : est inversible, soit :
fl(eip) fp(e,'p)
f1(eil) fp(eil)

det #0.

fl(eip) fp(eip)
En posant (x,, ...,xp) = (el.l,... ,e, ),ona:
det[( fj(x,.))lgyisp} £0.
Réciproquement, s’il existe (x,, ..., xp) € E” d’éléments de E telle que det A= 0 ou :

f1(-x1) fp(xl)
A= : : .
filx,) - f(x,)
La famille (x,, ..., xp) est libre, car sinon I'un des x, serait combinaison linéaire des autres, et la

ligne i de A serait combinaison linéaire des autres lignes et det A =0, qui est faux.
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On peut alors compléter (xl,...,xp) en une base fB'=(x1,...,x X ., X, ) de E.

p? p+lo:

En reprenant le raisonnement fait ci-dessus avec cette base au lieu de B=(e,...,e,),ona:

fl('xl) fp('xl)
rg (fisr f,)=1g (N) avec N=| : .
L) - f,(x,)

Or, les p premieres lignes de N forment la matrice A qui est de rang p, donc rg (N)= p et comme
Ne JVIW(C), onaaussi rg (N)< p,donc rg(f,,..., f,)=rg(N)=p etainsi:

La famille (f,,..., fp) est libre.

Finalement :

Les propositions :

(1) lafamille (f,,..., fp) est libre ;
(ii) L’application @: E —>C" ;x> (fl(x), s fp (x)) est surjective ;

(i) 1 existe une famille (x;,..., v,) d'éléments de £ telle que det| (£,(x)),, |0
<i,j<p

sont équivalentes.

p
3) (=) On suppose ﬂker ficker f.

i=1

Comme (fl,...,fp) est libre, f e Vect(fl,...,fp) si et seulement si (fl,...,fp,f) est liée.
Supposons que (f,, ..., f,, /) estlibre.

Alors, d’aprés la question précédente, ’application @:E — C*"' ;x|—>( Ji(0)s s f,(2), f (x)) est

surjective. Cette application est linéaire (car f,, ..., f, s f le sont), donc le théoreme du rang donne :
dmE=n=rg(¢)+dimker¢=p+1+dimker¢ < dimker¢o=n—-p-1.
Or, fe L(E,C), donc dimker f =n—1 et:

xeker¢g & 0x)=(0,..,0,0) & fi(N=.=f0=f(0N=0 & xe(ﬁkerfijﬂkerf.
Donc :

ker(pz[ﬁkerfijﬂkerf .

)4 J4
Or, ﬂkerfi c ker f, donc (ﬂkerfijﬂkerf =ker f et ainsi, ker@=ker f et:

i=1 i=1

dimker@=dimker f =n—1.
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Ainsi, dimker¢o=n—p—-1=n—-1,donc p =0, ce qui est absurde.

Nous venons donc de prouver que (f;, ..., f,, f) estliée et donc que :

fe Vect(fl,...,fp).

(&) On suppose que f € Vect(fl, e fp).
Il existe alors (A, ..., kl,)e C? tel que :
f=Mfito+Af,.

)4
Soit xe [)ker f;. On a alors pour tout i€ [1, p]|, xe ker f;, soit f,(x)=0 et donc:

i=1

FO =M+t h £ (x)=0.

P
Ainsi, si xe ﬂkerfi, xe ker f, donc :

i=1

P
ﬂker fi cker f.
i=1

Finalement, on a bien :

ﬁkerf,»ckerf A feveet(fl’m’fp)

i=1

Planche n° 18

Soit (x,y)e Ri \{(O, 0)} .On aalors (x+1)(y+1)(x+ y)#0, donc fest bien définie.

Par ailleurs, f est rationnelle, donc de classe C' sur R \{(0,0)].

De plus, (J;—\/;)zzx+y—2\/§20, donc \/Eﬁx-l_y et quand (x,y)e R?\{(0,0)}, on a

2
1 1
x+y>0 etdonc < et:
x+y 2xy
XY x4+
HERE a < _ND ATV

DDty 2 2 4

Quand (x,y) —(0,0),ona x+y — 0 et donc, par théoreme de comparaison :

lim  f(x,y)=0= £(0,0).

(x,y)—(0,0)

Ainsi, fest continue en 0 et sur R2 \{(0,0)} (car C"), donc :

fest continue sur R? .
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Pour tout (x,y)e R, f(x,y)=0= £(0,0)= f(x,0)= £(0,y), donc 0 est le minimum de fsur R’ .

Pour tout (x,y)e R2\{(0,0)} :

¥ () XD D= Dokt (=)
o (r+ D (y+ D oty e+ D (y+D(x+y)?
I = x(x=y*)
e YT
On a alors :
of B
g(x’y)—o y—x2:0
of < : a & x=y=1.
—(x,y)=0 X—y =
dy

Ainsi, f admet un point critique sur R \{(0,0)}, qui est (1,1) et f(1,1) :é i

Pour tout (x,y)e (R’)* tel que x+y>10,0na:

Xy Xy 1 1
_ < _ S FLD.
|Gl GO DY) oty xty 10/ ED

Or, T :{(x, y)eR:, x+y< 10} est une partie fermée et bornée de R?. Comme f est continue sur

. ) . 1
Ri , elle admet un maximum sur 7 et ce maximum est supérieur ou égal a f(1,1) = g car (L)eT.

Ainsi, f admet un maximum sur R? et comme f est nulle sur {(x,0), xe R,}U{(0,y), ye R }, ce

maximum est atteint dans ’ouvert (R’,)* donc en un point critique, ¢’est-a-dire en 1.

Finalement :

Sur R?, la fonction f admet 0 pour minimum global et % pour maximum global.
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Série 4

Planche n° 19

1) Soit 7€ ]0,1[. Pour tout ne N',ona:
un(t):tn—l Sin(ne):%lm(tneme):%Im((teie)n)'

Or,

donc :

teie‘:te]o,l[, donc la série géométrique Z(teie)" converge et ainsi, ZLtn(t) converge,

La série de fonctions ) u, converge simplement sur ]0,1].

Toujours avec 7€ |0,1[, on a de plus :

1§(teie)"—1 te® -ty e® —t _ cos@—t+isin®
e t1-te®  (1-1®)(1—1e™®) > —2(cos®)+1 1> —2(cosO)+1"

+ oo 1+oo ] ]
Et comme on a Z”n ()= Im(—Z(lele )"j , on obtient, pour tout 7€ |0,1] :
t

n=l1 n=l1

sin©
t* —2(cos )t +1

S = u, (1) =

2) La fonction S, est définie et rationnelle, donc continue, sur ]0,1[. De plus :

sin 0

lim S(#r)=sin® et im S(t)=——
t—=0" 11" 2(1—cos9)

€ R (car 8 |0, 7|, donc cosO#1).

Ainsi, S est prolongeable par continuité en O et 1, donc :

S est intégrable entre O et 1.

On a (avec sin®, car e |0,x[):

1 1 sin O 1 sin O
[ swyar=] = = | . .
0 0¢°—=2(cosO)r+1 “0(t—cosB)"+1—cos” 06
:.[1 smze _ dt:.[l 1 : '1 dr
0(t—cosB) +sin“ 6 (’(t—cose) +1sm6
sin©
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Or, la fonction affine ¢ t—'cose est de classe C' et bijective de [0,1] dans | — Cf)se , 1—.c0s6
sin O sin® sin©
) t—cosO .
donc on peut effectuer le changement de variable u =— 0’ qui donne :
sin

1-cos6 1—cos®

.[(:S(t)dt :.[ ing 1+1du = [arctanu] 8

_ cos® 2 cosB

sin@ sin @

1—cosO cos0 1—cosO cos 0
= arctan —arctan| — = arctan + arctan
sin O sin 0 sin 0 sin O

5 sm(z—ej
o SO5Y_ :tan(f—ej et 0€]0,7[, donc T e |-I,
2 2 2

sin® cos (n — 9)
2

Or:

DA

[,d’oﬁ:

=9
2

cos0 T
arctan
sin ©

2sin? 9
1-cosO 2 o

‘ = = tan 9 et 0€]0,7[, donc 9e 0,=|,dou:
sin O . (ej (ej 2 2 2
2sin 5 cos 5

(1 —Cos 9) 0
arctan | — =—
sin 0 2

Ainsi, j;S(t)dt=g+g—9, soit :

1 T—0
jOS(t)dz_T

3) Pour tout ne N*, u, est continue sur [0,1] et:

_ sin (n0) _

u (tydr=[ " sin (nB)dr =sin (n®) [ 1" d %
J-Oun(t) t—J-OI sin (n0) dt =sin (n )J-Ot t .

n

n

La série ZMn converge simplement sur ]0,1 [ et aussi en 0, mais pas en 1. De plus, la série de terme

o 1 sin (n0) .. . . .
général J-O |un (t)| dt = Q ne converge pas (on I’admet ici, ce serait I’objet d’un autre exercice).
n

On ne peut donc utiliser les théoremes d’interversion série-intégrale et il faut se débrouiller avec les
moyens du bord.
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Pour tout ne N et tout 7€ J0,1[,ona:

+oo

‘S(t)—Zuk(t) =D u =Y u =] Y. u, ] =| D " sin(k6)
k=1 k=1 k=1 k=n+1 k=n+1
+ o0 i6 \n+l i(n+))® 1 _ . —i0
S L N %0 G LS [y A P A
t o t 1—te' (I—te")1—te™ ™)
1 PUC LR ‘sm ((n+1)0)— tsm(ne)‘
*—2(cosO)t+1)| t* —2(cos0)t +1

Or, pour tout 7€ [0,1] :
1 < 1

o *—2(cosB)r+1=(r—cosB)’+sin’6>sin’6>0, donc — <——
t"—2(cosO)+1 sin“ 0

[sin ((n+1)0)—tsin (n6)| <[sin ((n+1)6)|+¢[sin (n6)|<1+r<2.

Donc, pour tout 7€ ]0,1] :

‘S(t)—Zuk(t) <t
k=1
Et:
1 1 1 ul 1 2 2 1
S)— H|di| <) |Sk)— Hdet<| " dt = .
'[O( ® ;”k()j J-O‘ ® ;uk() J-O sin@  sin’@n+1

Comme lim ! =0,ona lim 1 S(t)—Zuk(t) dt =0 par le théoreme des gendarmes.
no+esin® @ n+1 ny+esd 0 P

Or:

j;(s(t)—iuk(t)jdtzjOlS(t)dt—ijoluk(t)dt=jolS(t)dt—in-

n—>+oo

Ainsi, lim (j;S(t)dt—Zij:o, soit :
k=1

Tim ZV jS(t)dt—Te

Finalement :

La série de terme général V, = Sin (ne) ZV _%6.
n1
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Planche n° 20

1) Voir le cours.

2) Comme Ae S (R), il existt PeO,(R) et D=diag(\,A,,...A,)e M, (R) telles que
A=PD'P etcomme A€ S7"(R),ona A, >0 pour tout ke [[1,n].

En posant Azdiag(\/k_l,\/Z,...,\/Z) et B=PA'P,ona:

e '‘B='("P))A'P=PA'P=B donc Be S,(R) ;

e les valeurs propres de B sont les \/Z >0, donc Be S"(R) ;
e A’=D et B>=(PA'P)’)=PA*'P=PD'P=A.

Ainsi :

Il existe Be S/ (R) telle que A=B".

3) Ona ‘MM e M, (R) et '('MM)="M"'("M)="MM , donc ‘MM € S (R).
Soit Ae Sp(‘MM) et X € M, ,(R) un vecteur propre (non nul) de ‘MM associé a A.

Ona 'MMX =AX , donc :

[mx |
2

|X]

Donc A >0 et comme les valeurs propres de M sont strictement positives, O n’est pas valeur propre
de M, donc MX #0 et ainsi, A#0, soit A>0.

‘X'MMX =M'XX < |Mx[=r)X] o Ar=

(car ||X|| #0).

Finalement, on a bien :

‘MM € S (R)

Comme 'MM e S;"(R), il existe PeO,(R) et D=diag(A,A,,..., N, )e M (R) telles que
‘MM =PD'P et comme A€ S;"(R),ona A, >0 pour tout k€ [1,n].

En posant a nouveau A =diag (\/k_l, \/k_z, v \/Z) ,ona:

A_IDA_I :diag( 1 > 1 LREET)

1 1 1 1
, s diag (A, A, ..., A )diag =1 .
N \/xJ o) [\/xl Vs \/x,J

Donc :
AP MMPA ' =AT'DA' =1

n

Or, A™' est diagonale, donc A™' ="(A™") et:

AP'MMPA™ = ("(AT)' P'M ) (MPA™) =" (MPAT)(MPAT) =1,
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Ainsi, C=MPA'e OR) et :
O=MPA"' & M=CA'P=C'PPA'P=0S
avec O=C'P et S=PA'P.
Comme Ce O(R) et ‘Pe O,(R),ona O O,(R), car O,(R) est stable par produit, et S =PA'P

est la matrice B de la question 1, donc appartienta S, (R) .

Ainsi :
Il existe une matrice O€ O(R) et S€ S (R) tel que M =0S.
Planche n° 21
: ] ! :
1) Soient o,Be R, . > —— est continue sur ] 0,1].
+1

-1
Ona I t*" et ’intégrale de Riemann I . t*"'dt converge car >0, donc ot—1>—1.

+ " 1—o0"

Ainsi, pour tous o,Be R, :

toc—l

dt converge.

J(a’ﬁ):jglﬂﬁ

2) Ona:

1
-1
11 g2 1]
J == |=| —Fdt=| —=—Far.
(2 2) Lm; jmﬁﬁ

La fonction f >/t est une bijection de classe C' de ]0,1] dans ]0.1], donc on peu effectuer le

changement de variable u = Ji qui donne :

11 Ll i
J(— —szLmdu=2[ln(l+u)]o.

2°2
Soit :
J(l,lj=21n2
22

.
Pourtout ne N ,ona:

dt.

1 3 1tn—l
J(n, )—jom
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Pour tout € [0,1], onapour n>2 :

n-2 1_(_ t)n—l tn—l (_ l)n—l n-2  x
-0 = & = F(=D"Y (=Dt
kzo( ) 1+¢ 1+¢ 1+1 =D ;( )
Donc :
n-2
J(n,1)= =(-1n" +(— 1)"2(—1)kj01tkdt/
k=0
Soit pour tout n =2 :
(=D

J(n,D)=(=D""1In2+(- 1)2

k+1

3) On procéde comme ci-dessus. Pour tout 7€ ] 0,1] et tout ne N :

n—1 1— (_ IB )n toc—l toc—1+n[5 n—1 B
_tBk:— o — _1)1 + _1ktcx l+kB.
kZ::;( ) 1+7° 1+7° = 1+7° kZ::;( )

Donc, pour tout ne N’ :

cx 1+nP L cx 1+nP n—1 (_ l)k
=(- )j dz+2( D[ = (- 1)j +Za+kﬁ.
k=0
Or:
o—l1+nf o-1+np 1
jlt BdtzJ'lt Bdtsjlt“‘”"ﬁdt: :
O 1+t 01+t 0 o+np
1 o—1+nf
Et comme 0, le théoreme des gendarmes donne lim dt =0, et ainsi :
a+nf "7 no+ed0 ] 4P
1
J(@B)= Z - )
4) Pour tout 7€ ]0,1],ona 1-(t*)* =(1-")1++") <1, donc :
<t <
1477
Avec I (:t“_ldt =l et par croissance de I’intégrale :
o
jlt“‘ldt—jlt“‘l+ﬁdtsJ(oc,B)sj‘lt““dt & 11 B <J(oc,B)sl.
0 0 0 o oc+B (o +PB) o
Alors :
. p

lim ————=+00 donc lim J(a,P)=+ oo par théoréme de comparaison ;
a0 (x((x+B) a0
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B

¢ lim ——— = lim l:0 donc lim J(a,B)=0 par le théoreme des gendarmes.
o —>+o0 a(a+B) a—+e o —>+o0

e lim (l—Lj = 1 donc lim J(o,B)= 1 par le théoreme des gendarmes.
o o

B+

Enfin, pour tout € ] 0,1], #° —55—let:

_ 1t 3 1! _J-lta_l 11 :_'[
01+ o2 0 1+17° 1+tB

Or:
U 1—t U 1= 1 1
7 ——dt|=| t dt< 7 1-1*ydt =————.
~[0 1+ .[0 1+t‘3 J. 4= o o+p
(11 gy 1-1° -
Comme lim | ————|=0,on Ilim | ¢ —dt 0 par le théoreme des gendarmes, donc :
poo'l o o+ poodo 4P
B
lim( J—hm1 t‘“l ! dt=0.
B 0" p0 290 4P
Soit :
1
B—0* 200
Finalement :
lim J(o,B)=+ o0 lim J(a,B)=0
o—0" o —>+o0
1 ) 1
lim J(a, B)—— lim J(a,p)=—
po0" 20 potoo o
Planche n° 22

1) On apour tout e R, cos’t+4cost+3=(cost+2)*—1 et comme cost+2>1,ona:

cos’t+4cost+3>0.

Donc :

L est définie sur R .

Comme les fonctions cos et sin le sont, les fonctions ¢ > x(¢) et t > y(¢) sont 2n-périodiques.

La courbe L est donc décrite completement quand ¢ décrit [— 7, 7] .
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Or, [-7m,m| est symétrique par rapport & 0 et 7+> x(¢) est paire (car cos lest) et 7> y(f) est

impaire (car sin I’est). Donc :

La courbe L est symétrique par rapport a I’axe des abscisses (Ox) .

2) On peut restreindre I’étude a [0, 7]. Pour r€[0,%],ona:
cos’t+4cost+3=(cost+2)'-1=0 < cost=—-1 & t=m.
Comme la fonction racine carrée est dérivable sur R’ , 7 > x(¢) est dérivable sur [0,7[ et:

—2sintcost—4sint (cost+2)sint

x'(t)=

2cos? t+4cost+3 Jeos? t+4cost+3

Pour tout 7€ [0,7[,ona x'(t)<0 avec x'(r)=0 seulementen r=0.

La fonction sinus est dérivable sur R, 7+ y(¢) est dérivable sur [0,713] et y'(t)=cost.

On obtient le tableau :

ki
2
2
xX@ | 0 = "5 =

y'(@) 1 + 0 -

Comme x' et y' ne s’annulent pas simultanément :

L n’a pas de point singulier.

3) Le «point d’origine de L » doit &tre 1’origine du repere... Qui est atteinte en 1 =T.

Si on note M (¢) le point de coordonnées x(z) et y(f),ona:

2 .
1 OM (1) = \/cos t+4cost+3 L sint ]

I—T I—n I—n

Si cette fonction vectorielle admet une limite non nulle quand ¢ — 7, alors la courbe L admet une
tangente en O dirigée par ce vecteur limite.

49



PSI* mai 2023

. sint . |
Ona lim——=sin'm=cosmt=—1 et,avec u=T—1 :

t—)ﬂt—n

. Jeost+4cost+3 .. \/cosz(n—u)+4cos(7t—u)+3 . cos’u—4cosu+3
lim = lim =— lim > .
t>T r—T u—0" —u u—0" u

2
Or, cos’u—4cosu+3= (1—%# +g(u2)j —4(1—%# +g(u2)j+3= u’ +g(u2), donc :

. Jcos’t+4cost+3
lim =—1.
t—>T I—T
. . 1 T a ~ > - . o o, e -
Ainsi, —OM (1)———>—1i —j , donc L admet une demi-tangente en O, dirigée par i + j , donc

I—T
d’équation y = x. Par symétrie par rapport a (Ox), L admet aussi la droite d’équation y =—x pour
demi-tangente en O.

Ainsi :

L admet deux demi-tangentes en O, d’équations respectives y=x et y=—x.

On obtient la courbe L :

0.5

4) Sionnote / lalongueur de L, on a, du fait de la symétrie :

. 2
E:ZI:\/X'(I)2+}’V(I)2dt:ZI: ( (ost+2)sint J+cos2tdt

Jeos? t+4cost+3

x| (cost+2)*sin’ ¢t
=2j \/( - ) +cos’t dt
0 Vcos“t+4cost+3

B 2Jwr\/(coszt+4cost+4)(1—cos2 t)+cos’t(cos’ t +4cost+3) B
0 cos’t+4cost+3

© [cos’t+3cost+4
=2f _ dt
0 Ncos“t+4cost+3
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Planche n° 23

1) C’est du cours de premiere année.

2) Soit P:Zaka e C[X] tel que pour tout xe R, P(x)e R.

k=0

Ona P(0)=qg,e R.

k

Si pour ke [[0,n—1] (quand n>1), a,, 4, ..., a, € R, alors pour tout xe R, P(x)—Zajxj eR.
=0

Or:

n—k—1

k n n
j_ J o Jk+l j—k=1 _ _k+1 J
P)=3 apx' =3 ax'=x" 3 ax™ T =x" Y ay, )0
=0 =0

Jj=k+1 Jj=k+1

1

n—k
j R .
a,,,, x’' € R et par continuité en 0 :

| k A
Donc, pour tout xe R, W(P(x)—Zajxfj =
X

Jj=0 Jj=0

n—k—1 )
1 J | =
lim Z a, ;X 1=, €R.

x—0 =0

Donc, si la propriété a, € R est vraie jusqu’au rang k, elle est vraie au rang k+1. Comme elle est

vraie au rang k =0, ceci prouve par récurrence forte que pour tout k € [[O, n]] , a, € R etdonc que :

Les coefficients de P sont réels.

3) 1l suffit de prendre P =(X —1)" avec ne N,

4) Soit Qe R [X] tel que pour tout xe R, Q(x)=0.
On veut prouver que pour tout xe R, R(x)=Q(x)+Q'(x)+..+0"™ (x) 2 0.
Comme Qe R [X], degQ<n et Q""" =0.0n adonc:
R'=0'+0"+.40"+0""=0+0"+0"+..+0" -0=R-0Q.
Ainsi, pour tout x€ R :
R(xX)—-R(x)=—-0(x) & e 'R'(x)—e "R(x)=—¢"0(x).

Or, x> e 'R'(x)—e "R(x) estladérivée de x> e "R(x).

De plus,ona e "Q(x)= o (%j, et comme J-Wizt converge, j +me"Q(t)a,’t converge.
t

Xx—=+oo\ x

Par ailleurs, lim e *R(x) =0 par croissances comparées.

X—+oo

On peut alors intégrer la relation e "R'(x) —e "R(x) =—e "Q(x) entre xe R et + o, ce qui donne :
[e'RY] " =- j+°°e-’Q(t) dt o e 'R(x)= rwe_’Q(t) dr .
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Ainsi, pour tout x€ R :

R(x)=e'[ o) dr .

Comme pour tout 1€ R, ¢ 'Q(r) 20, on a pour tout xe R, exrwe"Q(t)dt >0,dou:

Pour tout xe R, R(x)=0(x)+Q'(x)+...+ 0" (x)=0.

Planche n° 24
. sin .
I) Soient ae R, et ne N. La fonction ¢+ (1) est continue sur ]O,a] et prolongeable par
sint
C sin (nt nt
continuité en 0, car _( ) ~ —=n,donc :
sint —0 ¢
sin (nt)

L’intégrale I . dt existe bien.

sint

Soit a€ |0,m[. On pose f(x)= 1 pour x#0 et £(0)=0.
X

sin x

Pour tout xe |0, 7| :

sin x—x sinx—x
Flx) = 1 x-sinx X e
X)= - = = — = — :
sinx x XS x sin x Sin x
X

Or, pour tout xe R" :

sinx—x _ 1 (0 D" s |5 D" o
s === Z(Z(2n+l)!x xj 2 et

n=0 n=l1

+ o0

_ sin x ( 1) 2n+1 _ (_ 1)n 2n
h(x)= Z 2+ =t

Comme lin}) g(x)=0 et lin}) h(x)=1, donc en posant , les fonctions g et i sont développables en

série entiere sur R, donc de classe C” sur R et pour tout xe [0,713 [, h(x)#0.

Alors, comme quotient de fonctions de classe C™ sur [O ,TC [ , dont le dénominateur ne s’annule pas :

La fonction fest de classe C* sur |0,7[.

Soit ne N".
cos(nt) | ) . . .
Comme fet t > — sont de classe C sur [O,a] , on peut faire une intégration par parties :
n
[ f@sinnyar = fO) = flayeos(na) 1 [ F@cosuar.
n n
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Donc :

‘ [ r@sin @ryar [fO-f (“)COS("")|+‘l [ £ @cos(nrd|.
0 n n 0

Or:

If(O)—f(a)cos(na)I JrolHf@ o FOH @)

n n n—>+eo n

<[\ @eosofdi <= [!|Flar et tim [|70ldr=0
. 190 n—+e p J0

Donc d’apres le théoreme de gendarmes :

lim j : F(#)sin (nt)dt =0

On a vu que j; sin (1)

dt converge.

sin
- dt converge et on prouve de la méme facon que I )
st t

Alors :

J-asin.(nt) di— J-O sm(nt)d J‘ (__ljsm(m)dt—I“f(t)sin(nt)dt

0 sint t sint ¢
ou fest la fonction définie un peu plus haut.

Comme on a vu que la fonction fest de classe C” sur [0,7[, elle est bien de C' sur [0,a]c[0,7|

et donc on peut utiliser le résultat précédent :

tim [ [0 g pesin@in) g
n—+e\ 40 gint 0 t

On prend a =§ .

On a alors lim “ 2 sin (1) —dt .[m sin (nt) j: 0 et lim .[m sin (n7) dt = E donc :

n—+oo 0 Slnt n—>+cd 0 t
. ~2 sin (nt T
lim J- ,( )dt=—.
n—+o0d 0 sint 2

) T
Si a;ta,onapourtout ne N :

.[a sin (nt) di = .[m sin (nt) di+ J- a sin(nt) dr
0 t 0 t 2t

1 I 8 <1y , . . .
Comme ¢ > — est de classe C' sur [a,g} ou {E,a} , on a ’aide d’une intégration par parties come

t
. . a sin(nt
ci-dessus que lim j ( )dt:O et donc :
n—>+ood W2
. a sin (nt . n/2 sin (nt . a sin (nt T
hm.[ ( )dt: 11m.[ ( )dt+ llmJ- ( )dt=—.
n—>+od0 t n—>+o0d 0 t n—+ood W2 t 2

53



PSI* mai 2023
Ainsi :
. a si ) t t ) asin (nt i
lim j sm'(nt)dt: lim j sin (n )d j sm(n )dt + lim I sin (n )dt=0+—.
n—+od0 sint n—+oo 0 SlIlt n—+o0od0 t 2
Finalement :

Pour tout ae |0, 7|, IO
n—>+°° sint

/2 sin (nt)

d—

2’
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Série 5

Planche n° 25
. sin x o . . . .
1) La fonction x > —— est définie et continue sur R, en tant que quotient de telles fonctions.
X
+ |sinx +eo dt +e sint
De plus, pour tout xe R, |——|<— et .[ —- converge, donc .[
X X ot x

Ainsi, f est bien définie sur R, et —

sin x

2
X

La fonction f est définie et dérivable sur ]R*+ , de dérivée x> —

) . 1 .
2) Les fonctions 7> sint et 7> —— sont de classe C' sur R, donc pour tout xe |0, 7], on peut
t

réaliser une intégration par parties entre x et T :

nsint smt ncost
[, ==~ I
X ot

:s1nx+jncost—1dt+jnldt
X * t *t
:SIHX+IECOSt_ldt+lnn—lnx
X * t
Alors, pour tout xe€ |0,7] :
f(x)=.f+msmt nsint +msmtdt=—1nx+g(x)
sinx ¢rcost—1 +e0 SIN ¢
avec g(x)= +J- dt+Inm +J- —dt.
x t
. sinx . cost—1 rcost—1
Or, im——=1 et im—— =0, donc j ———dt converge. Alors :
x—0 X t—0 t
cost—1 s1nt
lim g(x) = 1+j —dt+1nn+j dteR.

Comme lim (~Inx)=+c,o0na g(x)= 00(—lnx),d0nc f(x)=—Inx+ 00(—lnx),soit:

x—0"

f(x) ~ —Inx
x—=0*
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3) Soient x,ye R’ . Procédons a deux intégrations par parties successives.

, 1 s
Les fonctions ¢+ —cos? et £ — sont de classe C'sur R, ,dou:
t

. y
ysint — COSt
j —di =| —
x ot ],

. . 1 TN
Les fonctions 7+ sint et 7+ — sont de classe C'sur R, dou:
t

y COSt

ysint —cost sint ysint
[ —ar=|— o —dt
* ot ], £l et
COSX COS sin sin x ysint
=— - zy—z 3y+2 3 +6I —dt
X y y X Xt
. CcosS . sin sint| 1 +oo (dt +e §iN ¢
Et lim 2y = lim 3y =0,et|—|<— etJ- — converge, donc .[ :
yote oy yote t t x x t
+e0 8iN ¢ +eo|SIN ¢ +oo (dt 1
[T=a<| <[ TS = .
x t x t r ot 3x

Alors, en passant a la limite quand y — + oo, on obtient :

s1nt CcOS X sin x +e0 SIN ¢
Foo=[ "2 d =222 e[ T
X X x
Or:
cos X _ 1
? ’
smx 1
x—>+oo 2 :
+esint aprds (1
j —dr= o —2 d’apres (1).
X t X+ | x
Ainsi :

f= 0 (ij
x—+oo| x

4) La fonction fétant dérivable sur R, elle y est continue. De plus :

® f(x) ~ —Inx et x> —Inx est intégrable en 0 et positive au voisinage de 0", donc f est

x—=0"

intégrable en 0.
1 1 . . o
* f(x)= O |—|,et x> — estintégrable en + oo et positive, donc f est intégrable en + co.
x>+ | x

2
X

Ceci prouve que :

festintégrable sur |0,+ o] .
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Planche n° 26

1) La variable X (resp. Y) correspond au rang d’apparition de la premiere boule verte (resp. noire).
Ona X(Q)=Y(Q)=N" (on peut obtenir une boule verte 4 ’issue de n’importe quel tirage).
Soit ne N

L’évenement (X =n) se réalise quand on a obtenu des boules noires a I'issue des n—1 premiers

tirages (pour n>2) et une boule verte a I'issue du n™. Ainsi, si on note V, (resp. N,)

I’événement : « on obtient une boule verte (resp. noire) a I’issue du k™ tirage », on a :
P(X=n)=P(N,Nn..0N,_ NV,).
La formule de probabilités composées donne alors :
P(X = I’l) = P(Nl) FENI) (NZ) P(Nlm..nN,H) (Nk ) P(Nlm..nNn_z) (Nn—l ) P(Nlm..nNn_l) (Vn ) .
1 . . . .
Et, P(N,) 25 et si, pour 2<k<n-1 (s’il y a lieu), N,N...NAN,_, est réalisé, on a 3+k—1=k +2

boules dans I’urne lors du k™ tirage, dont k boules noires (car on n’a ajouté que des boules noires).

Donc :
k

Flef"---me—l) (Nk ) - k+2 .

De méme, si N,N..NN, , est réalisé, on a n+2 boules dans I'urne lors du n*™ tirage, dont

seulement les 2 boules vertes initiales, donc :

2
FENlﬁ--ﬂN,,,l) (Vn) = ) .
Ainsi :
12 k n—-1 2 _4(”—1)!_ 4

34 k42 T n+ln+2  (n+2)! n(n+D(n+2)
De la méme fagon :

P(Y=n)=P(V)) By (V). R Vi)er By V) By, (V)
23 k+1 n 1 _ 2n 2

T34 k42 ntlnt2 (n+2)! (+D(n+2)

Vin.nViy) (

Ainsi, X(Q)=Y(Q)=N" et pour tout ne N":

P(X =n)

~ 2
C(n+D(n+2)’

t P(Y=n)

T+ Dn+2) -

2) a. Lavariable U, est une variable compteur (de boules vertes), donc on a immédiatement :

Z =U+U,+..+U,
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b. Soit ne N' et ke [0,n].

Si (Z,=k) est réalisé, alors on a obtenu k boules vertes et n—k boules noires lors des n premiers

tirages, donc le (n+1)™ tirage s’effectue dans une urne contenant n+3 boules dont k+2 boules
vertes (et n—k+1 boules noires). Dans ces conditions, la probabilité d’obtenir une boule verte au
(n+1)™ tirage est :

c. Rappelons que pour tout ne N, U, () ={0,1} et Z,(Q)=[0,n].
. 2
On veut prouver que pour tout ne N , U, & % (5)

Si les U, étaient indépendantes (attention : ce n’est pas le cas), alors Z, = ZU , suivrait une loi
k=1

binomiale de parametres n et 3 Conjecturons que c’est le cas, malgré tout, c’est-a-dire que pour

tout ne N', Z & %(n,%j

Prouvons alors cela par récurrence forte. On reprend les notations introduites plus haut.

Initialisation :

Pour n=1,0na, P(U, =1)=P(Vl)=§,donc P(U,=0)=1-

W | o
W | =

La propriété est donc vraie aurang n=1.
Hérédité :

Supposons la propriété vraie jusqu’a un rang ne N

Comme Z,(Q)=[0,n], la famille (Z, =k)

d’apres la loi des probabilités totales :

. o] forme un systeme complet d’évenements, on a

Pour tout ke [0,n], on a vu que F,_, (U, =1)

Z.© %(k%), donc :
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Alors :
n nk n k n—k n k n—k
N[O CREEHEI
oLk )\ 3 3 n+3 n+3k0 k )\ 3 3 n+3i\k )\ 3 3
1 & n(n- 1( ( ” 2 (2 1)”
D k— + S+
n+3k1 k\k—-1 n+3\3 3
_n 2” n— 1(2 " 1)k+ 2
n+33k 3 n+3
( j 2 n+3_g
3n+3 n+3 n+3 3 3

Ainsi, P(Un+1 = 1) :% et donc, U,. o %(%j

Soit maintenant k € [0,n+1].

Comme {(U,., =1),(U,,, =0)} forme un systtme complet d’événements, on a, & nouveau d’aprés
la loi des probabilités totales :

P( k) (Un+l :1)P

n+l (Un+l :1)

(z

n+l

k)+P(Un+l O)P(U”H:O) (Zn+1 :k)
Or, pour ke [[0,n+1] :
e P

.- (Z,,,=0)=0 (carsi (U,, =1) estréalisé Z,,, vautau moins 1 ;

ieéme

® pour k=1, si (U = 1) est réalisé (on a obtenu une boule verte au (n+1)“™ tirage), alors

n+l

I’évenement (Z,,, =k) est «le méme » que (Z, =k —1), donc :

})(Un+]:1)( n+l k) ( _k_l);

= 0) est réalisé (on a obtenu une boule noire au (n+1)

ieme

e si (U

=k) est «le méme » que (Z, =k), donc :
n+l n

})(Un+]:0)( n+l k) ( n:k)’

el tirage), alors I’événement

Comme U, & % (%j et Z, < 7% (n,%j par hypothese de récurrence, on obtient :

-3

Et pour k >1, on a avec la formule de Pascal :

—k)=2P(Z, =k- 1)+;p( — k)

T
LJEIEEE
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k n+l-k
o n+1)(2) (1 2
Ainsi, pour tout k€ [0,n+1], P(Z,,, =k)=( L ](5) (Ej etdonc Z,,, © %(rwl,gj.

La propriété est alors vraie au rang n+1.

. ., e e qe L b s qe, e . * .
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N , soit :

U o 95'(%) et Z O %(n%)

3) La question non retranscrite pouvait concerner l’indépendance éventuelle des U, (qui n’est pas,
il suffit de calculer P(U, =1,U, =1) ) et/ou des Z,.

Cette question pouvait demander des calculs d’espérance et de variance...

Planche n° 27

Ona Ue S,(R). On veut une CNS pour qu’il existe Ve A (R) telleque U+V e O,(R).

1) a. Onadonc U+VeO,(R),soit " (U+V)U+V)=U+V)U+V)=1,.

Or,comme Ue S (R) et Ve A (R),ona 'U=U et V==V, ,dou:
"U+VYU+V)=(U+'VYU+V)=U-VYU +V)=U*-VU +UV -V* =U*-V* +UV -VU .
U+VY U+V)=U+VY(U+V)=U+V)U-V)=U*+VU-UV -V*=U*-V*-UV +VU .

Donc :

"U+VHU+V)=U+V)' U+V)=1, & U-V*+UV-VU=U>-V’-(UV-VU)=1,.

Alors :

= U’-V?+UV-VU=U?-V?>—(UV -VU) donne UV -VU =0, ;
= U’-V?+UV-VU =1, donne alors U*-V*=1 .

Ainsi, on a bien :

Uv=VU et I =U>-V>.

b. Soit Ae Sp(U) <R (U est symétrique réelle donc toutes ses valeurs propres sont réelles) et X un
vecteur propre associ€é aA (X #0).Ona:

UX=NX=(,+V)X=X+V’X.
Donc :
TX()\«ZX):IX(X'i'VZX) Y }LZTXXZTXX+TXV2X P (}\,2—1)||X||2:rXV2X.
Or:
||VX||2 — Z(VX)(VX) =X 'VVX = ZX(—V)VX __ tXVZX .
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Donc, ’XV2X=—||VX||2S0, d’ ol (kz—l)”X”zSO et comme ||X||2>O car X #0, on obtient
A*—1<0, soit :

re[-1,1]

Comme la matrice U est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée
(théoreme spectral), donc si Sp(U)={A,,..,A }cR avec dimker(U—A,I,)=n, pour tout

ke[Lr],ilexiste Pe O,(R) telle que :
D =diag (M1, ...\ 1, )="PUP.
Or, UV =VU , donc les sous-espaces propres de U sont stables par V est ainsi :

'PVP =diag (V,....,V,) = A

r

avec V, € M, (R) pour tout ke [r].
On a alors '('PVP) = diag(’Vl, v ’Vr) , mais :

‘(‘PVP)="P'V'('"P)="P(~V)P=—"PVP =diag (- V,,....,-V.).

Donc, diag(’Vl,..., ’Vr)zdiag (-V,,...,—V_), autrement dit, pour tout ke [[l,r]], 'V, =-V,. Les
matrices V, sont antisymétriques.
De plus :

U*-v:*=Il & 'PU’P-'PV’P='PIP < ('PUP)-('PVP)’=1 & D’-A'=1I,.

Or, D* =diag (M1, ..., M1, ) et A’ =diag(V;’, ..., V"), donc :

n

Ul-vi=1, & Vke[Lr], NI, -Vi=1 o Vke[lLr],V?=-0-A)I, .

Fixons ke [[1,r]].

Comme A, €[—1,1],ona 1-A; 20, donc, on peut poser o, =+/1-A; , ce qui donne :
Ve A, (R)
sz == ailnk

Soit alors W une valeur propre réelle ou complexe de V,. Alors, est W valeur propre de V>, donc

W =-oa;,soit p=*ia, . Alors, Xv, » e polyndme caractéristique de V,, est :

Xy, = (X =i )" (X +io)™
ou 7y, et §, sontdeux entiers naturels tels que 7y, +9, =n, .

On a alors :
Xy, (0) = (— o)™ (o)™ = (= D" (0)" ™ =(= D" o)™ =(= D™ o™
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Et, comme V est réelle, X, € R[X], donc ¥, (0)e R.

Supposons maintenant que A, € ] -1,1 [ , alors o, #0, donc %, (0)=(- D% ot i € R équivaut a

i" e R, c’est-a-dire n, pair.

Rappelons que n, =dimker (U —A,1,), et ainsi, pour tout Ae Sp(U) :

Si Ae |-1,1], alors ker(U —Al,) est de dimension paire.

2) Rappelons que I’on cherche une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une matrice
Ve A (R) telleque U+Ve O, (R).

On vient de prouver que si tel est le cas, alors Sp(U) C[—l,l] et pour tout Ae Sp(U) tel que
Le|-1,1], ker(U —Al,) est de dimension paire.

Montrons que la réciproque est vraie.

On suppose donc que Sp(U) [— 1,1] et pour tout Ae Sp(U) tel que Ae ] -1,1 [ , ker(U—M\,) est
de dimension paire.

On reprend les notations introduites dans la question 1 :

= SpU)={A,, ...\, }c[-1,1] et pour tout ke [Lr], a, = m .

= pourtout ke [Lr], dimker(U—-A1,)=n,,avec n, =2p, quand A, € |-1,1]

= D=diag(M,.....A 1, )="PUP avec Pe O,(R).
Remarquons que toute matrice de la forme A=diag(V,,...,V,) avec V, € A, (R) pour tout
ke [[1, r]], est antisymétrique et commute avec D et, si on pose V = PA'P, alors :

» V=P'A'P=P(-A)'P=-—PA'P=-V ,donc Ve A (R) ;

» UV =(PD'P)(PA'P)=PDA'P=PAD'P=(PA'P)(PD'P)=VU .

= U’-V?=] sietseulementsi D> —A* =1 (vu plus haut).
0 1 i
Posons A = ,ona A"=—1,.
-10

Pour tous pe N" et e R, si W =diag (04, ...,04)e M,,(R),ona:

W’ =diag (a’A’,..., 0’ A*) =diag (- &’L,,..., - &L, ) =— o[

2p *
Posons alors A =diag(V,,...,V.) avec pour tout k€ [[1,1"]] :

= V=0, sid =%1;

=V, =diag(oA, ..., A)e M,, (R) si A, € ]-1,1].
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On a alors pour tout k€ [[1,7] :

0, si A, =%1
V.= i
—a;l,  si A e]-L1]

Donc :
" si A, ==%1
In +Vk2 = 2 . :}\’/%In
‘ (A=), sidy e]-1L1[ *
Et ainsi :
I, +A =1, +diag (V. ...,V})=diag (I, +V;’,....1, +V})=diag (X1, ..... A1, ) =D

Ainsi, D*—A* = I, etdonc :
Ul-vi=1,.
Nous venons donc de construire Ve A (R) telle que UV =VU et U*-V? =1 . Alors :
U+VHU+V)=(U+'V)U+V)=U-V)U+V)=U*-VU +UV -V*=U>-V* =] .
Ainsi, Ve A (R) et U+V e O,(R).

Finalement, une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une matrice V, antisymétrique
réelle de taille n, telle que U +V soit orthogonale est :

Sp(U) c[-1.,1] avec dimker(U —Al,) paire quand Ae |-1,1].

Planche n° 28

1) L’équation (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et normalisée, donc avec la
condition initiale y(f,) = x,, elle forme un probleme de Cauchy, qui admet une et une seule solution.

Ainsi :

L’équation (E) admet une unique solution ¢ telle que @(z,) = x,.

Soit F(r) :j’ Q) du .
Ty
La fonction F est définie et de classe C' sur I (car fest continue sur R ), avec F'= f .

Comme @ est solution de (E) sur/,ona:
O+fo=g & o +Fep=(9)'=e"g.

L’équivalence est vraie car e’ ne s’annule jamais sur I.
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Alors, pour tout re€ [ :
t t t
L (eF(P)'=L g o o)-e"o(t,) =jt e""g(u)du.

Et comme @(¢,) = x, et F(t,)=0, on obtient pour tout e I :

Q) = xye "V e O j "o (u)du avec F(t)= j fu)du .

Soit f:t+>—a.Onabien f,he C’(R,,R).On pose F(t) :I(:f(u)du =—at.
D’apres la question précédente (avec ¢, = 0), toute solution ¢ de (E') est de la forme :

0:1 > O)e" +e” [ e h(u)du.

Comme h est bornée sur R _ , il existe M € R, tel que pour tout te R, h(t)| <M.

Alors, pour tout e R, t

e“”h(t)‘ <Me " et comme a >0, la fonction t > Me “ est intégrable sur

R, , donc t+> e “'h(t) 'est aussi. Alors, on peut écrire pour tout 1€ R :

(1) = p(0)e" +e" | 0 e “h(u) du
=@(0)e" +e" (J'Om e ““h(u)du— j:w e ““h(u) du)
= ((p(O) + jom e ““h(u)du ) e’ — e‘”j;m e ““h(u)du

De plus, pour tout e R, :

e :me_““h(u)du

< eatj+me—au
- t

+on 1 M
h(u)| du < e‘”j e "M du=Me" {— —e_“”} —.
' a

+oo
Ainsi, t — e‘”j e “"h(u)du estbornée sur R, .
t
+ o0
Donc, ¢ est bornée sur R, si et seulement si la fonction # ((p(0)+ I , e’““h(u)du)e“' I’est.

Or, lim e“ =+ oo (car a>0). Ainsi, ¢ est bornée si et seulement si @(0) +J-0+me_““h(u) du et dans

t—>+oo

12
cecas,ona @:7+> e‘”j e “h(u)du.
+ o0

Finalement :

t
L’équation (E') admet une unique solution bornée sur R, , qui est ¢ e‘”J- e “h(u)du.
+ o0
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Planche n° 29

Ona S,={feC’(RR)\ f(0)=a, VxeR, f'(x)=f(mw)].
Remarquons que pour toute fe S,, f'(0)=f(0)=a.

1) Pour y=1,0na Saz{fe C*(R.R)\ f(0O)=0, VxeR, f'(x)=f(x)},donc:

Pour y=1, §, :{xHoce"}.

Pour y=—1,0na S, ={fe C*(R,R)\ f(O)=a, VxeR, f'(x)=f(-x)}.

Pour toute feS,, fest C*> sur R, donc f' est C* sur R et on peut dériver la relation
f'(x)= f(-=x), ce qui donne pour tout xe R, f"(x)=— f'(—x). Or, en remplagcant x par pour tout
—x dans f'(x)= f(—x), on obtient f'(—x)=f(x), donc pour tout xe R, f"(x)=-f(x),
autrement dit, f est solution de y"+ y =0, donc f est de la forme x+> Acosx+ Bsinx avec A et B
des constantes réelles. Comme f'(0)= f(0)=a, onobtient f(0O)=A=a et f'(0)=B=o,d’ou:

f x> acos x+sinx).

On vérifie facilement que x > o(cosx+sinx) est bien dans S, et ainsi :

Pour y=1, S, ={xt> a(cosx+sinx)}.

n(n-1)
2) Posons a, == 2 pourtout ne N.
n!

n(n—1)

Comme n(n—1) est le produit de deux entiers consécutifs, donc est un entier pair, est

toujours un entier naturel. Ainsi, la suite (a,),_,, est bien définie pour tout ye [-1,1].

* Quand y=0, on a a,=0 pour tout n=2, donc le rayon de convergence de la série enticre

z a,x" estinfini.

n=0

* Quand Y#0,onapourtout ne N, a #0 et, pour tout xe R :

1 a(ntl)
¥ Y2
a,, X" | _|(n+1)! L {
‘ anxn iyn(nz—l) X n+1Y| X|w0 (Car |'Y|S )
n!

D’apres la regle de d’Alembert, la série Zanx”, donc dans ce cas aussi, le rayon de

convergence de la série enticre Z a,x" estinfini.

n=0

Finalement :

Le rayon de convergence de la série entiere z a,x" est infini.

n=0
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n(n=1)
3) Posons h(x) = Zanx" = Ziy 2 X",

n=0 n>0 1 '

La fonction /4 est de classe C™ (donc C?) sur R (car somme d’une série entiére sur R ).

De plus, 2(0)=a, zéyo =1 et pour tout xe R :

1 n(n-1) 1 n(n-1)
h(x)=Y nax""'=) n—y 2 x"'= Y 2 ox.
;‘ ; n! ;‘ (n—-1!
En réindexant, on obtient pour tout xe R :
1 (n+l)n 1 (n—-1)n+2n 1 (n—1)n 1 (n-1)n
R)=Y—y > x"=)—y 2 x"=)—y 2 yYxX"=)—v 2 (W =h(w.
n=0 n' n>0 n' n>0 n' n=0 '
Ainsi :
n(n-1)
rY 2

La somme de la série z

n=0

x" appartient bien a S, .

Si feS, ,alorssi g=af,ona g(0)=axl=a etpourtout xe R :

g =af'(x)=of(y) =g .
Donc, g=0afe §,. Ainsi:

n(n-1)

Y 2

La fonction x— o z

n=0

x" appartient biena S, .

4) Pourtout fe E,ona T(f):x|—>oc+.[;f('yt)dt.

De plus, pour toute fe E,ona T(f)(0)=a et T(f) estde classe C* sur R (car fest C*) et pour
tout xe R :

T(f)'(x)=f(w).
a. Soit fe E.Ona:

T(f)=f & VxeR T(N@=a+| fopdi=f(x)

{T(f)(0)= JO)=a
VxeR, T(f)(x)=fm)=rf')
& fes,

Donc :

Une fonction f est un point fixe de 7 si et seulement si fe S, .
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b.

C.

Soit (f,g)e E*.Ona | f-g|_ :[fuP]|f—g|.
Or, pour tout xe R :

<

T T =) emde= [ gemad=|[ Lrom -]

J. L e - g

Donc, si x€ [—a, a], alors pour tout z€ [0, x] ou [x,0], ona |yt| =|y||t| <a (car |y| <1) et, ainsi,

pour tout x€ [—a, a] :

T(H0)-T ()<

[ 7=l dt‘ =7 =gl xl=alf =gl

[rH-Teol. <alf -l

Remarquons déja que d’apres la question a, I’ensemble des points fixes de T est S, et d’apres la

question 3, S, contient au moins une fonction, donc 7" admet au moins un point fixe.

= Si y=0, alors si fest g un point fixe de 7, on a pour tout x€ R :

fE=T(H)=0+] fO)di=0+f(0)x.

Et f(0)=0a,donc f:x+> a(x+1) et ainsi, fest unique.

* Si y==1, alors S, ne contient qu’une seule fonction d’apres la question 1, donc T admet un
unique point fixe.

= Supposons que Y& ] -1,1 [\{0} et soient f'et g deux points fixes de 7.
Alors, pour tout a€ |0,1[,ona:
[rH =T =] -gl. <alr-el..

Comme a <1, ceci est absurde si ||f - g||m #(0 et donc ||f - g||m =0 ce qui veut dire que f et
g coincident sur [—a, a]. Comme ceci est vrai pour tout a€ ]0,1[, donc les fonctions f et g

coincident sur |-1,1].

Comme pour tout xe R, f'(x)= f(yx) et Y#0, on a pour tout xe R, f'(lxj:f(x), et
Y

de méme pour g. Alors, x f'(lxj et x> g '(lxj coincident sur |—1,1[, donc f'et g'
Y Y

coincident sur } - i,i { . Comme f(0)=g(0)=a, fet g coincident sur } - i,i { .

M M
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11
U

. o 1 1 .
comme ci-dessus que f' et g' coincident sur } - {, et donc que fet g coincident

Supposons maintenant que pour k€ N, fet g coincident sur } { Alors, on montre

|Y|k+l ’ Y|k+1

}_L i
|Y|k+l ’ Y|k+1 :

. c . 1 1
Ceci prouve par récurrence que f et g coincident sur } - { pour tout ke N .

K

Alors, f et g coincident sur U}—L L}({ Et comme ye |-1,1[\{0},ona 1 >1 et donc,

e |y|k ’yl ]
1 1
UWW

Ainsi, les fonctions f et g coincident sur R , autrement dit, elles sont égales et donc, T admet
un unique point fixe.

=R.

Finalement, dans tous les cas :

T possede un unique point fixe.

Comme on a vu plus haut que I’ensemble des points fixes de T est S, et comme 7 possede un unique

point fixe :

n(n-1)

2
Y x".

S, ne contient que la fonction x = ocz '
n20 N

Planche n° 30

I) Notons h:t>e”.

On cherche donc les fonctions f trois fois dérivables sur R tellesque f"—f =h

Soit fune fonction trois fois dérivables sur R . Posons alors g = f'—f .

Comme f est trois fois dérivables sur R, g I’est deux fois (en tant que différence de telles fonctions)

et:

Donc :

gi+rg'+eg=(f"= O+ =)+ =N=f"-F.

f"-f=h & g'"+g'+g=h.

Appelons alors (E) I’équation différentielle y"+y'+y=h.
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L’équation homogene associée est (H):y"+y'+y=0.

) ) . . } 1 . - 1 V3
L’équation caractéristique est r*+r+1=0, de racines Jj =—5+17 et j :—5—17, donc les

solutions de (H) sont les fonctions 7 e? |:A cos (gt]+ Bsin (?tﬂ avec A,Be R.

1 )
Par ailleurs, une solution particuliere de (E) est ¢ +> —1 e’ , donc les solutions de (E) sont
p +tp+
les fonctions :

t>e 2| Acos ﬁt + Bsin ﬁt +2;e”’ avec A,Be R.
2 2 p +p+1

Alors,avec g=f'—f, f"—f =h sietseulement s’il existe (A, B)e R tel que pour tout 7€ R :

f'(zf)—f(t)=.e_é {Acos(ﬁtJ+Bsin[ﬁtﬂ+%e’”.
2 2 p +p+1

En posant @:7+> e f(¢) (trois fois dérivables sur R en tant que produit de telles fonctions), on

obtient, avec @':t+>e ' f'(t)—e ' f(2) :
——1 |+ Bsin 3t +2;e(”_”’.
2 p +p+1

¢
o] = o 8]

o'(t)=e 2 {Acos

Une primitive ¢+ e ? |:A cos [—t

avec :
=
3, V3, V3o
2u-¥2h =B u=">4--3
2 2 6 2
Et une primitive ¢ > ————e”™" est 1> 12 eV :%e(”’”’ quand p#1 et
p +p+l (p=D(p~+p+1) p -1

tH%t quand p=1. Ainsi :

3t ]
e 2 kcos(%t}ﬂisin[?t} +3;e(”_”'+v quand p #1
Q1> - -

S
e’ kcos(%t}ﬂisin[?t} +%t+v quand p=1

avec (A1, v)e R’.
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Et comme f(¢)=¢€'@(t), les solutions du probleme sont les fonctions :

e” sip#0
ot ot 3_
fit e 2 cos(%t}+ue 2 sin(%tj+w’ +1P ! avec (A1, v)e R’

t

—te si p=0

II) Comme les racines du polyndme caractéristique sont les valeurs propres de la matrice M et tout
polyndme caractéristique est unitaire, on veut prouver que pour tout polyndome unitaire, non constant

P= iakX" de C[X] (avec a, =1) et toute racine A de P, on a |k| < i|ak|.
k=0

k=0

Soit donc P:ZakX “e C[X] non constant tel que a,=1 et A une racine complexe de P (le
k=0
théoreme fondamental de 1’ algebre assure 1’existence d’une racine).

On a alors :
1 n-l n-1
P(k)=2ak7\,k=k"+2akkk=0 & ?u"z—Zakkk.
k=0 k=0 k=0
Donc :

n

A

n—1

k
2 ah
k=0

n—1
<Xl
k=0
Considérons alors deux cas.
= Si |X| <1, alors :

Al <141

n-1 n—1 n
"< N <1+ Y Ja =D a |-
k=0 k=0 k=0

= Si |7u|21,a10rs A£0, %|S1 et:
|)\‘ n—1

n n—1 X |ak| n—1 n—1 n
o S 2N = 2 E < D a1+ o= 2 .
k=0 k=0 k=0 k=0

|)\« k=0 |7\4

A=

Dans, tous les cas, on a |k| < Zn:|ak| .
k=0

Ainsi, pour toute M € M (C), si P=ZakX" =7, »Onapourtout Ae Sp(M) :

k=0

n

A< 2 Ja]

k=0
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