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Préparation aux oraux : Corrigés des planches Mines/Ponts

Serie 1

Planche n° 1

Exercice I

. 1
Pour tout ne N ,ona f, :x+>—x(1-x)".
n

Si <0, f, n’estpas définie, ni méme prolongeable par continuité en 1 (car lim_ [, (x)=+00).

o

Pour tout ne N et tout xe]Ol[ ona hm f,(x)=40c0 (car x(1-x)*>0 et lim n"* =+o0)

n—>+oo

donc la suite (f,) . neconverge pas 51mplement. Il n’est bien entendu pas question alors de la

convergence de Z f -

Si a=0,o0na f,:x+> x pour tout ne N, donc la suite (f, ) .+ estconstante : elle converge

uniformément vers x> x sur [0;1] . Par contre, la série z f, diverge grossicrement.

Si a>0, alors pour tout ne N*, f, est définie sur [0;1] et pour tout xe [0;1] , Iim £ (x)=0
n—>+oo

donc la suite (f, )neN* converge simplement vers la fonction nulle.

De plus, f,: x> x(1—x)" est dérivable sur [O'l [ en tant que produit de telles fonctions et pour

tout xe [0;1], f,'(x)=(1-x)*—ox(1—x)*" =(1=(a+1)x)(1-x)*", donc f, est croissante sur

0:—— | de0a f[——|=—[ %] >0 et décroissante sur | ——:1| de £[—— | a0.
a+1 a+l) o+l\la+l o+1 a+1

X|f.|= n"‘ [01] |fl| n“ (oci—lj ———0, donc, sur [0;1], la suite

(/). converge uniformément vers la fonction nulle.

Ainsi, sup | f, | =

01]

Enfin, si 0<o <1, la série an (x) = ZL:C) diverge pour tout xe | 0;1[ (car f,(x)#0) etsi
n

o>1, alors Z fl( j converge par comparaison a une série de Riemann

convergente. Donc, la série Z f, diverge normalement, donc uniformément.

Finalement :

®* Sio<O0,lasuite (f,) . neconverge pas simplement et la série z f, diverge.
e Sio=0,]lasuite (f, )neN* converge uniformément vers x — x sur [0; 1] .

La série z f, diverge grossierement.
* Sio>0,lasuite (f,) . convergesimplement vers la fonction nulle.

Si O<a <1, lasérie z f, diverge et si o0 >1, la série Z f, diverge normalement.
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Exercice 11

On note K=Un€NKn et I:ﬂ%NI,Z avec pour tout ne N, K, =ker(f") et I, =Im(f").

Pour tout ne N :

o Im(f")=f"E) =" (f(E)=f"(Im f)c f"(E)=Tm(f"), soit I,,, <1, ;

e pour tout xeker(f"), f"(x)=0, donc f"'(x)=f(f"(x))=r(0,)=0, et xeker(f"") ;
ainsi, K, c K .

Pour tout ne N, 0, € K et 0, €, ,donc O,e K et 0, e1.

Soient x,x'e E et A un scalaire.

e Sixx'eK,ilexiste (n,n")e N* tel que xe K, et x'e K. Quitte a intervertir x et x', on peut
supposer que n<n' et dans ce cas, K, c K,k et xe K ,. Comme K,k est un sous-espace

vectoriel de E, x+Ax'e K, © K, donc K est stable par combinaison linéaire.

e Si x,x'el, alors pour tout ne N, x,x'el donc x+Ax'eI, car I, est un sous-espace
vectoriel de E. Ainsi, x+Ax'e I pour tout ne N, donc x+Ax'e [ et I est stable par

combinaison linéaire.

Finalement, / et K sont non vides et stables par combinaison linéaire, donc :

I et K sont de sous-espaces vectoriels de E.

On a vu plus haut que la suite (K,),. est croissante pour I'inclusion. Alors, la suite (dimK,) _ est

une suite d’entiers croissante et majorée par dim E, donc stationnaire : il existe N € N tel que pour
tout ne N, dimK,,, =dimK, donc K, =K, (car K, c K, ).

N+n N+n

Par le théoreme du rang, on a alors dim/,, =dimE-dimK,, =dimE-dimK, =dim/, pour

tout ne N,donc I, =1, (car I, c1,).

N+n N+n

De plus, si pour ke N, I,,, =1, , alors pour tout ne N :
Ik+n+l :Im(fk+n+l) — fk+n+l(E) — fn (fk+l(E)) — fn (Imfk+l) — fn (Imfk): Imfn+k :Ik+n .

La suite (/,,,),. est donc constante.

k+n

Ceci montre que la suite (/) est stricttement décroissante (pour I’inclusion) jusqu’au rang N

(si N 21) et constante a partir du rang N. Alors : I =1, .

Immédiatement, on obtient que la suite (K, ), est strictement croissante (pour I’inclusion) jusqu’au

rang N (si N >1) et constante a partirdurang Net: K =K.

Enfin, on a alors :
0=dimK,<dimK, <dimK, <..<dimK, <dimE.

Les nombres dim K, ..., dim K, sont donc N entiers distincts entre 1 et dim £, donc N <dimFE .
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Finalement :

Il existe N €[[0,dimE] tel que pour tout ne N, K, =K

N+n N

D’apres ce qui précede,ona I =1, et K=K, .
D’apres le théoreme du rang :
dim/+dimK =dim/, +dim K, =dim(Im(f"))+dim (ker (")) =dimE.
Soit maintenant xe I, N K, .
Comme xe K, =ker(f"),ona f"(x)=0,.
Or, xe I, =Im(f"), donc il existe ze€ E tel que x=f"(z).
Alors, fY(x)=f*(z)=0, et donc ze ker(f*"). Mais, comme 2N >N, ker(f*")=ker(f"),
donc ze ker(f"), soit :

x=fN(z)=OE.
Ainsi :
I,nK, ={0,}.

Finalement, dim/+dimK =dimE et INnK =1, K, ={0,}, donc:

I®K=F
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Planche n° 2

Exercice 1

Soit X ="(x, -+ x,)e M, (R).Ona:

x+x,=0
1 1 0 - 0} x 0
S x,+x,=0
01 1 - ilfx | [0 20 X=—x_ Vke[lLn-1]
MX=0 < |: " . .0 N R R : &
0 RN U O 0 _ Xy =7 X
10 )\~ ) lo X+ %, =0
x+x,=0

La suite (x,) est géométrique de raison —1, donc :

ke[ 1,n]

x,=-D"x Vke[ln-1
Mx=0 o WV [[ ]]
'xn =- 'xl
Ceci donne, entre autres, x, =(—1)""x, =—x,, d’ou (-=1)"x, = x,. Il faut donc distinguer deux cas.

® Si n est impair, alors —x, =x, et MX =0 équivaut 3 x, =0 pour tout ke [l,n]. Ainsi,
ker M ={0}, M est inversible et rg (M) =n.

 Si n est pair, alors MX =0 équivaut a x,=(—1)"'x pour tout ke[ln]. Ainsi,

ker M =Vect(X,) avec X,="(1 =1 1 -+ 1 —1)e M, (R). Donc, dim(kerM)=1 et avec

le théoréme du rang on obtient rg (M) =n—1.
Sionnote (e, ..., e,) labase canonique de R" (identifié 2 M, ,(R)), ona:
X,=e—e,+e;—...+e, _ —e, .

Les colonnes de M sauf la premiere forment une famille libre de n—1 vecteurs, donc une base
de ImM et ainsi :

ImM =Vect(e, +e,,e,+e,,...,e,,+e,).

Finalement :

¢ Sinestimpair, alors rg (M) =n, kerM ={0} et InM =R".

e Si n est pair, alors rg(M)=n-1, kerM = VeCt(Z(— Dk_lekj

k=1

et InM =Vect(e, +e,,¢e,+e,,...,e,, +e,).
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Exercice 11

—x(1+1%)

Soit h: (x,1) > el—z définie sur Rx[0,1].
+1

e Pour tout xe R, la fonction ¢ +> h(x,t) est continue sur le segment [0,1] en tant que quotient

de telles fonctions ; elle est donc continue par morceaux et intégrable sur [0,1] .

e Pour tout 7€[0,1], x> h(x,t) est de classe C' sur R car proportionnelle 2 une fonction

exponentielle.

—x(1+%)

oh . .
e Pour tout xe R, t— a—(x,t) =—¢ est continue par morceaux sur [0,1] composée de

X
fonctions continues par morceaux.

e Pourtout ae R_ et tout (x,7)e Rx[O,l], ona:

=) < oM

%(x,t)

jd

Et la fonction constante ¢ > e est positive, continue par morceaux et intégrable sur [0, 1] .

—x(1+%)
e . U e .
01—2dt est de classe C' sur [a;+oo[ (de dérivée xH—IOe Mdt). Ceci
+1

étant vrai pour tout a€ R_ et comme Uae]R [a 1+ oo [ =R, on peut conclure que :

Alors, f :xl—)j

| —x(1+£%)

. L. 1 _x 2
La fonction f:x+> Iol—zdt est de classe C' sur R, de dérivée x> — .[Oe dr .
+1

La fonction g:x f(x*) est de classe C' sur R en tant que composée de fonctions de classe C'
avec pour tout xe R :

g'(x)=2xf'(x’)=—2x I(:e_xz‘l+’2)dt =—2¢" I; e xdt |

La fonction 7+ xt est de classe C' est bijective de [0,1] dans [0,x] ou [x,0], et avec le

changement de variable u = xt, on obtient pour tout xe R :

g'(x)y=—-2¢e < J-OX e du

2
Posons G(x)=g(x)+ ( .[ . e’ dt) . La fonction G est de classe C' sur R en tant que somme de telles
fonctions et pour tout x€ R :
G'(x)=g'(x)+2e " I:e_’zdt =0.

Donc G est constante sur R .
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1
1417

Or, G(0)=g(0)= f(0) = .[; dt = [arctant]i) =%, donc pour tout xe R, G(x) =g soit :

g(x)+(J-:e_’2dt)2 =§

P 1 +eo dt teo o .
Comme ¢' = o |—| et .[ —- converge, .[ , ¢ dt converge et est positive car la fonction
t

t—+oo tz

t2

te " estpositive sur R, .

Par ailleurs, pour tout xe R et tout 7€ [0,1],ona:

—x2(1+1%) , — X% .1
0< —=e " ¢ ~<e " .
I+1 1+¢ 1+1
Donc, pour tout x€ R :
—x2(1+%)
le 20l 1 L 2
< = <e " ="
0<g(x) IO s dt<e I()1+t2dt 4e .
. T _p
Comme lim Ze * =0, le théoréme des gendarmes permet de conclure que :
lim g(x)=0.
Alors :
o ar) = tim ([ edr) = tim [ T
(I, ") = pim (], e ar] = im [ Z-g0 | =7
Et donc :
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Planche n° 3

Exercice 1

Soit xe D=]—1,+oo][.

X

) t'Int
La fonction ¢

A est continue sur ] 0,1[ en tant que quotient de telles fonctions.
t —

t'Int .
~ —t'Int.
t—1 -0

e EnQ:

x+1

) , x+1 e
Par croissances comparées (avec - >0),ona hrr(lt 2 Int=0, donc:
t—0

x=1 x+1 x-1

—t'Int=—t2¢2Int= o (t 2).
t—>0

x—1 X

x—1 = . , .
Comme T >—1,t+>1t? estintégrable en 0, donc ¢ — I’est aussi.

e Enl: limt lntzl,donc th

=1 t—1 t—

est prolongeable par continuité, donc intégrable en 1.

Finalement :

t"Int )
N dt existe pour tout xe D=]—1,+oo[.
t_

-

t'Int Int -
=——¢"™ est de classe C™ sur D, car elle est

e Pour tout re ]O,l[, la fonction x>

-1 t-1
proportionnelle 4 une fonction exponentielle, de dérivée k™ (pour tout ke N ) :
Int t*(Inp)*
x> ——(np)e™ =—( ) .
t—1 -1
. t*(Int)“" .
e Pour tout ke N et tout xe D= ] —1,+ [ , la fonction ¢+ —1 est continue, donc
t —_

continue par morceaux, sur ] 0,1 [ en tant que quotient de telles fonctions.

e Pour tout ae]—1,+oo[,tout ke N et tout xe[a,+oo[,,0na:

k+1 k+1

xInt k+l alnt
e e

' (no)| In| < Int| _t Int| — 00).

‘ t—1 ‘ 1—1¢ 1—1 1—1

La fonction @ est continue et positive sur ]0,1[, lim@=0 quand ke N" et limg=1 quand

a+l

. . k+1 . ,
k=0, donc @ est intégrable en 1 et comme lim¢ 2 |ln t| =0 par croissances comparées, on a
0

t—

a 1 |k+1 a—1 a—1

comme plus haut, - = oo(tT) avec r>1 2 est intégrable en 0, donc ¢ I’est aussi.

—t t—
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Nous avons donc toutes les hypotheses pour conclure que 7 est de classe C™ sur [a ) [ , avec pour

tx 1 t k+1
tout ke N et tout x€ [a,+ o], I‘“(x):.[;%
t_

dt.

Ceci étant vrai pour tout a€ |—1,+ oo :

1 tx (ln t)k+l

La fonction 7 est de classe C™ sur D, avec pour tout ke N, I : x> IO " dr .
t_

Soit xe D fixé.

Pour tout re ]O,l[, 1—1t:Zt” ,donc :

Pour tout ne N, r+>¢""Int est continue par morceaux sur ]0,1[ en tant que produit de telles

fonctions.

n+x+1

) 1
Pour tout ne N, la fonction t > ———¢ et 1> Int estde classe C' sur |0,1].

n+x+1

On peut donc procéder 2 une intégration par parties sur tout [a,b] = ]0,1[, qui s’écrit :

Do | LY B |
jt”lntdtz —1""" Int —j — " —dt
a n+x+1 ap+x+1 t

b

— 1 [tn+x+l ln t:lh _ 1 |: 1 tn+x+1:|
n+x+1 ¢« n+x+lin+x+1 ;
— 1 ':bn+x+l lnb_an+x+l 1na:|_ 1 - I:bn+x+l _an+x+1]
n+x+1 (n+x+1)

Or,comme x>—1etn=>20,onan+x+1>0,d’ ou:

lima™ " Ina=lima"™" =limp"*"'Inb=0
a—0 a—0 b—1

limbn+x+l _ 1
b—1

1
Donc, IO t""“Intdt converge avec :

1

.[lt"”lntdt=——2.
0 (n+x+1)

Comme pour tous t€ |0,1[ et ne N, t"*Int <0, I;

J-l
0

" In t‘ dt converge avec :

1

e lnt‘dtz—jlt"” Intdt =———.
0 (n+x+1)
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1 1 1 1
r, ———— ~ — etlasérie Y — converge, donc J-
(n+x+1)* no+e p? Z“nz 8 z 0

" lnt‘ dt converge.

1
Nous avons donc toutes les hypotheses pour conclure que la série ZJ-O t"*Intdt converge et :

Ilt"lnt

< 1 +Xx
R dtznz_(;jot Intdr.

Ainsi, pour tout xe D :

I(x)z—i !

= (n+x+ 1)2

Exercice I1

Comme f laisse stable toute droite de £, on a f (Vect (x)) c Vect(x) pour tout vecteur x non nul de

E. Ceci implique que f(x)e Vect(x) et ceci reste vrai méme si x est nul. Ainsi :

Pour tout xe€ E, il existe A € K tel que f(x)=A x.

Montrer que le coefficient A est indépendant du vecteur x revient a montrer que pour tous vecteurs

xetydeE, A =\, . Soitdonc (x,y)e E*. 1l existe alors trois scalaires A, A, et A, tels que:

fO=Ax, f(»)=ky et f(x+y)=h, (x+Y).
Comme on peut choisir le A, que I’on veut (en particulier A ) quand x est nul, on peut supposer que
x n’est pas nul. Considérons alors deux cas.
e Silafamille (x,y) estlibre,ona:
Faty)=h, () =h 3t A,y = F)+ () =Ax+A,y.

Donc A, x+2A
d’ott A, =2 .

vy Y=AX+Ay et comme (x,y) est libre, on obtient A , =X et A, =24,

e Silafamille (x,y) estliée, il existe un scalaire k tel que y =kx (avec x#0). Alors :
fM=Ay=flkx)=kf(x)=kAx=Akx=Ay.
Ainsi, A,y =LA y,et A, =A, (on prendre cette égalit¢ méme quand y est nul).

Finalement, dans tous les cas, A y= A, etdonc:

Le coefficient A_ est indépendant du vecteur x.

Remarquons que ce résultat se reformule en :

Si flaisse stable toute droite de E, alors f est une homothétie.
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On veut maintenant prouver que pour n > 2, si flaisse stable tout sous-espace de dimension k avec
ke [1,n—1], alors f est une homothétie.

Remarquons que si n =2, alors [[1, n —1]] ={1} et on vient de prouver le résultat.

On suppose maintenant que n >3 et on procede par récurrence finie sur k.
e [nitialisation :

On vient de prouver que la propriété est vraie au rang k =1 (les sous-espaces de dimension 1
sont les droites).

e Hérédité -
Supposons la propriété vraie & un rang k € [1,n—2] (comme n>3, onabien n—221).

Supposons que flaisse stable tout sous-espace de dimension k +1e [[1, n —1]].

Soit F un sous-espace de E de dimension k et (el, s ek) une base de F. Comme k<n-2,1l
existe deux vecteurs e,,, et e,,, tels que rg(e,, ..., e, €., €.,) =k +2, autrement dit la famille
(e,..r €, €., €.,) estlibre. Posons alors :

G, =Vect(e,, ..., e, e,.,,) et G, =Vect(e, ..., e, €.,).

Comme la famille (e, ..., ¢, €., ¢,.,) estlibre, les familles (e, ..., e, ¢.,) et (e,....¢.€.,)
le sont aussi, et donc :

dimG, =dimG, =k +1.
Par hypothese, G, et G, sont stables par f, soit f(G,) G, et f(G,)cG,. Alors :

F(G,NG,) c f(G)N f(G,) c G NG,.
Or:
G, NG, =Vect(e,...,e, ¢, )NVect(e, ..., e, e,,)=Vect(e,..,e, ) =F .
Et donc :
f(F)CF.

Comme F était un sous-espace de E de dimension k quelconque, nous venons de prouver que f
laisse stable tout sous-espace de dimension k. Par hypotheése de récurrence, f est alors une
homothétie et la propriété est vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k € [[1,n —1]] , autrement dit,

pour k€ [[l,n—l]] donné :

Si flaisse stable tout sous-espace de dimension k, alors f est une homothétie.

10
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Planche n° 4

Exercice 1

1

\/2+\/2+\/2+...\/2+2x

et décroissante sur [0,1]. La suite (,) _ . est donc bien définie.

est continue, positive

Remarquons que pour tout ne N, la fonction x >

Soit xe [0,1]. Posons pour tout ne N* :

v, = ! .
\/2+\/2+\/2+...\/2+2x

Pour tout ne N*, O<v, <—=<1,donc vne}o,i}c[o,l] et:

1
V2 V2

1 %
v = = —=f).
F Von a1 7
24—
vn

avec f it ‘/L , définie sur [0,1].
2t+1
t 1 1 ) 1 1 .
Pour tout te[0,1], f(1)=,/——=,=|1-——| et la fonction ¢+> —|1——— | est continue,
2t+1 2 2t+1 2 2t+1

strictement croissante et positive sur [0,1], donc f est continue et strictement croissante sur [0,1] .

1

N2+ 2x

Onav, = et:

I vi= fn) =P = 1 1 _ 2x—+2+2x
2 U 24V242x 2420 (2442+42x)(2+2x)

(2x)* = (2x+2) 22x+1D(x-1)

(2x+32+2x)(2442+2x)(2+2x)  (2x++2+2x)(2+2+2x)(2+2x)

Donc, v; <v{ et comme (v,) . est positive,ona v, <v,.
Deplus,si v, <v ,alors v ,=f(v, )< f(v,)=v,, (carfestcroissante).

+1 —

Ceci prouve par récurrence que pour tout ne N, v, <v, et donc que la suite (v,) . est

n+l —

J2

! } et comme f est continue sur {O,L} ,ona f(0)=/1.

2 V2

P [ 1
décroissante. Comme (vn)neN* est bornée (v, € }O,—} pour tout ne N ), elle converge vers une

limite /e {O,

11
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Ceci donne :

/ 4 =/ & ‘ =0 o FU+D)-1=0 o (2rF+/-1)=0 < (2/-D(l+1)=0.
20+1 20+1

Comme /+1#0, on obtient /=0 ou ﬁz%.

Remarquons que :
1

N2+ 2x

Or, xe[0,1], donc v, 2% etsiv, 2%, alors v, = f(v,)> f( j:%(carfest croissante).

vl<% & <% S V242x>2 & 242x>4 & x>1.

1
2

et donc que la suite (v,) . ne peut

[NSJIE

Ceci prouve par récurrence que pour tout ne N, v >
converger vers 0. Ainsi :

lim v, =l.
2

n—>+oo

1

\/2+\/2+\/2+...\/2+2x

(ot le symbole racine carrée apparait n fois) converge simplement sur [O,l] vers la fonction

Nous venons de prouver que la suite de fonctions (g, ) avec g, :x

"
neN

1
constante x — E .

On a vu aussi que pour tout xe [0,1], pour tout ne N°, v € } } Or, f est dérivable sur ce

11
2’2

segment comme composée de fonctions dérivables, avec pour tout ¢ e

=

1 1 1
0< fi(1)= —<—

201 +1)21 2(2)5\E

Alors, pour tout ne N, f est dérivable sur [E,VJ, donc d’apres I’inégalité des accroissements

finis :
1 1
fo)-f|= Vo ——
2 _ n+l 2 <l
1 h 1 “4'
v, —— vV, ——
"2 "2

12
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Alors, pour n>2 :

1 1
v, E _ n=1 | Va1 5 < n—1 l: 1
V1 _l k=1 vn _l k=1 4 4”‘1
2 2

Cette inégalité est une égalité pour n=1.

Finalement, pour tout x€ [0,1] et tout ne N :

g (x)_l‘: ’ _l‘SLV _l‘:L ;_E‘ZL(;_%SL(L_%,
ool o2l 2l 4 W242x 2] 4 \242x 2) 4 (V2 2
Comme lim — (i—ljzo, la suite (g,) . converge uniformément sur [0,1] vers le et

g\ 2 2 e 5
donc :
lim = lim jlgn(x)dx:jl( lim gn(x))dx:jlldx:l.
n—+oo n—+o0d0 O\n—o+w 02 2
Soit :

n—+oo

lim u, 1
2

Exercice 11

Remarquons déja que les homothéties commutent avec tous les endomorphismes de E, donc avec
tous les isomorphismes de E.

Soit maintenant u € L(E) qui commute avec tous les isomorphismes de E.
Soit x un vecteur non nul de E et ¢, une symétrie par rapport a la droite Vect(x) (parallelement a

un supplémentaire de cette droite). On alors, 6 (x)=x et comme les symétries sont des

isomorphismes, u et ¢, commutent, donc :
c, (u(x)) =0, ou(x)=uoc (x)=u (Gx(x)) =u(x).

Ainsi, u(x)e ker(o —id,)=Vect(x), donc pour tout xe E (méme le vecteur nul), u(x) est
colinéaire a x. D’apres la planche précédente, ceci implique que u est une homothétie.

Finalement :

Les endomorphismes de E qui commutent avec tous les isomorphismes de E sont les homothéties.

Exercice 111

Appelons N et X les variables représentant le nombre de clients arrivant dans une journée et le
nombre de produits vendus (en supposant une réserve infinie pour 1’instant).

La variable N suit une loi de Poisson de parametre ¢ e R: ,donc N(Q)=N.

13



PSI*

En supposant une réserve infinie de produits, on a aussi X (Q)=N.

Soit ne N. Si n clients se présentent dans la journée, chacun d’entre eux achete le produit avec une
probabilité pe ] 0,1[, et ceci, de maniere indépendante des autres clients. Le nombre de produits

achetés (donc vendus) quand n clients se présentent dans la journée suit donc une loi binomiale de
n
paramétre p, donc pour tout k€[0,n], P,_, (X =k) =( kj p"(1—p)™ et, bien entendu, quand

k>n, P

(N=n
produits qu’il n’y a de clients.

(X =k)=0, car un client acheéte au plus un produit, donc on ne peut vendre plus de
)

La famille ((N =n)) _ forme un systeme complet d’événements, donc la loi des probabilités totales

s’écrit, pour tout ke N :

- - —t tn —I pk - 1 n n—k
P X=k)=> PIN=n)P,_ (X=k)=> e 1- —1t"(1-
(X =k) Z( )Py (X =) Z n.(k]”( P k!;(n_k)! (1-p)
k +oo k k +oo n k k
-t P 1 £k o pt [t(l—p)] - (pY)" - _ (pt)
1- =e el =T M
-¢ kv; A=p)r=e70 ZO 7l k! X

Ainsi, la variable X suit une loi de Poisson de parametre pr.

La probabilité p d’avoir rupture de stock dans la journée est celle de vendre les N produits, ce qui se
traduit par :

N-1
p=P(X 2 N)= z (P Dt
k=N k! k=0 k!

Ainsi :

t
La probabilité d’avoir rupture de stock dans la journée est 1— e"”z (I;C ‘) .
k=0 .

14
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Série 2

Planche n° 5

Exercice 1

Soit

ke N fixé.
Pour tout xe R, 7+ e “sin(xe') est continue, donc continue par morceaux, sur R, en tant
que produit de telles fonctions.

Pour tout € R, , x> ¢ “sin(xe') est continue sur R, car la fonction sinus 1’est.

+ 9

Pour tout (£,x)e R, xR, |e “sin(xe')[<e ™ et la fonction t+> e " (indépendante de x) est

continue, positive et intégrable sur R, (car £ >0).

Alors, t+> ¢ " sin(xe') est intégrable sur R, et:

+oo . P .
F x> jo e " sin(xe')dt est définie et continue sur R .

On suppose que k=>2.

Pour tout xe R, t+> e " sin(xe') est continue par morceaux et intégrable sur R .

Pour tout te R,, x> e “sin(xe’) est de classe C' sur R, car la fonction sinus I’est, de

dérivée x> e "e' cos(xe').

Pour tout xe R, t+> e "¢’ cos(xe') continue, donc continue par morceaux, sur R, en tant que
produit de telles fonctions.

= (k=1)t —(k=1)t

Pour tout (#,x)e R, xR, |e”“e' cos(xe')| < e et la fonction ¢+ e (indépendante de x)

est continue, positive et intégrable sur R, (car k =22, donc k—1>0).

Alors :

+oo
F, estde classe C'sur R de dérivée F,':x J-O e e cos(xe')dt.

Alors, pour tout xe R :

xF '(x)—kF,(x)= xjom e e cos(xe')dt — kjom e " sin(xe") dt
= J:m [e"“ (xe’ cos (xe' )) + (— ke ™ ) sin (xe' )] dt

+oo
= [e‘k’ sin(xe’)}0 =0-¢e"sin(xe")=—sinx

Ainsi, pour k=2 :

F, estsolutionde xy'—ky=—sinx.

15
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Exercice Il
Soient O I'origine et M,,M,, M, les points du plan complexe d’affixes respectives z,,z,, z;. Quitte a

renuméroter les racines de P=X’+aX’>+bX +ce C[X], on peut supposer que le quadrilatére
OM M,M, est direct. Alors, 0,z,,2,,z; sont les affixes des sommets d’un carré si et seulement si

OM M ,M, est un carré (direct), c’est-a-dire si et seulement si :

e MM,=0M,,soit z,—z,=2z (OM M,M, estalors un parallélogramme direct) ;

. . T . i .
® M, estl’image de M, par larotation de centre O et d’angle —, soit z, =€ *z, =iz,.
5 2

On a le schéma :

0]

Ainsi, 0, z,,z,, z; soit les affixes des sommets d’un carré si et seulement si :

{Zz_zzzzl PN {ZZ:(H'I)Zl

3 =1z 7 =1z

(S)

Par ailleurs, z,,z,,z, sont les racines de P= X" +aX”+bX +c si et seulement si :
P=(X _Zl)(X _Zz)(X _Z3) =X’ _(Zl +2,+ Z3)X2 +(21Z2 +2,Z3F 2123)X — 43,5
Ceci équivaut a :
a=—(z,+2,+2;)
b=722,+2,23+t 212,
C:_Z1Z2Z3
Alors, si z;,z,,z; vérifient (S),ona:
a=—(z+2,+z)=—(1+(+D)+i)z; =—2>+1z
b=272,+2,2,+2,2 =3iz

c=—222=—(>+Diz; =(1-i)z]

16



Alors, z, =— ! a=—1 La et donc :
2(i+1) 4
bzéa2
8
c:ia3
16

‘. . 3 1
Réciproquement, pour tout ae C, si b= gaz et c= EaS’ alors en posant :

1-i
z=———a
4
2, =(i+Dz,=——a
. i+1
Z3 ZZIZ_Ta

Alors :

(g, +z,+z5)=a

_3 2 _
32, 1t 2,537 415 _ga =b

3
- Z1Z2Z3 :Ea =cC

Donc, z,,z, =(i+1)z,,z, =iz, sont les racines de P=X’+aX’+bX +c et les affixes des sommets
d’un carré€.

Finalement :

0,z,,2,,z, sont les affixes des sommets d’un carré si et seulement si

17
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Planche n° 6

Exercice 1

.. P 1 1 . e N
En divisant I’équation (E) par — 2, y" —Exy'—z y =0, qui est une équation linéaire, homogene,

normalisée, d’ordre 2. On a alors a résoudre le systeme :

1 1
n__x v = :O
y 5 y 2)’
y(0)=+m, y'(0)=0

Ceci est un probleme de Cauchy, donc :

Le probléeme posé admet une unique solution.

Cherchons une solution f:x+> Y a,x", développable en série entiere sur un intervalle | - R, R[.

n20

La fonction f est de classe C* sur |- R,R [, avec f':x+> Z‘nanx”_1 et f"ix> Zn(n—l)anx”_z.

n>1 n>2

Alors, pour tout x€ |- R,R| :

= 2f"(x)+xf'(xX)+ f(x)=— 22 n(n—1a,x">+ xZnanx"_l + Zanx”

n=2 n>1 n=0
=-2> (n+2)(n+a,,x"+Y nax"+> ax"
n=0 n=0 n=0

= [~ 20+ 2)(n +D)a,,, + (n+1)a, ]x"

n=0

=Y (n+D[-2(n+2)a,, +a,]x"

n=0

Et comme f est solution de (E), on a —2f"(x)+xf'(x)+ f(x)=0 pour tout xe |—R,R|[ et par
unicité du développement en série entiere, on obtient pour tout ne N :

a
+a,=0 & a -

(n+1)[—2(n+2)a "+2:2(n+2)'

+a,]=0 & -2(n+2)a

n+2 n+2

Si on pose pour tout pe N, u, =a,, et v, =a,,,, on obtient :

u .. =a T = ! u
pLTEE S 02p+2) Ap+]D) 7
Ayps1 1

V.. =a = = 1%
pTEE S 202p+3) 22p+3) 7

Remarquons qu’on a alors pour tout pe N, 4”“(p+1)!up+1 =4"plu,, donc la suite (4”p!up) .
PE

est constante, et pour tout pe N :
q
47 !’

Py — — =
4" plu, =uy=a, & a,, =

18
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. . 1
Par ailleurs, si v, #0, alors v,,, =————v_ #0. Ceci prouve par récurrence que si en supposant

2(2p+3) U
que v,=a, #0, alors v, #0 pour tout pe N et dans ce cas, on peut €crire (avec un produit

télescopique), pour tout pe N*

YV 1 v, (1Y 1
et H JEN _ﬁ:(_j
=0 Vi ks 2(2k+3) vy 2) 3xX5X.x2p+1)

p
- sz(lj 2><4><...><(2p)v0
2 2p+1)!
p!
b =
P @pen!
|
= a = P

2p+1 m 1

Remarquons que pour tout x€ |- R,R[, (anx”) , est bornée (lemme d’Abel), donc les suites

2p+l )

. 2p - z.: 2p 2p+l
extraites (asz )peN et (azpﬂx le sont aussi, et les séries Zasz et Za2p+1x

convergent (toujours d’apres le lemme d’ Abel). Alors, pour tout xe ] -R,R [ , on peut écrire :

!
f=>ax"=Ya,x"+> a, x*"" = zLalx“” .
n=0 p=0 p=0 p>0 p=0 (2p+1)'
Soit :
f=ayfy+af
2p p' 2p+l
avec f;: xHZ X et fiixt—> ) ———
p>0 p=0 (2p+1)'

Si f vérifie les conditions initiales désirées, ona f(0)=a, = \/E et f'(0)=a,=0. Ainsi:

f:\/EfO'

Remarquons que pour tout x€ R :

=Y eyt ( j_e‘f.

p>0 p=0 p

Ainsi, f, est solution de (E) sur R tout entier (on montre a 1’aide de la regle de d’Alembert que

c’est aussi le cas de f,). Ainsi, I’'unique solution du probleme de Cauchy posé est :

x
xH\/Ee“

. . T
%HﬂxHj e dt .

— 2 . .
e Pour tout xe R, t+— e " est continue, donc continue par morceaux, sur R en tant que

composée de fonctions continues sur R .

19
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_ 2 . N .
e Pour tout te R, xr>e"" est de classe C* sur R (car proportionnelle & une fonction
x—1* -1

exponentielle), de dérivée premiere x - te et seconde x> te

tx—1? 2 -1

e Pourtout xeR, t>te ett>te sont continues, donc continues par morceaux, sur R

en tant que produits de telles fonctions.

e Pour tout xe R ettout ke N, on a |f*e” a |t|k e = o W(tlzj, par croissances comparées
et .[ i J-Wi convergent, donc > t*e" ", et en particulier 7 > " et t > e, sont
intégrables sur R .

e Pour tout réel a>0 et pour tout xe[-a,a], e~ P <2 et rs 2" continue,

positive et intégrable sur R (d’apres ce qu’on a vu ci-dessus avec k =2).

Ainsi :

. +o0 2 too sl
La fonction fest de classe C* sur R avec f':xHj te” " dt et f":xHj tPe" " dt .

. . o — 12
Soit xe R. Les fonctions t+> ¢ et t+> ™" declasse C' sur R.

Alors, pour tout segment [a, b] c R, une intégration par parties donne :
b 2 2 b b 2 2 2 b 2 b 2
I e“ " dt =[te”‘_’ } —j t(x=20)e" " dt =be™ " —ae™ " —xj te" ! dt+2j e " dr.

ax—a® bx—b*

Or, lim ae = lim be

a——o b—+oo

=0 par croissances comparées.

Avec les expressions de f'(x) et f"(x) obtenues plus haut, on obtient en passant a la limite que
a — —oo et b — + oo dans la relation ci-dessus :

fx)= jjme”“’zdt = —xj+mte”‘_’2dt+2ijtze”‘_’2dt =—x f'(x)+2f"(x).

— oo

Ainsi, pour tout xe R, =2 f"(x)+x f'(x)+ f(x) =0 donc fest solution de (E) sur R.
De plus :

FO=["e"dt=r

+oo

FO=[""te" dr= {—%e} =0

— oo

Donc, f vérifie le probleme de Cauchy initial. Comme ce probléme n’a qu’une solution, on obtient :

X2
+o0 2 —
Pour tout xe R, I et =Ime? .

20
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Exercice 11

Comme on procede avec remise, les tirages sont indépendants.

La variable aléatoire X, donne le nombre de tirages nécessaires pour obtenir 1 boule blanche,
autrement dit, le rang d’apparition de la premiere boule blanche, qui a une probabilité p d’apparaitre :

pt

La variable X, suit donc une loi géométrique de parametre p et G, :t > m .
1 _ _p t

Soit ne N". Pour obtenir n+1 boules blanches, il faut en avoir obtenu 7, puis une autre. Les tirages
étant indépendants, on a X,,, = X + X, et les variables X et X, sont indépendantes (c’est I’effet

sans mémoire de la loi géométrique). Alors, Gy =Gy ,, =Gy Gy

Ainsi, pour tout fe }—% %{ la suite (G (t)) . est géométrique de raison GX] (1), donc

pour tout ne N* :

G, =[G, 1] .

) 1 1 .
Soit, pour tout ¢ € }——,—{ ettout ne N :

l-p 1-p
pt )
G, (=] —2 .
x, (D (1—(1—19);}
Or, pour tout he |-1,1] :

i (n=Dln(n+1)..(n+k=1) (n+k=D!, n—1+k) ,
(1-h) =1+; x ;(n 1)'k' ;( L jh.

1 1
Donc, pour tout te |———,——| :
l-p 1-p

+k —1+k
Gy () =(pn)" (1-(1=p)t) " =(p1)" Z( ](l—p)ktk=2(n ’ jp”(l—p)kt’”k-

k=0 k=0 k

) .. 1 1
Soit, en réindexant, pour tout r € } - { et tout ne N

-p’l-p

Gy ()= ( jp”(l p)tt

Donc, pour tout ne N* et tout ke N :

0 quand k<n
P(X,=k)=<(k-1
k—n

jp” (1-p)*™" quand k>n
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Comme N >1, G, estdérivableen 1et:
— p n
n—1
E(X,)=G,'()=nG, D[ G, )| =nE(X,).
Soit :
E(X,)="
14

Soient ne N et ke N. On cherche P(X , =k), c’est-a-dire la probabilité d’obtenir exactement n
boules blanches a I’issue de k tirages successifs.

Pour pouvoir obtenir n boules blanches, il faut réaliser au moins n tirages successifs, donc
P(X,=k)=0 quand k<n.

On suppose que k>n.

Pour obtenir exactement n boules blanches a 1’issue de k tirages, il faut avoir obtenu n—1 boules
blanches au cours des k—1 premiers tirages (événement A) et une boule blanche au k™ tirage
(évenement B). Ona (X, =k)=ANB

Les tirages étant indépendants, le nombre de boules blanches obtenues au cours de k —1 tirages suit
une loi binomiale de parametres k—1 et p (la probabilité d’obtenir une boule blanche lors d’un
tirage), donc :

1 n—1 (k=1)—(n—1) k-1 n—1 k—n
P(A) = p(d-p) = p(-p)y" et PB)=p.

(k=1)—(n-1) k—n

De plus, les évenements A et B sont indépendants, donc :

P(X,=k)=P(ANB)=P(A)F,(B) = P(A)P(B) = (k nj pa=p) " p.

Et ainsi, on retrouve, pour tout ne N ettout ke N :

0 quand k<n
P(X, =k)=<(k-1
k—n

jp" (1-p)*™" quand k>n
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Planche n° 7

Exercice 1

Tel qu’indiqué, considérons une variable aléatoire Y , indépendante de X et suivant la méme loi. On
peut : il suffit de reproduire 1’expérience aléatoire conduisant a X de maniere indépendante.

Comme f'et g sont croissantes, pour tout me  :

* i X(0)<Y(m),alors f(X()<f(Y(m) et g(X(0)<g(Y(w)), donc:

{f(X(w))‘f(Y“”))SO = (F(X(@)- £ (Y@))(g(X@)-g(¥(@))20 :

g(X(0)-g(Y(m)<0
o si X(@)2Y(w),alors f(X(0)2f(Y(w) et g(X(w)2g(¥(w),donc:
{f(X(co))—f(Y(m)) 0

g(X(®)-g(Y(®)=0
Ainsi, dans tous les cas, (f (X (w))-f(Y(®))(g (X (®)-g(Y(®)))=0 donc:

(f(X)=fM))(g(X)~g(X))>0.

= (f(X (@)= f(Y(@))(g(X(@)-g(Y(@)))>0.

2
>

Alors, E[(f(X)—f(Y))(g(X)— g(Y))] >0 (cette espérance existe car X, donc Y qui suit la méme
loi, admettent un moment d’ordre 2). Or, par linéarité de 1’espérance (toutes les espérances existent) :
E[(f(X)-fDM))(e(X)—gM)]|=E[f(X)g(X)— f(X)g(¥) - fF(V)g(X)+ f(¥)g(¥)]
=E(f(X)g(X))-E(f(X)gM)-E(f(V)g(X))+E(f(V)gX))
Comme X et Y sont indépendantes, f(Y) et g(X) le sont, ainsi que f(X) et g(Y), donc :
E(f(X)g(M))=E(f(X))E(g(Y))
E(fg(X))=E(f(M)E(s(X)

Comme X et Y suivent la méme loi, A(X) et A(Y) aussi, pour toute fonction 4, h(X) et h(Y) ont
donc la méme espérance, donc (avec h= f, g, fg successivement) :

E(f(X))=E(f(1))
E(g(X))=E(s(1))
E(f(Y)g(¥))=E(f(X)g(X))
Alors :
E[(fX)—fMN)(8(X)-gM))]=2E(f(X)g(X))-2E(f(X))E(g(X))
=2[E(f(X)g(X))-E(f(X))E(g(X))]
=2cov(f(X),8(X))

Et finalement, on a bien :

cov(f(X),g(X))=0
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Soient f et g deux fonctions croissantes de R dans R telles que pour tout ne N, f(n)=a, et

g(n)=>b, . On peut trouver de telles fonctions car les suites (an)neNﬁ et (bn)neN* sont croissantes : il
suffit de prendre fet g affines entre n et n+1 pour tout ne N, constantes sur | —oo,1] et au-dela de

la limite de (a,) - et/ou b, ) si elle(s) existe(nt).
Soit alors ne N' et X une variable aléatoire telle que X (Q)=[1,n] et suivant une loi uniforme

(autrement dit, P(X =k) =% pour tout k€ [1,n]).
D’apres le théoreme du transfert, on a alors :
f(X)) ZP(X k)f (k) = Zak
E(g(X)) ZP(X k)g (k)= Zb

E(f(0g00) =Y PX =R f ()80 = Y ab,
Donc :

cov(f (X),800) = B (X)g(X)) - E(F (X)) E(g0) =+ 3 ab —Giakj(libkj.

Et d’apres ce qui précede, cov( f(X),g(X))=0, donc :

DR Pl it b

k=1

Soit, pour tout ne N :

Exercice 11
Si o =0, alors f est nulle et ¢’est terminé. On suppose o # 0 (donc e” #e ).
On a pour tout xe R :

x=2xcha+l=x"—(e"+e “x+ee * =(x—e*)(x—e%).
Et, pour tout xe R\{e“,e’“} :

xsho 1 2sha 1 1 1 1 e e”
fo= =2X T o |TRX T =T « |
¥ —2xcha+1 2 (x—e")(x—e*) 2 \x -
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. 1 c ‘o N
Comme la fonction — est développable en série enticre, avec un rayon de convergence de 1,
—t

) 1
les fonctions x> —— et x>

1—xe™ 1—xe*

convergence de e” et e”“ respectivement.

sont développables en série entiere, avec un rayon de

Alors, f est développable en série entiére, avec un rayon de convergence égal a R =min(e*,e *) et

pour tout x€ |- R,R| :

1 e e’ 1 —oc-*—bo —o\n oc-*—‘)o o\n
f(X)—Ex(— —+ eaj—z(—xe nzz(;(xe )" + xe nzz(;(xe ) ]

I—xe* 1-x
+o0 +oo +oo —(ntho (n+l)o + o0
:l(_ z(xe—oc)rHl +z(xeoc)n+lj — z e +e xn+1 — ZSh((n+1)OC) er—l
2 n=0 n=0 n=0 2 n=0

Et en réindexant, on obtient pour tout xe ] —R,R [ ,avec R=min(e*,e™ %) :

f(x)= i sh (not) x"
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Planche n° 8

Exercice 1

ixt

. . e _ . . . .
Soit xe R. La fonction ¢ — e ' est continue sur R en tant que produit de telles fonctions.

t

ixt

+oo0

L’intégrale jo

e 'dr est impropre en 0 et en + oo.
t

ixt ixt
et =1, . e -1 _ C o
. hrré e '=ix,donc t+> e est prolongeable par continuité, donc intégrable en 0.
r— t
ixt
. et =1 _,| 2 _ 2 _ 1 +eo dt
e Pour tout reR,, e'|<=e’. Comme =e'= o — | et I —- converge,
t t t Io+e f t

ixt

e’ -1
t

I e ' est intégrable en + oo.

ixt

+ o0
Finalement, I . e”'dt converge quel que soit xe R, donc :

t

-1 B .
e 'dt existe pour tout xe R.

re=[,"

ixt

Soit f:(x,1) < , définie sur RxR” .

e Pour tout xe R, on vient de voir que 7+> f(x,f) est continue, donc continue par morceaux et

intégrable sur R, .

e Pourtout re R , x> f(x,t) estde classe C' sur R (car x> e™ D’est).

of

e Pourtout xe R, r— 8_ (x,t)=ie'"e”" est continue par morceaux sur Ri .
X
. %) _ _ .. .
® pour tout (x,r)e RXR,, on a ai(x, Hl=e' et r+> e est positive, continue par morceaux et
X

intégrable sur R, .

Alors, la fonction x > T'(x) est de classe C' sur R et pour tout xe R :

+ o0

1 i i i(I+ix) i—x
T'(x ieve'dt=i| e""Vdt=i| ———e"" | = = =
0= I I —1+ix 1-ix  1+x°  1+x°

0

Comme T(0) = J-(:DOOdt =0,ona:

u:‘.[x [iarctanu—%ln(l+u2)} .

ol+u® 270 1+u’ 0

Soit, pour tout xe R :

T(x)= —%ln(1+x2)+iarctanx
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Exercice 11

1) On note || . || la norme canonique de R”.

Soit Se€ S, (R). D’apres le théoreme spectral, S est diagonalisable dans une base orthonormée,

autrement dit, il existe D =diag (A,,...,A,) et Pe O,(R) telles que :

S ='PDP.
On veut :
SeS;(]R) & VXeR, 'XSX >0.

(=) On suppose que S€ S, (R).Les A, sont alors les valeurs propres de S, donc positifs.
On peut poser A =diag (\/7\,_1, s \/Z) . Alors, '"AA=A*=D et, pour tout X € R" :
'XSX ='X'PDPX ='X'P'AAPX ='(APX)APX =||APX | 20.

(&) On suppose que pour tout X € R", 'XSX >0.

Soit Ae Sp(S) et X € R"\{0} un vecteur propre associé. On a alors :
‘XSX ='X(AX)=A'XX =A||X|.
Or, par hypothése, 'XSX >0 et comme ||X||2 >0 (car X #0),ona A>0.

Ainsi, toutes les valeurs propres de S sont positives, donc S€ S (R)

Finalement, on a bien :

SeS'(R) & VXeR", 'XSX2>0

2) Soit Ae M (R) et S=A'A.Ona:
o 'S='(A'A)="("A)A=A'A=S  donc S S (R) ;

o pourtout X € R", 'XSX = 'XA'AX = '("AX)('AX) = 'AXH2 >0.

Donc d’apres la question précédente :

Se S'(R)

3) Soit Se€ S, (R). En reprenant les notations de la question 1, on a :
S ='PDP ="'PAAP = "PA(P'P)AP = ('PAP)('PAP) = ('PAP)' (' PAP) .
Donc, avec A='PAPe M, (R) (et méme A€ S;(R)),ona:

S=A'A
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Série 3

Planche n° 9

Exercice I
Ona X(Q)=Y(Q)=N", donc T(Q)=N" et pour tout ne N :
(T=n)=(X =nY =n)U(X =n,¥ >n)U(X >n,Y =n).
Et cette union est disjointe, donc :
P(T=n)=P(X=nY=n)+P(X=nY>n)+P(X >nY=n).
Comme les variables X et Y sont indépendantes :
P(T=n)=P(X =n)P(Y =n)+P(X =n) P(Y >n)+P(X >n)P(Y =n).
Comme X et Y suivent la méme loi géométrique de parametre pe |0,1] :

P(X =n)=P(Y=n)=p(1—p)"_1

P(X >n)=P(Y>n): Jic P(X:k): Jio p(1=p)*!

k=n+1 k=n+1
= ]
=pY (1-p)*"=p(-p)'————=(1-p)"
kzz;' I-(-p)

Donc :
P(T=n)=[ p(-p)"' ] +2p(-p)y (1~ py’
=p*[a-p? " +2pa-p[a-py]
=Q2p-p>)1-2p+p*)""

Et en posant ¢ =2p—p’>=1-(1-p)>€]0,1[, on obtient pour tout ne N, P(T =n)=qg(1-¢)"",

n-1

donc :

T suit une loi géométrique de parametre g =2p—p>e |0,1][.

On a alors immédiatement (c’est du cours) :

1 gt _ Q2p-pHit

l= et G.(t)= = .
q 2p-p I-d-g) 1-(1-p)t

E(T)=

Sous réserve d’existence, le théoréeme du transfert donne :

1 _+o<> 1 B _+o<> l_# _ n—1: q + 00 (l_q)n_ 1 (1_q)n+1
E(T(T+1)j_z P(T_n)_z( n+1jq(1 9 1—q;( j

n=1 n(l’l+1) =1 \ 1 n 1_q n+1
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‘. " x"
Or, la série entiere Z— admet 1 pour rayon de convergence et pour tout x &€ ] -1,1 [ :
n

zx—z—ln(l—x).
n=1 N

Comme g€ ]0,1[,ona:

Sa-0'
n=1 n

400 1— n+l + o0 1—g)" +o0 1-—a)"
z( q) :z( nCI) :z( nCI) —(-q)=—Ing—(1-gq)

n=l1 n +1 n=2

P(T =n) converge (absolument car la série est a termes positifs) et :

I \__a [§d-¢" 1 &=
E(T(T+1)j_l—q_; n l—q; n+l }

1
=1 —lnq——(—lnq—(l—q))}
l-q| l1-¢q
l-g|1-¢
Et finalement :
admet une espérance, qui est 4 Llnq+l .
T(T+1) 1-g\1—-¢g

Exercice 11

Pour tout ne N, x> x"Inx est de classe C' sur |0,1] en tant que produit de telles fonctions et

I’intégrale I, est impropre en 0.

I .
Or, I, :.[0 Inxdx converge (c’est du cours) avec I, =[x1nx—x]i) =—1 et pour tout ne N, on a

. . c. 2 1
11rr(1) x"Inx=0, donc x> x"Inx se prolonge par continuité en O et /, = J-O x"In xdx converge.
x—

Ainsi, I, est bien définie pour tout ne N.

De plus, la dérivée de h: x> x""'Inx est h': x> (n+1)x" In x+x", donc pour tout ae ]0,1] :

Ll h'(x)dx = [h(x)]: = [x"“ In x} =—a""Ina

1
a

:jl[("+1)xn lnx"’xn]dx:(nﬂ)jlx" lnxdx+{1_inl+l}
a ) -

) ) 1 )
En faisant tendre a vers 0, on obtient (n+1)/, +—1 =0, soit pour tout ne N :
n+

3 1
! (n+1)*
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On munit E=C" ([0,1] , R) du produit scalaire usuel (et on note ||- | la norme associée).

0 quand x=0 ) .
fiix> x et f, x> x* (définies sur [0,1]).

Notons g: x> )
xInx quand xe]0,1]

Ona g, f, f,€ E etpour tout (o.,p)e R* :

.[lez|1nx—ocx—B|2dx=J-01(xlnx—ocx2—Bx)zdx=||g—(ocfl +Bf2)||2.

Enfin, si F = Vect( fis fz), F est un sous-espace de dimension finie de I’espace préhilbertien réel E,

donc bnlfF”g - f||2 existe (et vaut d (g, F)Z) et est atteint en p,(g)=af, +bf,, le projeté orthogonal

de g sur F. Or, if161£||g—f||2:(Q%SSR2||g—(aﬁ+sz)||2= inf ;x2|lnx—0cx—[3|2dx,donc:

(o.B)eR?

Il existe bien (a,b)e R* tel que J.;x2|lnx—ax—b|2dx: iélf le2|1nx—ocx—[3|2dx.
(a,B)eR?
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Planche n° 10

Exercice 1

Soit Ae M,(C). On veut :

=)

(<)

(A diagonalisable) < (V PeC[X], degP >0, IM e M,(C), P(M)=A).

On suppose que A est diagonalisable, donc il existe Q€ GL,(C) et (a,b)e C’ tels que :
A=0DQ""' avec D= a 0
0 b)

Remarquons ici que toute application polyndmiale de C dans C est surjective. C’est une
conséquence immédiate du théoreme fondamental de I’algebre. En effet, pour tout Pe C[X] et

tout ze C, P—z admet au moins une racine complexe, donc il existe te C tel que P(t)=z.

Soit donc Pe C[X]. D’aprés ce que I’on vient de dire, il existe (a,B)e C* tel que P(o)=a et

P(B)=b. Alors, si on pose A= o« 0 na P(A)= Pl 0 3 _fa 0 =D et:
=b . Alors, si on pos —OB,O = P(B)_Ob_ :

A=0DQ™'=0P(A)Q™'=P(QAQ™").
Donc, en notant M =QAQ ', ona:
PM)=A.

Remarquons qu’ici on n’a pas besoin de la dimension 2.

On suppose que pour tout Pe C[X] non constant, il existe M € M,(C) telle que P(M)=A.

Comme A est une matrice 2xX2, elle admet une seule valeur propre ou deux valeurs propres
distinctes. Dans ce dernier cas, A est diagonalisable d’apres le cours.

Supposons que la matrice A admet une seule valeur propre ae C. Elle est trigonalisable dans

c 01
=al,+cN avec N = 0 .

M, (C), donc semblable & une matrice B = (g 0
a

I1 existe donc Q € GL,(C) telle que :
A=QBQ '=Q(al,+cN)Q '=al,+cQNQ".
Supposons ¢ #0.

Alors, P=cX”+ae C[X] n’est pas constant et d’aprés I’hypothése, il existe M e M, (C)
telle que P(M )= A, soit :

cM?+al,=al,+cQNQ™' & M?>=QNQ".
Or, N*=0,,donc M*=(M?)*=(QNQ™')* =QON*Q""' =0,.

Ainsi, M est nilpotente, donc sa seule valeur propre est O et son polyndme caractéristique est
X? et, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, M’ =0,, soit QNQ ' =0, et donc N =0,,
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qui est absurde. Finalement, I’hypothese ¢ # 0 mene a une absurdité donc ¢=0 et A=al, est
scalaire, donc diagonale, donc diagonalisable.

Dans les cas, on a bien A diagonalisable.

Finalement, on bien :

(A diagonalisable) < (V Pe C[X], degP >0, IM e M,(C), P(M)=A)

Exercice 11

Soit h:(x,f) > e~*™ définie sur Rx[o,ﬂ .

e Pour tout xe R, t+> h(x,t) est continue, donc continue par morceaux, comme composée de

) . L T
fonctions continues et donc intégrable sur le segment [0,—}.

T ) )
e Pour tout re [O’Z} x> h(x,t) est de classe C' sur R comme fonction exponentielle, de

—xtant

dérivée x> — (tant)e

—xtant

. ) T
e Pour tout xe R, r—~ —(tant)e continue, donc continue par morceaux, sur [O,Z} en tant

que produit de telles fonctions.

<e’™ et la

e Soit ae R, . Pour tout (x,t)e [—a,+oo[>{()’§} tante [0,1] et ‘_ (tant) e~

atant

. . 1. . ... . T
fonction ¢ > e (indépendante de x) est continue, positive et intégrable sur [O,Z} .

/4 + o0
Alors, f:x+— jo e "™ dt est de classe C'sur [—a,+oo[ de dérivée f':x> —IO (tant)e "™"dt .

Ceci est vrai pour tout a€ R, et comme R=(J [-a,+oo| :

acR

/4 .
festde classe C'sur R de dérivée f':x+> — J'O (tanf)e "™ dr .

— xtant

Comme pour tout xe R, la fonction f+> —(tant)e est continue, non nulle et négative sur

[0,%} , on peut conclure par croissance de I'intégrale que pour tout xe R, f'(x) <0, donc :

fest strictement décroissante sur R .
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>1.

2

T —xtan
De plus, pour tout (x,7)e RX{O’Z} onae "™ >0, t<tant et
cos ¢t

e Six<O0:

/4 /6 /4 /4 n/4 —xtan™ T
f(x)= j e "Mdr = I e " dt +I e "dt > J' e "dt > J' e Sdr=—e ",
0 0 6 /6 /6 12

. T _
Comme lim — ¢

>-=12

=+ oo, 0N a par comparaison :

lim f(x)=+oco.

: — X —Xxtan 1 —Xxtan Tc
e Six>0,e " <e ™ <———¢ " pourtout re|0,— |, donc:
cos ¢t 4

4 A 4] ~ tan
j e ’dtSIO e ”dtSIO ——e "dt.

0 cos” ¢
Soit :
T,
l—e ¢ l-e”
<fx)<
X X
. 1
Ceci permet de conclure que f(x) ~ — etdoncque:
x—+o x

lim f(x)=0.

0

Enfin, ona f(0) zjonl4dt =§ et £'(0) =—IOE/4tantdt =[ln(cost)]m4 =ln(£] :_1n_2.

Donc la courbe de fa I’allure suivante :

"/4\
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Onavuque f(x) ~ 1 et .[ e dx diverge, donc n’est pas intégrable sur R, .
x X

—+ 00 X
. . . T T
Comme f est strictement décroissante sur R et f(0) :Z’ ona f(x) ZZ pour tout xe R_, donc f
n’est pas intégrable sur R _.

Finalement :

La fonction fn’est intégrable ni sur R, nisur R _.

Soit la suite (u,),_, définie par u,€ R et pour tout ne N, u, ,, = f(u,).

On a vu que fest strictement positive sur R, donc pour tout ne N', u, = f(u, ,)>0.
) L e T
De plus, comme f est strictement décroissante sur R et f(0) :Z’ ona f(x) <Z pour tout x>0,

. L8 .
donc, pour toutentier =2, u, >0 etu, = f(u, )< R Ainsi :

. p T .
La suite (u,),. est bornée, avec 0 <u, < 1 pour tout entier n=>2.

Pour tout ne N,ona u,,, = f(u,.,)=f(f(u,))=(ff)u,).

Comme f est strictement décroissante sur R, fo f est strictement croissante sur R , donc pour tout

neN, si u <u,, (resp. u,>u <u >u

un+2 = un+4 )

s Tesp. u, =u ), alors u, ,<u,, (resp. u, ,>u,,, resp.

Ceci prouve par récurrence que :

Les suites extraites (u,, ), . et (uy.,,),_, sont monotones.

Comme elles sont bornées, elles convergent et comme f o f est continue sur R (car f1’est) :

Les suites extraites (u,, ), _, et (uy,,),_, convergent vers un point fixe de fo f .

Comme somme de telles fonctions, la fonction x> f(x)—x est continue sur R et strictement
décroissante de lim [x f(x)—x]=+0c0 & lim [x> f(x)—x]=—co.
X —>—o0 X —>+ oo
La fonction x> f(x)—x réalise donc une bijection de R dans R : elle s’annule donc une et une
T

seule fois en un réel . Comme f(O)—0=§>O et f(zj—g:f(gj—f(0)<0,ona:

ae}o,ﬁ[.
4
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La fonction fo f estalors de classe C'sur R (car f1’est), avec pour tout xe R :

(fo N'X)=f'xf'(f(x).

T _
Or, pour pout xe R, et tout e [O,Z} ,ona 0<(tant)e "™ <1 donc :

1 /4 —xtant T
0<|f(|=]" (tanr)e dr< <1,
Et, comme pour tout xe R, f(x) >0, on obtient pour pout xe R, :
2
, T
(fef) (x)S(Zj <l.
Ainsi, pour pout xe R,, (fo f)'(x)—1<0, donc la fonction g:x+> (f o f)(x)—x est strictement

décroissante sur R, .

De plus :
o lim (fof)(0)= lim f(f(x)= lim f(X)=0 et g(0)=ij>O ;
e lim (fof)(x)= lim f(f(x)):)l(imof(X)zg et lim g(x)=—oo.
Sur R,, la fonction g est donc continue (car C') et strictement décroissante de g(0)>0 2
lim g(x)=— oo : elle réalise une bijection de R, dans ] - oo,g(O)], et comme g(0)>0, g s’annule
une et une seule fois sur R, . Or, ae R, et g(a)= f(f(oc))—oc = f(a)—a =0, donc le seul point
fixe positif de f o f est a.
En définitive :
e pourtout xe [0,a[, g(x)>g(@)=0, soit (fo f)(x)>x ;
* (fefHlw)y=a ;
* pourtout xe Ja,+oo[, g(x)<g(a)=0,soit (fo f)(x)<x.
Alors :

o siuel0,af, alors (fof)(u)=u>u et dapres ce quon a vu plus haut (u,,,), . est

croissante et, comme f est strictement décroissante, on a u, = f(u;)< f(u,)=u,, donc

(5 )., €St décroissante. Les deux suites convergent vers 0.
® siu =o,alors u,=0a etlasuite (,) _ estconstante.
1 0 n JpeN

® Siue]a,+oo[,alors on montre comme ci-dessus que (u,,,, ), . est décroissante, (u,,

keN )keN*

est croissante et les deux suites convergent vers O.

Enfin, on a u, = f(u,) <o.= f(o) siet seulement si u, > .

35



PSI*

Tout ceci permet de conclure que, o étant I’unique point fixe de f:

* siuy>a,alors (uy,,) . estcroissante et (u,, ), . est décroissante ;

keN

e siu, =0 etlasuite (u est constante ;
0 nJpeN

Si u, <o, alors (uy,, ), estdécroissante et (u,, ), .. estcroissante ;

N

e Dans tous les cas, la suite (un )nEN converge vers Ol.
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Planche n° 11

Exercice 1
arctan ¢

. *
—— est continue sur R _ .
t

Remarquons déja que quel que soit be R, ¢+

arctan ¢
tb

De plus, ~ 17" et I . '™’ dt converge si et seulement si 1-b>—1, soit b< 2.

t—0

Donc, la suite (u, ) - st définie pour tout (a,b)e R* tel que b<?2.

Nous allons alors considérer plusieurs cas suivant b, tel que demandé dans I’énoncé.

be]0,2[\{1}

) | R NPT )
Les fonctions ¢ +> arctant et t—>——t"" sont de classe C'sur R et une intégration par parties

donne pour tout €€ ] 0,1] :

narctant | "oen 1 1 (arctann _ n
.[ —dt=[—t1 barctant} —I dt = —¢ barctane—.[ dt |.
€

e ¢ el—b1+¢° 1-b\ n"! 1472

€

Or, € ’arctane ~ € e=¢*"

e—0

etcomme 2—bH>0,ona lime " arctane=0.
e—>0

1-b
dt aussi et on obtient :

narctant J‘" t
> Jo

Alors, comme j 3 >
0 t +1

n arctan t 1 (arctann ¢» £
j dt = ( - j dtj.

0o 4 T 1-bl n! 0 1+1

Soit, pour tout ne N :

1-b
4 = 1 (arctann_ij t dtj-

b—1 2
n“* n* o 1+¢

tl—h

141 dt

Or, pour tout t€ R, 0<

M1 voo dt oo
5 et.[ — converge car b+1>1, donc I:j
1+t t t 0

converge et I >0.

1 opnt™ 1 ¢n £ . .
Alors, — I ~dt ~ — et z - I > dt converge si et seulement si a > 1.
nJo1+¢ n—+e g nJo1+¢
) arctann T/2 arctann . )
Par ailleurs, on a ~ , donc Z— converge si et seulement si a+b—1>1.
na+b—l H—s+oo na+h—1 na+h—l

Considérons alors deux cas :

e )H<l,alors a+b—1>1 entraine a >1, donc ZMn converge si et seulementsi a+b—-1>1 ;

e )H>1,alors a>1 entraine a+b—1>1, donc ZMn converge si et seulement si a > 1.
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b=1

. . . . . t3
Un raisonnement similaire entraine pour tout ne N

lnn lnt
u, =—arctann——
n 0 1+¢°
= Inz 1 1 ¢» Int J
Et J =J- == o0 (Tj) et est non nulle, donc — .[ ~dr ~
0 +t t—+o\ nt 0 141 noste gl
seulement si a >1. De plus :
01+¢

. d 1 Inn B 1 1 a+l | d
quand a>1, on a —aarctann— o e et ZW converge car T> , donc

n n—>+oo

Inn
Z — arctann converge ;
n

1 Inn I .. Inn .
¢ quand a<l,ona —= o |——arctann | et Z— diverge, donc Z—arctan n diverge.
n no+e\ n’ n n*

Finalement, quand b =1, ZMn converge si et seulement si a>1.

b<0

. 1 narctan ¢
La fonction ¢ > — =t * est continue sur R, (I'intégrale .[ ————dr n’est plus impropre en 0).
t t’

1 1 4
Pour tout te R, OS%}fmt<E—b et pour f€ £,+oo y 5= arctanb(n/ )S arct:mt’ donc pour
t 2t 4 t t t
. o
tout ne N (n21>z),0na:
no1 n arctant arctan t nt 1 nl
—dt< S < < 2= =
jn/4t”dt_jn/4 e dt_.[o ¢ dt j02t dt jo t”d
Ainsi, pour tout ne N*
T 1
y <y <——— (1
n n 2(1 b) a+b—1 ( )
1 1 (e
avec v, = —— = —.
—bn 1-b n
1 1 1 1 1 1 )
Or, " :WF:n—>0+w(n“+b 1) (car 1-6>0), donc v, n—>~+°°EW et Z\/n converge si et

seulement si z - converge, donc si et seulement si a+b—1>1.
n

Les trois suites de la double inégalité (1) sont positives, au moins a partir d’un certain rang (pour
(v, ) .+ )- On peut donc conclure, par comparaison, que la série Zun converge si et seulement si

at+b—-1>1.
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Finalement, la suite (u, ) . est définie uniquement quand b <2 et :

N

e Sib<«l, ZMn converge si et seulement si a+b—1>1.

e Sil<h<2, Zun converge si et seulement si a >1.

Exercice I1

L’application ¢+ a+tb est continue sur R, et comme I’application x — ||x|| est continue sur E :

fest continue sur R .

Pour tout (#,¢")e R*,on a:

|F(6) = f ()] = |la+tb]|~||a+tb]| <|(a+1b) - (a+1 D) =|t—t )b =|B] J—1].

Donc :

fest ||b|| - lipschitzienne.

Pour tout te R,ona:
6] = et = |la + 1= al| <[la+ 5]+ [ al| = £ (2) +a]
Donc, pour tout e R :
£ @ = p]|-Je|=a].

Comme lim [||b|||t| —||a||:| = lim |:||b|||t| —||a||:| =+ oo, On obtient par comparaison :

f——o0 t—+o0

lim ()= lim f()=+o0

On a,enposant g=f—1:

I={teR, a+tbe BO,D}={teR, |a+ib||<1}={re R, f()<1}={re R, g(r)<0}.
Comme fest continue sur R, g = f —1 I’est aussi, donc / est une partie ouverte de R .
Supposons que I n’est pas vide. Soit alors (7,¢')e 17 et Ae [0,1].Ona:

|a+(Ae+A=2)1")b|=[Aa+A-M)a+eb+(1A—=N)t 'b| = [Aa+1b)+(1-A)(a+t'b)|.
Donc, avec A>0et 1-A>0 :

la+ (At +A=1)e") || < |Ma+1b)|+]|A-M)(a+1'b)| = A|a+1b]|+A-)||la+1'D| .
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Or, t,t'e I, donc |a+tb|<1 et |a+1'b|| <1, d’ob:
la+ A+ =1 b| <A+ 1-1) =1.

Ainsi, At+(1—-A)t'e I. Ceci prouve que si I n’est pas vide, ¢’est une partie convexe de R, donc un
intervalle. Comme / est ouvert :

I={te R, a+tbe B(0,1)} estsoit vide, soit un intervalle ouvert de R.
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Planche n° 12
Exercice 1
Posons F =Vect(e,,...,e,). Si dimF <n, alors, dimF* =n—dimF >0 et donc, il existe xe F*

tel que x#0. Alors, on a <x, ek> =0 pour tout ke [[1,n]], donc ||x||2 = i(x, ek>2 =0, qui est absurde
k=1

car x #0. Ainsi, dim F <n mene a une absurdité et la famille B=(e,, ..., e,) est libre.

Soit ke [[I,n] fixé et H, = Vect(e,, ie [Ln]\{k}).

Comme rg(e,,..,e,)=n, on a dimH, =n—1 et donc dimH, =1. Soit alors f, un vecteur

directeur (donc non nul) de la droite H,".

Ona E=H, ®H,",doncil existe xe H, et Ae R tels que e, = x +Af, .

e D’aprés le théoreme de Pythagore, on a :
AR R S TA

e Comme f € H;*,ona (f.e)=0 pourtout i€ [[1,n]\{k} et par hypothese :
£ =§<fk,e,->2 =(foe) =(fM) =M (fo ) =R|A]"
Comme f, #0, on obtient A2||f,||" =1 et donc :
e =" A7 =[] +121.

e Par hypothese, on a aussi :

n n n
e =2 (ene) = (e + 2 (ene) =led + X (o) 2l

i=1 i=1,i#k i=l,i#k

Donc ||ek ||4 < ||ek||2, et comme e, # 0, on obtient :
Jo | <1.
Finalement, 1< ||ek ||2 :||x||2 +1<1 donc ||ek ||2 =1 et ||x||2 =0,dob e, =Af, € H", soit :
le.]| =1 et (e,.e,)=0 pour tout ie [1,n]\{k}.

Ceci étant vrai pour tout k € [[1, n]] , on en conclut que :

B=(e,,...,e,) estune base orthonormée de E.
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Exercice 11

n

) ) X ) e
Pour tout ne N, la fonction rationnelle x = ————— est continue sur [0 , 1] ,donc I, est définie.

1+ x+x
n+l xn
Pour tout ne N et tout x€ [0,1],ona 0< - < —, donc :
1+x+x" 1+4+x+x
0<1,<I,.
La suite (1), est décroissante et minorée par 0, donc :
La suite (/,),., converge.
De plus, pour tout ne N :
lx"+x"+l+x"+2 1 1
In+1n+l+ln+2:_[ > dx:j x'dx =——.
0 14+x+x 0 n+l
Or, 1,,<1I,<I donc:
1
31,,<I1 +1 ,+1,,<3] & 3, ,<——=<3[.
n+l
.. 1 1
Ainsi, pour tout ne N telque n>2,ona ——<3] et 3] < = ,donc :

n+l1 n-2+1 n-1

o<z <
n+1 n—1

Comme lim = lim
no+eo 4] no+ep—

=1, le théoreme des gendarmes permet de conclure que :

lim 3nl =1.
n—+oo
D’ou
1 )
I, ~ — et lim /[ =0.
n—+e 3In n—+oo
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Série 4

Planche n° 13

Exercice 1

-1

. e . o . . .
La fonction f — — est continue et positive sur R, en tant que quotient de telles fonctions.
t

) 3 e’ 1 +oo (It 3
De plus, par croissances comparées, on a — = 0 — | et j — » donc, pour tout réel x>0,
oo\t t

X

o Lo +eo e_r .. * . .
I’intégrale I —dt converge (et est positive pour tout xe R, ) et ainsi :
t

-t
too e L e *

f :xHI —dt estdéfinie sur R, .
ot

—-X

—t
s x e e e e
On a alors, pour tout xe R,, f(x)=— .[ —dt , donc fest une primitive de x> ———, et :
te  f X

—X

. . . e
La fonction fest de classe C' sur R, avec f':x+>——.
X

e’ -1

Pour tout xe |0,1[,onaavec g:1+>
t

1dt+L+meT_tdt=—lnx+_[:g(t)dt+jl+m—

:‘—e_r =

L’inégalité des accroissements finis appliquée entre O et ¢ pour f € [0,1] donne alors :

f(x)=I:€T_tdt+jl+m67_rdt=j:%dt+j: ¢ t_

t -1

Or, la fonction h:rt> e est dérivable sur [0,1] et pour tout re[0,1],

Ih(t) h(0))| % % 6] <1.

Donc :

U:g(f)df‘Sf:lg(t)ldtsj:dtzl—xg.

o . 1 reoe! . .
Ainsi, la fonction x |—>j gt)dt+ I 1 —dt est bornée au voisinage de 0 et comme
X t

lim(—Inx)=+e,0na:

x—0

f(x) ~0—lnx
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Soit xe R’. La fonction #+>¢—x est une bijection de classe C' de [x,+o[ dans R,, et en

effectuant le changement de variable u =¢—x, on obtient :

fo=] "
Xt 0 u+x g
X
1 u
Or, pour tout ze R, ,ona 1—- z<1—<1 , donc pour tout ue R, etavec xe R ,ona —e R, et:
+z X
P B B —u
e"——ue "< <e .
. 1+4
X
: £ te oo —u —u 1 ~
Les intégrales jo e "du et IO ue “du convergent,car ue”" = o | — | pour la seconde, d’ou :
u—+oo\ 1y

u foo
dqu e
u 0

te 1 Heo —u T
.[ e dt——.[ ue dts.[
0 X 0 0 1

X
Soit, avec J-(:me_“du =[— e‘“]:l :
1 ¢+e Y oo @ ¥
1—;j0 ue dtsjo 1+udu£l.
X

du =1 etdonc:

X—>+oo0

1+
Comme —IO ue "dt —————0, le théoreme des gendarmes donne lim I
X

u
X

- X

e

fx) -~

x>ty

Les fonctions f et x+> x sont de classe C'sur R’ et une intégration par parties donne pour tout
[a.b]c R

I:’f(x)dx:[xf(x)]z —J-:xf'(x)dx=[xf(X)]Z —j:x(—%jdx

@]+ [ e dv=[xf -] =bf)-af(@-e" +e
Et:

. hmaf(a) 0,car af(a) ~0—alna et ime “=1;

a—0

. hlimbf(b):O,carbf(b)b~ e, et llmeb:O.

b—>+oo

+o0 * . .
Ainsi, jo f(x)dx converge est vaut 1 et, comme fest positive sur R , on en déduit que :

fest intégrable sur R’ et .[ 0+m f(x)dx=1.
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Exercice 11

Le polyndme caractéristique de M est :

X-2 -1 -1 X-1 —(X+1] 0
=l -1 x -1] = |-1 x -1
Ko LieL-L,
-1 -3 X+2|bsbLl 0 —(X+3) X+3
X-1-(X+1) O X-1—-(X+1) O
—(X+3)| -1 x -1 = (x+3)| -1 x-1 -1
CyCy+C,
0 -1 1 0 0 1

Et en développant par rapport a la derniere ligne, on obtient :
X—-1 —(X+1)

=(X+3
X =Dy

=(X +3)[(X—1)2—(X +1)]=(X +3)(X -3)X .

La matrice M admet trois valeurs propres réelles : —3, 0, 3. Comme c’est une matrice 3x3, elle est
diagonalisable dans R et ses trois sous-espaces propres sont des droites D,, D,, D,.

Soit ge L(R’) une éventuelle solution du probleme.

Comme f =g’+2g est un polyndme en g, g et f commutent. Alors, D, D,, D, les sous-espaces

propres de f sont stables par g. Comme D, ® D, ® D, =R*, D,, D,, D, sont aussi les sous-espaces
propres de g. Ceci veut dire que f et g sont diagonalisables dans une méme base de vecteurs propres.

-300 a00
Dong, il existe Pe GL,(R) telle que P"'"MP=| 0 0 O|=D et P"'NP={0 b 0|=A, ol Nest
0 03 00 c

la matrice de g dans la base canonique de R”’.

On a alors :
g+2g=f & N'+2N=M < P 'N’P+2P'NP=P'MP

Et comme P 'N’P =(P 'NP)’ =A’, on obtient :
g+2e=f & AN +2A=P(A)=D
avec P=X’+2X.0r, P(A)=diag (P(a),P(b),P(c)) , donc :

P(a)=-3
g+2e=f < {Pb)=0
P(c)=3

Remarquons que, sur R, la fonction polynomiale f+> P(t)=¢+2¢ est continue et strictement
croissante de limP =—oco a lim P =+ oo, donc d’apres le théoreme de la bijection continue, elle
+ o0

— o0

réalise une bijection de R dans R.

Comme P(-1)=3, P(0O)=0et P1)=3,onaa=-1,b=0et c=1.
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-100
Ainsi, A= 0()O=%Deubm:
0 01
1 1 o1 4 1
N=PAP ' =P|—-D |P" =—PDP  =—M.
3 3 3

Finalement, I’unique endomorphisme g de R’ tel que g’ +2g = f est:

gzgf
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Planche n° 14

Exercice 1
Notons p=rg(u). Comme Imu =keru,ona dim(keru) = p et le théoreme du rang donne :
dimE = rg (u)+dim(keru)=2p.

Remarquons que Imu =keru implique immédiatement que u” =0.
Soit alors (x,x")e E*.Ona:

(u() 1v(x)) = (u*(x) 1 y)=(01y)=0.
Ceci prouve que Imu L Imv et donc que :

1
Imu+Imv=Imu @ Imv.

Par ailleurs, pour tout (x,y)e keruXE,ona:

(x1v(y))=(u(x)1y)=(01y)=0.

Donc, keru L Imv et :

Imv c (keru) .
Or, dim((keru)l):2p—dim(keru): p,donc:

rg<p (D).

De la méme fagon, on obtient kerv L Imu , donc :
kerv c (Imu).
Et dim((Imu)l): 2p—dim(Imu)=p,d’ou:

dim(kerv)< p (2).

Or, d’apres le théoreme du rang, rg (v)+dim(kerv)=2p. Avec (1) et (2), ceci donne :

rg (v) =dim(kerv)= p =rg (u) =dim(keru) = dim((Imu)l) = dim((keru)L) :

1
Ainsi,on a Imu+Imv=Imu @ Imv et rg (v)=rg(u)=p, donc:

1
dim(Imu @ Imv)=rg(v)+rg(u)=2p=dimE.

Ceci prouve que :

1
E=Imu®Imv
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Remarquons qu’avec Imv < (keru)", kerv < (Imu)" et Imu = Keru , on obtient :
Imv = (keru) = (Imu)" =kerv.

Soit maintenant x€ ker(u+v). On a (u+v)(x)=u(x)+v(x)=0, donc y=u(x)=—v(x)=v(-x).

Ainsi, ye ImunImv={0}, donc y=u(x)=-v(x)=0.
Ceci donne : xe kerunkerv=ImunImv={0}, donc x=0.

Ainsi, ker (u+v)={0}, et comme on est en dimension finie, on peut conclure que :

u+v estinversible.

Exercice 11
Pour tout xe R, t+> sh(xt) ¢ est continue sur R, comme produit de telles fonctions.

De plus :

e six=0,alors F(x)=j0+wsh (xt)e‘rzdtzj(:detzo existe ;

) 2 | ) , .
e si x#0, alors sh(xt)e" ~ ZMT et par croissances comparées, lim ¢

>+ 2 t—+o0

)
207" =0, donc

t—+oo

sh (xt) e’ = o (izj ; comme I +wd_2t converge, F(x)= I Omsh (xt) e dt converge.
t t

Ainsi :

F(x)= I;wsh (xt) e " dt existe pour tout xe R.

Pour tout xe R ettout re R,ona:

Sh (Xt) 3 +zoo (Xt)2n+l 3 + o0 X2n+l sl
“~n+D)! = 2n+)!

Donc, pour xe R fixé, on a:

+ o0 2n+1

te X 2n+l -2 _ oo &
Fo=, (Zomz e jdt—jo (;fn(t)jdt

2n+1
2n+l -t

avec f it=>———1t""¢€ ’ pour tout ne N.
2n+1)!

® Pour tout ne N, f est continue (comme produit de telles fonctions) donc continue par

y P 1
morceaux et intégrable sur R, car t*""e™" = o (_Zj
t—+o\ ¢
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l2

La série z f, converge simplement vers ¢ > sh(xt)e”" , qui est continue (comme produit de

telles fonctions) donc continue par morceaux sur R, .

Pour tout ne N :

Jo
0

La fonction carrée réalise une bijection de classe C' de R, dans R, donc en posant le

2n+l

|x J.+mt2n+le—r — lj+m(t2)ne—12 2tdt
Qn+1)1J0 n+1)1270 '

2n+l |

f,@)]dt =

. teo n -1 teo n_—u . z
changement de variable u =1, on a I . (t*)"e " 2tdt = I , u'e du=n! (ce dernier résultat,
classique, a été établi plusieurs fois pendant I’année, ne serait-ce qu’avec la fonction gamma).

Ainsi, pour tout ne N :

+oo 1 n! 2n+1
1) dt =— X
IO Tl )| 2(2n+1)!|
I (n+1)! | 2043
2anspl” ki
Et, pour x#0, . = ——0. Donc, d’apres la regle de d’ Alembert,
1 n! |x i 2(2n+3) "
2 (2n+1)!
la série z .[ . f,| converge.
Alors :
F(x) :jo sh(xt)e " dt = Zojo f.(t)dt .
Soit :
F(x)_il n' x2n+1
~2 2n+1)! '
Ceci prouve que :
= !
F est développable en série entiere sur R et de développement F(x)= Zln— 2l
=2 Q2n+1!
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Planche n° 15
Exercice 1
. x'=x+2y+te o
Le systeme se récrit :
y'=8x+y+e’

X'=AX +B(1)

() (s e o-(2)
avec X = , A= et B(t)= .
y 8 1 e’

Le polyndme caractéristique de A est ), =(X —1)*=16=(X —=5)(X +3) ; il admet deux racines
réelles distinctes : —3 et 5. La matrice A est diagonalisable dans R . On a :

e R A

1 1 L, 1(2 ~1 -30 4
Donc, avec P = (donc P7' =— Yet D= ,ona A=PDP " et:
-2 2 412 1 0 5
X'=AX+B(t) & X'=PDP'X+B(t) < (P 'X)'=DP 'X)+P 'B1).
. . u
Soitavec P~ X = :
%
u'——3u+l(2te’—e_’)
4
] 1 12 —t
v =5v+Z(2te +e™ )

On trouve (en cherchant une solution de chaque équation sous la forme d’une combinaison linéaire
deti=se, tioteettise’):

VS DU DT e
u(t)=ae ' +—te' ——e' ——e
8 32 8 avec (a,b)e R*.
5t t 1 t 1 —t
v(t)=be' ——te' ——e' ——e
8 32 24
X u 1 1\ u u+v )
Etavec X = =P = = , on obtient :
y 1 -2 2 )\v —2u+2v
x(t):ae‘3’+be5’—ier—le‘r
16 6

avec (a,b)e R*.

1
f)=—2ae * +2be’ ——te' +—e”
y(@) 5 P
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Exercice 11

Ona X(Q)=Y(@)=Net » PX=kY=n)=1,soit:

(k,n)eN?
> px :k,Y=n)=ZZn:(Z)a”p(1—p)" =Z{0"P(1—P)"Zn:(2)}
=p) a"(1=p)'2"=p) [2a-p)] :Tﬁ_p):l

Donc, 2a(l-p)=1-p (et remarquons que 2a(l-p)e]0,1[, donc la série géométrique

> [2a(1-p)]" converge bien). Ceci donne :

N |~

Pour tout ne N :
+ oo n 1 .
P(Y =n)=Y P(X =k,Y=n)=Z(Z)§p(l—p) .
k=0 k=0

Soit :

P(Y =n)= p(1-p)"

Montrer que pour tout x& |—1,1[ (et sous réserve de convergence) :

< n n—k <« n' n—k 1+°° n—k
X7T=yY ——— X" =—>» n(n-D...n—k+Dx"".
z(k) Z:k!(n—k)! k!nzz,:‘ ( ) )

n=k n=k

) 1 , ‘. . w
Or, la fonction x+— —— est développable en série entiere et de classe C~ sur ]—1,1[ avec

1—x
1 + oo R 1 + oo
—=Zx” et pour tout k€ N, la dérivée k™ de xb—)—sz” est:
1—X n=0 1—X n=0
k!

Hmzén(n—l)...(n—k+l)x -,

+oo
Donc, la série Z(Zj x"™* converge pour tout xe |—1,1[ avec:

n=k
<« n n—k 1
X -
Z_;(kj (1-x)"

Pour tout ke N :

P(X =k)=+Zj;P(X Zk,an)zg(Z)%p(l_p)n =p(1—7pjk m(z)(l_ijk |
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I-p

Comme pe ] 0,1 [, on a € } 0,% { , donc on peut utiliser la formule précédente :

P(X =k>=p(1;pj 1 S
-3
2

Soit :

k
p(X:k)zz_p 1-p
1+p\1+p

Pour tous k,ne N, P(X =k)#0 et P(Y =n)#0,donc P(X =k)P(Y =n)#0.
Or,pour k >n,ona P(X =k,Y=n)=0,donc P(X =k)P(Y =n)# P(X =k,Y =n) etainsi:

Les variables X et Y ne sont pas indépendantes.
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Planche n° 16
Exercice 1

D’apres le cours, L=(X —A ) (X —A,)...(X —A,) est annulateur de A.

En effet, si, pour tout ke [[1,rﬂ, on note E, =ker(A—X\,1,) le sous-espace propre associé a A, , le

fait que A soit diagonalisable se traduit par dim E, =m, pour tout ke [[1, r]], et:
K'=E®.Q@F .
Or, pour tout k€ [1,r] ettout Ze E,,ona (A—A1,)Z =0, donc:
L(AZ=(A-N1)..(A=N1) .. (A=A I)Z=(A-N\1,)...(A=N 1) ((A-N1)Z)=0.

Donc :

Le polynéme L= (X —A,)(X —A,)...(X —A,) annule A et est de degré r.

Soit Pe K[X] tel que P(A)=0,.

Pour tout k € [[1,r], il existe un vecteur Z, e K", Z, #0 et AZ, =A,Z, . Alors :
P(A)Z, = PL)Z, .

Donc, P(A,)Z, =0, soit P(A,)=0 car Z, #0.

Ainsi, les A, ..., A sont rracines distinctes de P et donc deg P > r. Ceci prouve que :

Tout polyndme annulateur de A est de degré supérieur ou égal a r.

On pose K[A]={P(A), Pe K[X]}. Notons K, ,[A]={P(A), Pe K, ,[X]}.

Pour tout Pe K[X], posons P=QL+R avec degR<r, soit Re K_[X], la division euclidienne
de P pat L. On a alors P(A) =Q(A)L(A)+R(A)=R(A) car L(A)=0,,donc P(A)e K_[A].

Ceci prouve que K[A]c K, _[A] et comme K [X]< K[X], on aimmédiatement K [A] c K[A].

Ainsi :
K[A]=K, [A].

Or, K, [A]={P(A), Pe K, [X]} =Vect(ln,A,...,A”1). Supposons que la famille (In,A,...,A”l)

r—

r=1
est liée. Alors, il existe (a,,a,,...a,,)e K" tel que (ay,q,,...a, ) #(0,0,...,0) et ZakAk =0,.
k=0
r—1
Ceci veut dire que le polyndome ZakX * est un polyndme non nul, de degré strictement inférieur a r
k=0

et annulateur de A. Ceci contredit ce qui a été prouvé plus haut, donc la famille (In,A,...,A’_l) est

libre et comme elle génere K [A], c’en est une base.
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Ainsi, dimK _[A]=r et donc:

dimK[A]=r

On pose C(A)={Be M, (K), AB=BA}.

Pour toute matrice B de C(A), notons fet g les endomorphismes de K" canoniquement associés a A
et B respectivement. Comme A et B commutent, les sous-espaces propres de A sont stables par B.

Alors, dans une base B de K", adaptée a la décomposition K" =E ®..®@E ,ona:

My (f)=diag(M1, ...\ 1, )=P AP et M,(g)=diag(B,....,B,)=P 'BP

avec B, € .’Mmk (K) pour tout ke [[1, r]] et ou P est la matrice de passage de la base canonique de K"
alabase B.

Réciproquement, pour tout matrice Ce M, (K) de la forme C =diag(B,, ..., B,) comme ci-dessus,
ona CM,(f)=diag(MB,,...,\.B,)=Myz(f)C etdonc,avec B=PCP™" :

CP'AP=P 'APC & PCP'A=APCP"' < BA=AB.

Ceci prouve que I’application définie sur M, (K)x..xM, (K) et qui a (B,,...,B,) associe la
matrice P[aliag(Bl,...,Br)]P‘1 de M, (K) réalise une bijection de M, (K)x..xM, (K) dans

C(A) . Comme cette application est linéaire, c¢’est un isomorphisme et donc :

dim C(A) =dim (M, (K)x..xM, (K))= Zr:dimemk (K).

Soit :

dimC(A) =) m;

k=1

On a alors :

dimCA)=r & Zm,fzr.

k=1
Or, les m, sont r entiers naturels non nuls, donc me =r si et seulement si m; =1 pour tout
k=1
ke [1,r], soit m =1 pour tout ke [[1,r]. Ainsi :
dimC(A)=r < Vke[lLr], m =1.

Et avec le méme raisonnement que ci-dessus mais sans les carrés (les m, sont des entiers naturels
non nuls), on obtient :

dmC(A)=r & Vke[lLr],m=1 & imk:r.
k=1
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Mais, ona K" =E, ®...® E, avec dimE, =m, pour tout k € [1,r]. Donc :

n= ZdimEk = ka .
k=1 k=1
Et ainsi :

dimCA)=r & kazr & n=r.

k=1
Comme dimK[A]=r, ceci donne immédiatement :
dimC(A)=r & n=r < dimK[A]=n.

Remarquons enfin que pour tout Pe K[X ], P(A) commute avec A, donc P(A)e C(A) et ainsi, on a

toujours :
K[A]c C(A).
Et donc :

C(A)=K[A] & dimC(A)=dimK[A] & dimC(A)=r.

Finalement, on a bien :

dmC(A)=r & n=r & dimK[A]l=n & C(A)=KI[A]

Exercice 11

) x+1 e ) . .
La fonction f:x+> ,/T est définie, continue et strictement croissante sur R, . Alors :

f([o’l[)=[f(0),f(1)[{\E,l[c[o,l[.

Montrons par récurrence sur n que pour tout ne N :

0<x, <x,, <lI.

n+l
1 .

Ona x,=0et x;, = f(x,)=f(0)= E ,donc 0<x, <x, <I estvrai.

Supposons que pour ne N, onait 0<x <x , <l. Alors, par stricte croissance de fsur R, :

fO<fx)<f(x,)<fd & OS\/ngH1 <x,,<l.

La propriété est donc vraie au rang n+1.
Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N.

Ceci prouve que la suite (x, ), est strictement croissante et pour tout ne N, 0<x <1, donc la

suite est bornée. Elle converge donc vers une limite /€ [0,1] .

55



PSI*

De plus, comme f est continue sur R, ,ona:

fiH=1\ < ,/%zf & (+1=20 o 200—(-1=Q/+D)(/-1)=0 & (=1

car £ [0,1], donc ﬁ;t—%.

Ainsi :

La suite (x,),_, est strictement croissante, converge vers 1 et 0<x <1 pour tout ne N.

De plus, fest dérivable sur [0,1], comme composée de fonctions dérivables, et pour tout xe [0,1] :

S
f(x)_Z\/E\/x+l‘

Donc :
! — ! :—1
sup|f (x)|—maxf (x) 2\/5.

xe[0.1] xe[0,1]

L’inégalité des accroissements finis permet alors d’écrire pour tout ne N (avec x, <1):

- £ (x|
| 1-x | 242

1 |1—x

n+l

un+1

<

1
30

g

‘1—xn ‘u

n

Alors, pour tout ne N :

n—1
Ui u,

U

n—1
1
<ll— &
k=0 !]0 2\/5 Uy
L’inégalité reste vraie pour n=0.

Avec u,=1-x,=1et u, =1-x, >0, on obtient pour tout ne N :

1 n
O<u <| ——| .
! (NEJ

n
PSP 1 1 )
La série géométrique z ——=| converge, car 0 <—=<1, donc par comparaison :

22 22

La série Zun converge.
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Série 5

Planche n° 17

Exercice 1
Le polyndme caractéristique de A est 3, =(X —5)(X —=3)’-6=X>-8X +9=(X —4)’ -7 ; il admet
deux racines réelles distinctes : 4—+/7 et 4++/7 . La matrice A est diagonalisable dans R.On a:

A(xj:(‘l—\ﬁ)(xj - {5x+3y=(4—\/7)x - 2x=(1—\/7)y
Yy Yy

2x+3y=(4-~T)y

A[j:(ﬂﬁ)(j o {5x+3y:(4+ﬁ)x o 2x=01+T)y.
y y

2x+3y=(4+ﬁ)y
Donc, avec P:[l_\ﬁ 1+x/7),donc P‘lzL(_z 1+\/7 ],e:tD:[Ll_\/7 0 ],ona:
2 2 N\ 2 —1447 0 4+7
A=PDP".
Alors, pour M € M,(R) :
M*+M=A & M*+M=PDP"' < P 'M°P+P'MP=D < N +N=D
avec N=P 'MP.

Remarquons que si N>+ N =D, alors D est un polynome en N, donc D et N commutent. Comme D
est diagonale, a coefficients diagonaux distincts, ceci revient a N diagonale.

Alors, pour a,be R,ona:

1Y 1
+—| =47+~
a O (a 0 4-7 0 P ra=4—7 (a 2) 1+
0 o) o o)7771 0 4evi) T lpeseasd o :

" To=aT (b+%) :4+\/7+%

Soit :

L _1E17-6V7
2

L= 1EN17+6V7
2

- 0)-2 1+7
Comme N=P 'MP,ona M =PNP™' = 1 (1-47 1447 (61 j J7
W7 2 2> o b))l 2 _1av7
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Ainsi, les solutions de M*+M = A sont :

- 1+\17-6{7
(1 J7 1+IJ( ](—2 1+\/7]avec “= 2
N 2 N0 b))l 2 —1447 T IENIT+67

2
Exercice Il
2n 2n
Pour tout ne N, posons vn:( j(—l)” et wnz( j.Onaalors:
n n
22k (2n-2k 2(n—k))
L e B (e
o\ k h— =0

Donc la suite (u,),_, est le produit de Cauchy des suites (v, ), €t (W, ),y -

Or, pour tout xe |—1,1] :

(l+x)_”2:1+§(—%)(—%—1j.. (—%—n+lj =1+ Z( ' L3 .2" X

n=1 n'

& 3X5X.. ><(2n D, (2n)! "
1+Z( b’ _HZ( 2”n!><2><4><...><(2n)x

n=l

—1+Y 1y 4{?’? —Z( j( 1)( j

n=1

[ ona 4xe |-1,1] et —4xe |-1,1[,d’ou:

-I>|>—‘

Donc, pour tout xe } — %

+o0

(1+4x)"* = z(znj(_ D'x" = ivnx"
n n=0

(1-4x)""* = Z( jx —+wa

Alors, en faisant le produit de Cauchy des deux séries entieres (qui convergent absolument sur leur
intervalle ouvert de convergence), on obtient :

(1+4x) " 1A=4x)"" =D ux" .

n=0

Soit :

(1-16x*)"" = ZLtnx" .
n=0
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Et comme quand xe }— ,i[, 16x* € [O,%[,on peut écrire :

A=

+ oo 2 _ 2\" + o0 2 + oo
(1_16x2)—1/2:z( nj(—l)n( 146)6 j :Z( n]22nx2n :Zunxn .
n n=0

n=0 n=0\ 1
Par unicité du développement en série entiere, on obtient pour tout ne N :

2n) _,,
u2n = 2 et u2n+1 = 0
n

Planche n° 18

Exercice 1

Pour tout x€ |0,+ o[, la fonction > f(f)sin (x—1) est continue sur [0,x] en tant que produit de
telles fonctions, donc I’intégrale .[ Ox f(t)sin(x—t)dt est définie et ainsi, la fonction g est bien définie

sur ]0,+ o[ . De plus, pour tout x& |0,+ o] :

g(x) =ljxf(t)sin(x—t)dt :ljxf(t)[sinxcost—cosxsint]dt
x70 x70

_sinx Cos X

jo"f(t)coszdt— j:f(z)sintdz

X X

Les fonctions x jo f(t)costdt et x> I . f(t)sintdt sont de classe C' sur R, comme primitives

de fonctions continues sur R . Elles s’annulent toutes deux en 0, donc :

1imj"f(t)costdz:0 et liml.[xf(t)sintdtzf(O)sinOzO.
x—0J0 x—>0x 0

Comme lim% =limcos x =1, on obtient lirrg)g(x) =1x0-1x0, soit :

x>0  x x—0

lirr(l) g(x)=0

Posons lIim f(x)=/eR.

X—>+ oo

1—cosx

0, on a, si la limite existe,

X—+oo

Comme lJ‘Xsin (x—t)dt =
xJ0 X

lim g(x)= lim [ljx[f(t)—é]sin(x—t)dt+£jxsin(x—t)dt}: lim lr[f(t)—é]sin(x—t)dt.
x—+oo x—+oof xJ0 xv0 x>+ x o0

Quitte a remplacer f par f —/, on peut alors supposer que ¢/ =0.

Soitunréel €>0.
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Il existe un réel A >0 tel que pour tout xe [A,+oo ], f(x)| <e etpour tout 1€ [A,x] :

|f ()sin (x—1)| | f ()] <e.
Donc, pour tout x€ [A,+ oo :

Si.[:|f(x)sin(x—t)|dtSi.[:t‘dtSe(l—éjge.

‘1 [ fx)sin(x—1)dt
xvA X

Alors, pour tout x€[A,+ oo :

I¢a K
o< [ 1f(]dr + <= e
X X

lj”f(x) sin (x—1)dt
X A

) K K
Etsi x>—, ona —<g, donc pour tout x€ [B,+ o[ avec B=max(A,£j>O,0na |g(x)|$2£.
€ X €

Ainsi, pour tout réel €>0, il existe un réel B>0 tel que pour tout x€ [B,+ |, g(x)| <2e, ce qui

prouve que :

lim g(x)=0

X—>+oo0

Exercice I1

Ona A,Be M (C), diagonalisables. On veut :
AB=BA < 3CeGL/(C), 3(P,Q0)e C[X]*, A=P(C), B=Q(C).
(=) On suppose que AB=BA.

Notons u et v les endomorphismes de C" canoniquement associés a A et B, et E,, ..., E, les
sous-espaces propres de A. Comme A est diagonalisable,ona C"=E ®..®F .

Soit ke [[1,r]].

Comme A et B commutent, E,_ est stable par v, et I’endomorphisme induit par v sur E,_ est
diagonalisable (car B, donc v, I’est). On peut donc trouver une base B, de E, dans laquelle la

matrice I’endomorphisme induit par v sur E,_ est diagonale et dans cette base, la matrice

I’endomorphisme induit par u sur E, est scalaire (car E, est un sous-espace propre de u).

Alors, B="B, u...uUB, est une base de C" (car C" =E, ®@...®@ E) dans laquelle les matrices
de u et v sont diagonales. Autrement dit, A et B sont simultanément diagonalisables.

Ainsi, il existe Re GL (C) telle que :
R'AR=D, =diag(a,, ..., a,) et R"'BR=D, =diag(b,,...,b,).

I existe un polyndme Pe C, [X] tel que pour tout ke[Ln], L(k)=a, (polyndmes de

Lagrange). En notant D =diag (1,...,n), on a alors :

R'AR=D, =diag(a,, ..., a,) =diag (P(1), ..., P(n)) = P(D).
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(<)

Donc :
A=R(P(D))R™'=P(RDR™")=P(C).

avec C=RDR™".

De la méme facon, il existe un polyndéme Qe C,_[X] tel que pour tout k€ [1,n], Q(k)=b, et

on obtient comme ci-dessus B =Q(C).

Enfin, comme D:diag(l,...,n) est inversible (matrice diagonale dont les coefficients

diagonaux sont non nuls), C = RDR ™' ’est aussi et ainsi :

Il existe Ce GL (C) et (P,Q)e C[X]* telsque A=P(C) et B=Q(C).

Pour toute matrice C de M (C) et tous polyndmes P et Q de C[X], P(C) et Q(C)
commutent, donc s’il existe Ce GL,(C) et (P,Q)e C[X]* tels que A=P(C) et B=Q(C),
alors A et B commutent, soit :

AB=BA.

Finalement, on a bien :

AB=BA & 3CeGL,(C), I(P,Q)e C[X]*, A=P(C), B=Q(C)

Planche n° 19

Exercice 1

Comme lim n(u

—u,)=1,il existe Ne N tel que pour tout entier =N , n(u

n+l

1 .
- —un)ZE,smt:

n—+oo
1
un+l_un 2_
2n
Alors, pour tout entier n> N +1 :
n—1 nll 1n—11 1n11
(4, —u — S uU,~uUy2—) — & U 2uyt—) —
Py -~ 2k 2isvk 25k

n—+oo

Or, la série harmonique z diverge et lim ZZ =+ oo, donc par comparaison :

lim u, =+ o0,

n—+oo

Ainsi :

La série Zun diverge grossierement.
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Exercice 11

La base canonique de M, (R) est la famille (Em.) avec E =(8i,k8€’j) pour tout

i,je[L.n] k. te[Ln]

i,je[Ln] (ot 3,, estle symbole de Kronecker).

Posons pour tout i, j € [1,n] :
E . quand i=j
= ' =E,+(1-3,)E, .
E,+E  quand i# j ’ o

Pour tout i, j € [[l,n]] :
e Sii=j, F,=E, estdiagonale.

® Sii#j, F,; estune matrice triangulaire n’ayant que deux colonnes non nulles et égales, donc

rg (F, ;) =1 et, d’apres le théoreme du rang, dimker ¥, ; =n—1. 1l y un seul 1 sur la diagonale,

donc dim ker(Fl.J. -1, ) =1. Ainsi :
dimker F, , +dimker(F,,—1,)=n=dimR".
Donc, F,

., estdiagonalisable.

donc que F,, est une matrice de projecteur donc

LJ

. . 2 _
On aurait aussi pu remarquer que F, =F, ,

diagonalisable, ou encore, X *—X =X (X —1) est scindé a racines simples et annule F; ;o donc
F,

., estdiagonalisable.

Par ailleurs :
Vect ((E/ )i,je|[1,n]]) = Vect ((Ei»i )ie[[l,n]] ’ (Ei»i + Ei»/ )i,je[[l,n]], i# ] )
= Vect ((Ei»i )ie[[l,n]] ’ (Ei»/ )i,je[[l,n]], i*j ) = Vect ((E’?f )i,je[[l,n]]) - M" (R)

Ceci prouve que la famille (F

: j), efin] est génératrice de M, (R), donc c’est une base de M (R),
L je(ln

car elle contient n”> =dim M (R) matrices.

Nous avons vu que toutes les F, . sont diagonalisables, donc :

i.j

(El.,l. +(1-9, )E, j) est une base de M, (R) constituée de matrices diagonalisables.

i, je[L.n]

Exercice Il
al
Commencons par remarquer qu’une matrice 2X2 de la forme (O bj est diagonalisable si et

seulement a#b. En effet, la matrice étant triangulaire, ses valeurs propres sont ses éléments
diagonaux. Alors, si a#b, la matrice 2Xx2 admet 2 valeurs propres distinctes, donc est
diagonalisable et si a=b, alors la matrice admet une seule valeur propre et si elle était
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diagonalisable, elle serait semblable, donc égale, a al,, ce qui n’est pas, donc la matrice n’est pas

diagonalisable.

X(w)
0

probabilité que la matrice A soit diagonalisable est :

1
Ainsi, pour tout e Q, A(®) =[ Y( )j est diagonalisable si et seulement X (®) # Y () et la
)

P(X#Y)=1-P(X=Y)=1- P(X =¥ =n)=1-3 P(X =n.Y =n).

n=1

Comme les variables X et Y sont indépendantes :

Y P(X=nY=n)=)P(X=n)P(Y=n)=) p(l-p) " ql-g)""

n=l1

= pg> [1-p)-g)]" = pay (1= pi-g]

_ pq __ Prq
I-(-p)1-¢q) qg+p-pg

Ainsi :
. . (X lj . . pq
La probabilité que la matrice A = soit diagonalisable 1 ——————.
0Y q+p—pq
Planche n° 20
Exercice 1
Pour tout xe E, 1+||x|| #0, donc f(x) estdéfini. De plus :
|1 [
f)|= H
el={ g =g
Donc, f(x)e B(0,1) et ainsi, f est bien définie sur E et a images dans B(0,1).
Soit ye B(0,1).On a:
y
1 Bl =L
f=y & ——x=y o 11+ bl e x=——y
] 1 » o]
x=(1+]x]) y x=(1+x) y

Ceci prouve que :

festbijective de E dans B(0,1).

Remarquons que la réciproque de fest y |—> y définie sur B(0,1).

Pour tous x,x'e E,ona:
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1 1

e Ao e L A

NErIEE AR
= (1+||x”)1(1+”x'”)[x—x'+||x'||x—||x'||x'+||x'||x'—||x||x']
= (1+”x||)1(1+”x,”)[(1+||x'||)(x_xv)+(||x'||—||x||)x']
T T

Alors :

o= sl st -
or, — Il 1|Slet =[] <[x= 1], done pour tous x,x'e E :

(U (4 ) 1]

7= < 2=

Ainsi :

fest 2- lipschitzienne.

Exercice 11

Pour (P,Q)e R[X]*, t+> P(t)Q(t)e™" est continue sur [0,+oo|.

1 +eo dt
o 1 . . dt
De plus, P(t)Q(t)e ' = o w(tz j par croissances comparées et j e converge, donc

.[Om P(t)Q(t)e”'dt converge et (P,Q)+> (P1Q) est bien définie sur R[X]°.
e (-1-) estclairement symétrique et bilinéaire du fait de la linéarité de 1’intégrale.
e De plus, pour tout Pe R[X],ona (PIP)= .[Om P(t)’e”'dt .

Or, P(1)’¢”" 20 pour tout 7€ [0,+ [, donc par positivité de I'intégrale, on a (PIP)20 et
(-1-) est positive.

e Et, pour tout Pe R[X] :
(P|P):jo+°°P(t)2e-’dt:0 &  P()e =0 pourtout r€[0,+ oo
=N P(1)* =0 pour tout 7€ [0,+ o]

= P(1)=0 pour tout t€ [0,+ oo

car t > P(t)’e”" est continue et positive sur [0,+ o[ et e #0 pour tout € [0,+oo].
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Or, si P est nul sur [0,+ oo [ , il admet une infinité de racines, donc il est nul.
Ainsi, (-1-) est définie.

Finalement :

(-1-) est un produit scalaire sur R[X], donc sur R [X].

Pour tout k€ [[0,n], Vect(l, X,.., X")=Vect(Q0,Q1,...,Qk) et degQ, =k.
Ona (111)= J-(:me_’dt =1, donc on peut prendre Q, =1.

Pour tout k€ [1,n], ona degQ,'=k—1, donc Q, 'e Vect(l, X,.., X"‘l):Vect(QO, 0,..,0,,) et
ainsi, @, 'L O (car @, L O, pourtout j#k).

De plus, les fonctions Q; et t+> e " étant de classe C' sur R, une intégration par parties donne

pour tout xe R, :

[ 20, 00 e dt=[0,) e | +[ Q1) e 'dt=0,(x e =0, (07 + | Q. ()¢ dr.

X

Comme lim Q, (x)*¢ * =0 par croissances comparées, on peut passer a la limite que x — + oo, ce
X —>+oo

qui donne :
2[ 70, 00, (e dr == Q0 + [ T 0, (1)e dr
Soit :
2(0,'10,)=- 0,0’ +[o[-
Et comme Q,'1 Q, et ||Qk|| =1, on obtient :
~ 0,0 +1=0.
Donc, Q,(0)* =1 pour tout k€ [1,n] et cette relation reste vraie pour Q, .

Ainsi, pour tout ke [0,n] :

0,(0)* =1

Onpose F={Pe R, [X],P(0)=0}.0Ona:
P=aX"+.+aX+aeF & P0)=aq,=0 & P=aX"+..+aXe Vect(X",..,X)
Donc, F=Vect(X”,..., X) etdonc dimF =n. Alors :

dim F* =dimR [X]-dimF=n+1-n=1.
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Soit A un polyndme non nul de F*.

Pour tout k€ [[0,n],ona Q, —Q,(0)e F, donc :

(A1Q,-0,(0)=0 < (A1Q,)=(A10,(0)=0,(0)(All).

Comme la base (Q,, Q,, ..., 0, ) est orthonormée, ona A= Z(A 10,) 0, , etdonc :

k=0
A=Y 0,00)(A11)Q, =(A11)D.0,(0)Q, .
k=0 k=0
Et donc en choisissant A tel que (A1) =1 (c’est possible car Ae F* et 1¢ F), on obtient :

4=%0.00, .

Ainsi :

Une base de F* est (A) avec A= ZQk 0)Q, .
k=0

En notant p, la projection orthogonale sur F, on a :
d(LF)=|l-p, D).
Or, 1=A+ p,(1) avec Ae R, donc d(1,F)=|AA|=|A||A]| et:
(AI1)=(AIMA+p, (D) =A(A1A)=A|A] .

Donc :

(A1)

41"

(AlL)| |(AlL)|

lal b

a7y =12 -

Etona (All)=1 et ||A||:\/Zn:Qk(O)2 :\/il =+/n+1, donc :

1

v+l

d(L,F)=
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