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Préparation aux oraux : série 0 — Corrigés

Exercice n° 1

2 3
a. Ona ln(l—h):—h—%—h—+ 0

3 h—0

U, =Ccos (nzn In (n_—lD = CoS (nznln (1 —lD = oS (nzn[— 1 —%_%+ 0 (%Dj
n n n 2n° 3n no+e\p
1 T T
2 3 2 3
—(=1cos| F+ X+ o (ij —(=1)"'sin| =+ O (ij
2 3n hon—o+0 I’l2 3n no+e I’l2

3 n n—+e| p?

(h4), donc :

. - : : 1
La série Z(— converge d’apres le CSSA et la série de Riemann Z_z converge, donc :
n n

La série ZLtn converge.

b. Si a=b, lasuite n’est pas définie.
Sib>a,ona:

G 1 1

~  —

"ont+(=D"n" n+(=1)"n noren®

Donc, ZMn converge si et seulement si b >1.
Sib<a,ona:

G ) L o L N G O (1_ -1 ( 1 D
u,= = = + 0o | —
n na + (_ 1)nnb na (_ 1)}1 na na—b N na—b

1+ =

" 1 ( 1 j
= — + 0o | ——
na n2a—h 7=+ 00 n2a—h

_ n _ 1 n
e Sia<0,u, -~ =D et (( a) j diverge, donc ZLtn diverge grossicrement.
n neN"
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D"

n

* Sia>0, )

= i) converge d’apres le CSSA, donc ) u, et Z(un— j sont de
n

sont de méme nature.

R (=D" 1
méme nature. Or, u, — ~ —W, donc ZMn et z

n® no+e -b

n2a

Ainsi, ZLtn converge si et seulement si la série de Riemann z converge, donc si

2a-b
n
et seulement si 2a—b>1.

Finalement :

ZLtn converge si et seulement si :

e b>aetb>1;

ou

e b<a,a>0et2a-b>1.

c. Soit ne N. La fonction arctangente est dérivable sur [n,n+oc], donc d’apres le théoreme des

accroissements finis, il existe ¢, € |n,n+a[ tel que:

arctan (n+o)) —arctann _ arctan (n+ o) —arctan n

=arctan'c, = >
n+o—n o I+c;

. (0 *
Smtun:l > etcomme 0<n<c,<n+0a,onapour ne N :
+c
n

(04 (04 o
< <—

O<u,=
"4 1+nt

.. . 1 .
Comme la série de Riemann Z_z converge, par comparaison :
n

La série Zun converge.

Exercice n° 2

Pour tout xe R, :

xx — exlnx — +z°° (XIn x)ﬂ

n=0 n '

(xInx)"

Posons pour tout xe R, ettout ne N, f,(x)= '
n!

Soit ne N'. Pour tout k€ [0,n], la fonction x> x"(Inx)"™ est continue sur ]0,1] et prolongeable

par continuité en 0 (avec lim x"(In x)"™* =0 par croissances comparées), donc  est bien définie.
x—0
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1
Ceci implique entre autres que f, est continue sur ]0,1], IO f,(x)dx converge et comme f, est de

signe constant sur ]0,1] (dépendant de la parité de n), f, estintégrable sur ]0,1] avec :

J

Prouvons maintenant par récurrence finie sur k que pour tout k € [[0, n]] ,ona:

fn(x)|dx=i‘.[1x"(ln x)" dx]
n!lvo

D" n!

jl(xlnx)”dx: -
0 (n+1)" (n—k)!

1 n n—k
jox (Inx)""dx.

-1° n!

e Pour k=0, on a bien 5
(n+1)" (n—-0)!

I (j x"(In x)" dx = j ; (xIn x)"dx : larelation est vraie.

 Supposons la relation vraie a un rang k€ [0,n—1].
Par intégration par parties, on a pour tout €€ ]0,1] (etavec (In1)"* =0 car n—k>0):

1
J‘lxn (lIl x)n—kdx — |:an+1(11,1 x)n—kj| _IlenH(n_k)l(ln x)n—k—ldx
¢ n+1 e “fn+l x

—_ 1 £n+1 (ln 8)n—k _ n—k J-lxn (ln x)n—(k+1) dx
1 n+1"-e

n+
1 ) _ (.
Comme I . x"(In x)"*dx converge et lime""(Ing)"™ =0, on peut écrire :
x—0

le"(lnx)”_kdx:— n—k
0 n+1

1
I . x"(In x)"* P dx .
Alors, par hypothese de récurrence :

1 wa_ (=DY ol nek
L)(xlnx) dx_(n+l)k (n—k)!-[(’x (Inx)""dx

— (_1)k n! n—k ¢, o
_(n+1)k (n—k)!(_ n+1j0x (In x) ( )dxj’
B (_1)k+1 n‘

S (D (n=(k+1))!

[ 01 " (In )" gy

Et ainsi, la propriété est vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout ke [[O,n]]. En particulier

- ! " (=1)" Loy (=D" :
pour k =n, on obtient J. (xInx)"dx = n!j x"dx =————=n! et donc, pour tout ne N :
0 (n+D"  Jo (n+D"™
1 1 -1" 1
jlfn(x)|dx:—U1x"(lnx)"dx S Gl .
0 n!lvo n!| (n+1)" (n+1)"

1 . . .
Remarquons que .[ 01 | 1o (x)| dx = J-; dx=1= e donc la relation ci-dessus reste vraie pour n=0.
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. 1 1 1 1
Enfin, pour tout ne N, 0<—<— et » — converge, donc par comparaison, » ——,
p (n+1)n+l n2 znz g p p z (n+1)n+l

Ainsi :
e Pourtout ne N, f estcontinue, donc continue par morceaux, et intégrable sur ]O, 1].

e La série z f, converge simplement vers x — x*, qui continue par morceaux sur ]0,1].

Alors, x> x* est intégrable sur ]0,1] et :

I;xxdx:ij;fn(x)dxzi%.

n=0

En ré-indicant, on obtient :

Exercice n° 3

Pour tout ne N :

le3n+ldx: 1
0 3n+2

(=D"
3n+2

Ainsi, pour tout ne N, J-(: (=D"x""dx .

Pour tout ne N et tout xe [0,1] :

. n 1_ _ x3 n+l X . x3n+4 X
2( l)k 3k l_xZ(_x3)k:x ( ) — +(_1) ; ——
k=0

1+x° 1+x° 1+ x 1+x°
Et:
( 1) k _3k+1 k  3k+1
1 d 1
2342 ,Zj()x XI(Z() j
1 x 3n+4 3n+4
= N sdx+(—1
e L e R
De plus :
1 3n+4 1 - 1
OSI 3dxé.[ x"dx = .
01+ x 0 3n+5
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1 3n+4

Et comme lim =0,ona lim dx =0 d’apres le théoreme des gendarmes.
n>+e 345 no+ed 0] 4 x°
. -D" -D" oXx
Ainsi, converge et dx.
z3n+ g ;3n+2 j01+x3
Enfin :
f _ ( x+1 _ 1 jdx
01+x 1-x+x" 1+x
2
_le \/§ j 2x—1 _l 1 dx
V3 (2x 1} 0 x? —x+1 37901+ x
V3
1
2x—-1) 1 1
=| —=arctan +—=In(x*=x+1)—=In(1+x
|7 gl -re S0
t 1
=————In2
W3 3
Finalement :

z(_l) convergeetz( D’ i—11 2.
3n+2 “3n+2 33 3

Remarquons qu’en posant f,(x)=(—=1)"x""", >" f, CVS vers X al - sur [0,1] et:
+ X

3n+4 13n+4

=—, donc Z f, ne converge pas uniformément

= su
xe[0,1]

kaoc)—

* sup
k=0 +x°

xe[0,1]

>
1+x°| 1+71°

Vers x i sur [O,l [ et on ne peut pas utiliser le premier théoréme d’intégration terme a
+x

terme.

, donc on ne peut pas utiliser le second théoreme d’intégration

terme a terme.

Exercice n° 4

) + oo x2n + oo x2n
Pour tout xe R, ¢* =z :1+z

n=0 n: n=1 n:
+ o0 2n+1

X
__Z Z -1Cr

nln n=l1

f(x)=

Ainsi, en posant f(0) =0, on prolonge f en une fonction développable en série entiere sur R .
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Comme les fonctions développables en série entiere sont de classe C~ sur leur intervalle ouvert de
convergence :

La fonction f est prolongeable en une fonction de classe C~ sur R.

+o0 2n+l

On a pour tout xe R, f(x):z D! et f'(x):i%,donc f'(x)=f'0)=1>0.

La fonction est donc strictement croissante sur R .

Par croissances comparées, lim f =—oo et lim f =+ 0.
— + oo

Finalement, est continue sur R et strictement croissante de — oo a + oo, donc d’apres le théoreme de
la bijection continue :

La fonction f prolongée par continuité en O réalise une bijection de R dans R.

Comme f' ne s’annule jamais sur R, f et f~' ont la méme régularité, donc :

La fonction f ' estde classe C” sur R.

Exercice n° 5

1) On pose pour tout ne N et tout xe R, f,(x)= izsin (zj .
n n

e Pourtout ne N, f, estde classe C” sur R avec pour tout k€ N et tout xe R :

1 X T
®(x)= sin(—+k—j.
fn ( ) nk+2 n 2

. 1 L.
e Pour tout ne N et tout ke N, sup‘fn”‘)(x)‘:m%x‘fn(k)(x)‘:m. Comme la série de
xR xe n

1

k+2
n

Riemann ) converge (car k+2>1), la série » £’ converge normalement, donc

uniformément, sur R .

Ceci permet de conclure que :

- 1 . -
fix Z—Zsm (fj est de classe C” sur R.
n=1 n n
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arctan (nx)

2) On pose pour tout ne N™ et tout xe R, f,(x)= >
n

T T
x)|=——. Comme la série —
xR 7 )| 2n* zan

converge, z f, converge normalement, donc uniformément, sur R . Ainsi :

La fonction f est définie et continue sur R .

. 1 1
e Pourtout ne N, f, estdeclasse C' sur R avec pour tout xe R, f,'(x)=—

nl+(nx)*

Sl ! Sl et

Pour tout ae R et tout xe |—oo,—alU[a,+oo[, on a
+ ] ] [ [ n1+(na)2 azn3

1 .
z — converge, donc Z f,' converge normalement, donc uniformément sur les
an

intervalles [a,+ o[ et |—o,—a]. Ainsi, fest de classe C' sur |—oo,—a]U[a,+ o[ . Ceci

étant vrai pour tout ae R, fest de classe C' sur UaeR* (] —oo,—a]U[a,+ oo [) =

Reste a étudier la dérivabilité en 0.

Ona f(0)= z arctan (0) =0 et pour tout xe R’
f(x) f(O) Z arctan (nx) Z 1 2(nx)
avec g(f) = arctan?

On a lir% g(t)=1, donc il existe un réel a >0 tel que pour tout € [- o, 0], g(r) = %

De plus, comme arctant et ¢ sont de méme signe, g est strictement positive sur R .
Comme la série harmonique diverge, pour tout réel A>0, il existe Ne N tel que

Ez > A et pour tout réel x tel que Nxe[-oa,a], on a pour tout nxe[—a,0] pour tout
n=1 1

ne [[I,N]], donc pour tout xe [—%,%}\{0} :

f(X) f(0) Z

n=1 1

N
1
nx)=zyy —=>A.
g(nx) Zzn

Ceci prouve que hmw

1 0 =+ oo et donc que f'n’est pas dérivable en 0.
X — x —

Finalement :

La fonction fest de classe C' sur R", mais pas dérivable en 0.
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Exercice n° 6

Pour tout te R :

+ oo t2n+1
sht =
;(2n+1)!

+oo
Soit f:t Zant” une éventuelle solution de (E) développable en série entiere sur ] -R,R [ .
n=0

Pour tout te]—R,R[, f'(t)zZnant”_l et f"(t)zZn(n—l)ant”_z.Ona:

n=1 n=2

tf'O+2f' O -tf()=0 < 1) nn-Dat">+2) nat™" -1y a1 =0
n=2 n=1 n=0

= in(n—l) at"” +§2n at"” —f:ant"+1 =0
n=l1 n=1 n=0

+ o0

& D onn+apr! —Jrijant”+l =0

n=1 n=0

& 2a+) (n+)(n+3)a,,t" =D a " =0

n=0 n=0

an]tn+l — 0

n+2

+ oo
& 2a,+) [(n+2)(n+3)a
n=0
Par unicité du développement en série entiere, on obtient a, =0 et pour tout ne N :
1
‘ln+2 = ‘ln'
(n+2)(n+3)

z —_ —ao =

Prouvons par récurrence sur k que pour tout ke N, a,, = kD! et a,,, =0.

e Pour k=0, on abien — % - a, et a, =0. La propriété est vraie.
(2x0+1)!
e Supposons la propriété vraie a un rang k€ N .
Avec la relation établie plus haut et I’hypothese de récurrence :
1 1 a, a,
ypr = Ay = =
(2k+2)(2k+3) 2k +2)(2k+3) 2k+1)!  (2k+3)!

1
= = O
Do = ok )2k + 4)

La propriété est donc vraie au rang k+1.

La propriété est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout k € N et ainsi, pour tout t€ |- R,R| :

+ o0 ., + o0 a() . + o0 t2n
)= atlt = 17 =a .
76 Z " ;<2n+1)! °§<2n+1>!
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2n+l

. . sht P
Si t#0, on a peut écrire f(f) =a,—— et comme le rayon de convergence de z 2niD)! est infini,
t n+l)!

on peut prendre R=+oco.
Finalement :

sht .

. < ‘. . — surR
Une solution de (E) développable en série entiere sur R est f:t+>1 ¢ .
I en0

Soit g une fonction deux fois dérivable sur un intervalle / de R . Posons h(t) =1g(t) pour tout re I .

Comme g est deux fois dérivable sur I (par définition), & 1’est aussi en tant que produit de telles
fonctions et pour tout pour tout te I, h'"(t)=tg"(t)+2g'(t).

Alors, g une solution de (E) sur [ si et seulement si t1g"(¢)+2g'(t)—tg(t)=h"(t)—h(t)=0, donc si
et seulement si 4 est solution de y"—y =0 sur /, soit h=Ash +uch avec A,pe R.
Quand O¢ I, on obtient alors pour tout € [ :

h(t) Y sh
t t

t cht cht
+U0 ; :}Lf(t)‘i'MT

g)=

Ainsi :

Toute solution de (E) sur un intervalle / de R ne contenant

pas 0 est de la forme t|—>hf(t)+uﬂ avec A,ue R.
t

Remarquons que les seules solutions de (E) prolongeables par continuité sont les fonctions
proportionnelles a f.

Exercice n°7

1) Ona limln—t:ln'(l)zl, donc limt—_lzlzl et ainsi :
1->1¢f—1] -1 Int 1

. r—1 o
La fonction ¢ — T est prolongeable par continuité en 1.
nt

2) Soit xe]—1,+oo[.

. -1 ., . . .
e [a fonction t — ——1¢" est continue sur ]0,1 [ en tant que produit de telles fonctions.

Int
. t—1 r—1 . . e ) .
e Jim——=0,donc —+¢t" = o (t ) et I'intégrale de Riemann j t'dt converge car x>—1 ;
-0 Int Int t—0 0

.. t—1 .
ainsi, | ——1¢'dt converge.
0Int
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° limgtx =1 (question 1), donc .[ 1t—_lt)‘a’t converge.
=1 ]0n¢t Int

: =1, .
Finalement, .[ Ol—t dt existe et converge pour tout xe |—1,+ o0 [, donc :
nt

La fonction f est définie sur |—1,+oo].

3) Posons h(x,t)zgtx =t—_le“‘” pour (x,1)€ |—1,+o[x]0,1].
Int Int

® Pour tout xe |—1,4+00[, #+> h(x,f) est continue par morceaux et intégrable sur ]0,1[
(question précédente).

* Pourtout 7€ |0,1[, x> h(x,1) estde classe C' sur |—1,+o].
* Pourtout xe |—1,+o], t|—>g—h(x,t):(t—l)t" est continue par morceaux sur ]0,1] .
X

e Pour tout réel @ >—1, pour tout (x,7)€ [a,+[x]0,1[,ona:

%(x,t) =(1-0Ht' <(A-1)t"
ox

et la fonction 7> (1—1)t* =1“ —t**' est continue par morceaux et intégrable sur ]0,1], donc

sur |0,1[ (car a>—1et a+1>0>-1).

Ainsi, t|—>g—h(x,t) est intégrable sur ]0,1] et:
X

festde classe C' sur [a,+ o[, avec f':xHj;(t—l)txdt.

On a de plus pour tout x& |—1,+ oo :

x+2

x+1 1
[[a-nrar=[ ¢ ~rydi=| *—-1—| = 1 1
0 0 x+2 x+1 o x+2 x+1

Donc :

1 1

x>
f x+2 x+1

4) Comme la fonction f est dérivable sur [a,+oo[ pour tout réel a>—1, elle est dérivable sur
U la.+e[=]-1,+0co[. Ainsi:
a>—1

1 1

x+2 x+1°

fest dérivable sur ]—1,+oo[, avec f':x>

10



PSI*

5) Onapour tout xe |—1,+oo], f'(x)=L—L,donc:
x+2

f(x)=ln(x+2)—ln(x+1)+c=ln(x+2j+c
x+1

avec ce R.

Remarquons qu’alors :

lim f(x)= lim ln(x+2j+c: lim 1n(1+Lj+c:c.
X —>+oo X—>+oo x+1 X—>+oo x+1
Soit te]O,l[. La fonction In est dérivable sur [t,l], donc d’apres le théoreme des
Int

. e 1
accroissements finis, il existe a € ]t,l [ tel que —1 =In'a=—. Alors :
t— a

=l ielife]olf.
Int

. -1
Ceci prouve que pour tout z€ ]0,1[ ettout xe |—1,+ oo, Osl—f‘ <t* etdonc :

. 1
OSf(x)sjotdz:m.

. 1 .
Comme lim 1 =0, le théoreme des gendarmes permet de conclure que lim f(x)=c=0 et
X —>+ o0 X + X —>+ o0

finalement, pour tout xe ] —1,+ [ :

f(x)=ln(x+2j
x+1

Exercice n° 8

La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable d’apres le théoréme spectral.

0

Remarquons que rg (A) =1, donc O est valeur propre de A. On a A(_1 1) = ( 0

) et, avec le théoreme du

rang, on a dimker A=2-rg(A)=1, donc:

ker A = Vect((_ll)j.

On a aussi A(i) = (;) = 2(1) , donc 2 est valeur propre de A, (i) est un vecteur propre associé et ainsi,

dimker(A—21,)21. Or, la somme des dimensions de sous-espaces propres ne peut dépasser 2, donc

dimker(A—217,)+dimker A<2, ce qui donne dimker(A—21,)<1 et ainsi, ker(A—2I,) est de
dimension 1, ce qui donne :

ker(A-21I,)= Vect((i)j.

11
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Finalement, on a :

A= P(g (Z))P—l avec P= (_11 i) ; une base de vecteurs propres est ((_11),(1))

« Que dire de M € M,(R) vérifiant M>+M = A ? » : question bien vague...

Remarquons déja que comme A est un polyndome en M, les matrices A et M commutent. Alors, les

sous-espaces propres de A sont stables par M. Ainsi, pour X = (_11) ou (i), MX € Vect(X ), donc

M( 11):7\,( 11) et M(i):u(i) avec A, ue R. Ainsi, (_11) et (i) sont deux vecteurs propres de M

et comme ils forment une base de M, (R) :

M est diagonalisable dans la base ((_11) , (i)j

A0
0 p

? A0 00
M*+M=A & P(x OZJP‘1+P( jP‘I:P( jp‘l
0 u 0 u 02
A+r 0 ) (00
0 p+p) (02

A +A=0
&
W+p—-2=0

A=—10u0
u=-2oul

Ceci se traduit par M = P( )P_1 et :

Finalement :

Les valeurs propres possibles de M sont :

e —1et0, associées au vecteur propre (_1 1) ;

e —2etl,associées au vecteur propre (i) .

Et les matrices M vérifiant la relation M*+M = A sont :

_pl—-1 O -1 _pl—1 0} p-1 _pl(0 O -1 _ pl0 0} p-1
MI_P(O _2)P ’MZ_P(O 1)P ,M3—P(0 _2)P etM4—P(O 1)P .

Soit :

M1=—12—%A, M,=—1,+A, M,=—A et M4:%A.

12
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Exercice n° 9

La matrice A est symétrique réelle, donc d’apres le théoreme spectral :

A est diagonalisable.

Ona:
abc a+b+c b c 1bc 1 b c
det A=|b c a = a+b+c c al=(a+b+c)|l ¢ a = (a+b+c¢)|0 c-b a-c
¢ ab|9TCCYS yhbtca b lab Z:Z:Z‘ 0a-bb-c
En développant par rapport a la premiere colonne :
_ c—b a-c|_ _ N _
detA=(a+b+c) d—b bec —(a+b+c)[(c by b—c)—(a—c)(a b)]
=—(a+b+c)[a2+b2+c2—(ab+bc+ca)}
2 2
+ —_
=—(a+b+c) (a—b Cj +3(b )
2 4
2 2
. - . . . +
On a toujours (a—b;cj +3(b4c) >0 avec égalité si et seulement si b=c et a:b gy

Ainsi, on ne peut pas factoriser davantage et donc, sous forme factorisée :

detA=—(a+b+c)[a2+b2+c2—(ab+bc+ca)}

1 a+b+c 1
All|=|b+c+a|=(a+b+c)|1].
1 c+a+b 1

(11 1)T est vecteur propre de A associé a la valeur propre a+b+c.

Ona:

Donc :

Comme la matrice A est diagonalisable dans M,(R), elle posséde trois valeurs propres réelles

(distinctes ou pas), dont a+b+c, comme on vient de le voir. Notons ® et ®', les deux autres
valeurs propres de A. On a alors :

Tr(A)=a+b+c=a+b+c+0+0'
detA=(a+b+c)o®'=—(a+b+c)a

2 N2
_b+ CJ + 3(b—c) 2> (0 (comme on I’a vu plus haut).

avec Oc=a2+b2+c2—(ab+bc+ca)=(a 5

On a donc :
0'=-0
(a+b+c) @ -0)=0

13
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Si a+b+c#0,alors ® =a, donc on peut prendre o=+ et ®'=—+/o=—®. Ainsi :

Si a+b+c#0, les valeurs propres de A sont a+b+c,
wet —m avec O =a’+b* +c* —(ab+bc+ca).

Si a+b+c=0, ®'=— persiste et, on peut toujours voir M et —® comme les racines carrées du

réel ®. Avec les mémes manipulations que pour le calcul du déterminant, on obtient :
% =(X —(a+b+0))(X*—a)=X (X*-a)=X (X" -0’)

2 ..
Donc, on a encore ® = et ainsi :

Le résultat persiste quand a+b+c=0.

Exercice n° 10

Comme AAT=A"TA,on a (AAT )k = (AT)k A* pour tout k€ N et en particulier (AAT)p =0, . Ainsi,

le polynéme X, qui n’a que O pour racine réelle ou complexe, annule AA", et donc la seule valeur
propre réelle ou complexe de AA" est 0.

TN AT\ AT _ A aT T Lor 4 4 o s
Or, (AA ) —(A ) A" =AA", donc AA" est symétrique et réelle (car A est réelle). D’apres le

théoréme spectral, AA' est diagonalisable dans ‘M (R). Or, la seule matrice diagonalisable

n’admettant que O pour valeur propre est la matrice nulle, donc :

AAT =0

n

Comme AAT=ATA, on a aussi A'A=0,, donc pour tout X € M, ,(R) (I'espace M, (R) étant

muni de sa norme euclidienne canonique), on a :
|AX|” = (AX)T(AX)=(XTAT)(AX)=XT(ATA)X =0.

Par séparation de la norme, on obtient AX =0 pour tout X € M, (R), donc :

A=0

n

14
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Exercice n° 11

Si on note C,,C,,C,,C, les colonnes de M, on a C,=-C,, C,=-C, et C, et C, ne sont pas
proportionnelles, donc :

rg(M)=2
1 0
On a immédiatement ImM = Vect(C,, C,) = Vect(2C,, 2C, ) = Vect _01 : (1)
0 -1
1 0
Or, ¢ = _01 et e, = (1) sont orthogonaux (pour le produit scalaire canonique de ‘M, (R)), donc :
0 -1
1 0
(e,e,) avec ¢ = _01 et e, = (1) est une base orthogonale de Im M .
0 -1

Avec le théoreme du rang, on a dimkerM =4—-rg(M)=2.

1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
Or, M | =M ol= ol et les vecteurs e, = L | ete =, |sont orthogonaux, donc :
0 1 0 0 1
1 0
(e;,¢,) avec e, = (1) et e, = (1) est une base orthogonale de ker M .
0 1

Pour tout (i, /) {1,2}x{3.,4}, (¢,l¢,)=0, donc :

ImM et kerM sont orthogonaux.

Ona M?>=M, donc M est une matrice de projection orthogonale (car ImM L ker M ). On a alors
ImM =ker(M —1,), donc :

1000 1 010
o100, o 101
M—POOOOP avecP—_lOlO.
0000 0 -101

On vient de voir que :

M est une matrice de la projection orthogonale sur ImM = Vect(e,, ¢,).

15
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Ona —1¢ Sp(M)={0,1}, donc :
detA=det(l,+M)=(-1)"det(-1,-M) =y, (-1)#0.

Ainsi :

A=1,+M estinversible.

Ona M =PDP™" avec D =diag(1,1,0,0), donc :
A=I1,+M =1,+PDP~'=P(I,+D)P"!

avec I, +D=diag(2,2,1,1). On a alors :

A" =P(1,+D) " P = P[diag (%,%,I,IDP”-

Pour tout ne N :

A" =@y =(a,+m)) =P(a,+D)7) P

= P| diag 1,1,1,1 P~'=P| diag i,i,l,l P!
2°2 2" "

Or, diag (%,%,l,ljﬁdiag (0,0,1,1) et Iapplication X > PXP~' est linéaire, donc
continue sur M, (R) (qui est de dimension finie). Ainsi :

A™"——— P(diag(0,0,1,1)) P~".
Or, diag(0,0,1,1)=1, —diag(1,1,0,0)=1,- D, donc :

P(diag(0,0,1,1))P"' =P(I,-D)P"' =1,-M .

Ainsi :
1010
—n llo1o1
(A )neN converge vers 14—M=§ L1010
0101

La matrice M étant la matrice de p, la projection orthogonale sur ImM dans la base canonique de
R*,ona s=2p—id . Alors, S =2M —1,, soit :

1

S= !

0
0
10

o !l oo

co ! o

0
0
10

16
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Exercice n° 12

Ici, R?, identifié a J\/l&l (R), est muni de sa structure euclidienne canonique.
Remarquons déja que quand X décrit R’, ¥ = AX décrit Im A, donc :

inf |AX - B||= inf |[Y-B].

XeR3 YelmA

Comme on est en dimension finie :

inf | AX - B| =||p(B)- B
XeR

ou p est la projection orthogonale sur Im A .
Cependant, ceci n’est pas tres utile ici, car A est inversible, donc Im A = R? ! En effet :

-2 1 -1 0 10

detA=|1 -1 2 = |-1-11|=(=1’
C G +2C,
-1 2 1 |GeG+e, |3 2 3

-11
33

=6%0.

Ainsi :

inf | AX - B| = inf |[Y - B| =0.
XeR

YeR

Cette borne inférieure est un minimum, qui est atteinten ¥ = AX =B . Etavec X =(x,y,2) :

1
y=—5
AX=B & Jx—y+2z=1 & —x+z=2 & —x+z=2 = x:—Z
LL+L Ly L3431, 6
—x+2y+z=1 b<b2L |3x43z=-1 6z=5 5
z=—
6
Ainsi :
1 -7
inf ||AX—B||=O est atteinten X =—| -3 |.
XeR3 6 5

Exercice n° 13

Comme X,, X, et X, suivent toutes les trois une loi géométrique, on a :

X,(Q)=X,(Q)=X,(Q=N".
L’évenement (X, =X, =X,) peut s’écrire (X, =X, = Xxg):[j(X1 =X,=X,=n). Cette union
étant disjointe, on a par ¢-additivité : .
P(X,=X,=X,)=Y P(X,=X,=X, =n).

n=l1

17



PSI*

Les trois variables étant indépendantes :
P(Xl =X, :X3):ZP(X1 :n)P(Xz :n)P(X3 :n)'
n=l

Les trois variables suivant la méme loi géométrique de parametre 1/3 :

rinmx =-S5 T 502

n=1

_LE(8YT &8y 1
27\ 27 27 <=\ 27 27,_8
27

Soit :

1
P(X1 :X2:X3):E

Exercice n° 14

On a (c’est une question de cours) pour tout ne N :

P(X >n)=(-p)

Comme X (Q)=Y(Q)=N",ona Z(Q)=N".Pour tout ne N :
(Z=n)=(min(X,Y)=n)=(X =n,Y >n)U(X >n,Y =n)U(X =n,Y =n).
Cette union étant disjointe, on a par ¢-additivité, puis indépendance de X et Y :
P(Z=n)=P(X=nY>n)+P(X>nY=n)+P(X=nY=n)
=P(X=n)P(Y>n)+P(X>n)P(Y=n)+P(X =n)P(Y=n)
=p(=p)""(1=@)"+(1-p)'q1-g)"" + p(l-p)"q1-¢)""
=[p1-9)+(1-p)g+ pg]1-p)"" 1-¢)"
=(p+q-pa)[1-p)i-9)]"
=(p+q-pa)[1-(p+q-pa)]"

Donc :

Z suit une loi géométrique de parametre p+q— pq .

Remarquons que p+q—pq=1-(-p)1-q) et p,qe 0.1, donc (1-p)(1-g)€]0.1] et ainsi,
p+q—pqe]0,1[. Onaalors :

1

EZ)=———
Pt+a-prq

18
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Exercice n° 15

Les série génératrices des variables X et Y sont respectivement G, :¢+> e et G, :t+> """,

définies sur R . Comme X et Y sont indépendantes, G,,, =G,G,, donc pour tout re R :
Gyt (1) =Gy (DG, (1) = "'V = 0D

Comme f > ™™™ est la série génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de
paramétre A+ et la loi d’une variable aléatoire est parfaitement définie par sa série génératrice :

X +Y suit une loi de Poisson de paramétre A +|L.

+o0

L’évenement « X est pair » peut s’écrire (X € 2N)=| J(X =2n). Cette union étant disjointe, on a

n=0
par c-additivité :
+o0 2n +oo 2n A -\ -2\
P(XeN)=S P(X =2)=3 et L =S A _prgppmr E e 1
n=0 n=0 (2 )' n=0 (2’1)‘ 2 2

Comme ¢ ** >0, o0na P(X € 2N) >%, donc :

Il est plus probable que X soit pair plutdt qu’impair.
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