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Chapitre 3 : Nombres réels

Programme officiel PCSI

¢) Ensembles de nombres usuels

Nombres décimaux, rationnels, réels, irrationnels.

La construction des ensembles de nombres usuels, en
particulier celle de R, est hors programme.

c) Inégalités
Relation d’'ordre sur B, Compatibilité avec les opérations.
Intervalles de [.

Valeur absolue. Inégalité triangulaire.

Dans R, parties majorées, minorées, bornées.
Majorant, minorant; maximum, minimuim,.
Partie entiére d'un nombre réel.

Exemples de majoration et de minoration de sommes, de
produits et de quotients. Utilisation de factorisations et
de tableaux de signes. Résolution d’inéquations.
Interprétation sur la droite réelle d'inégalités du type
|lx—al| = b.

Notation [x].

a) Propriété de la borne supérieure

Borne supérieure (resp. inférieure) d'une partie de k.
Toute partie non vide et majorée (resp. minorée) de B
admet une borne supérieure (resp. inférieure).

Une partie X de [k est un intervalle si et seulement si pour
tousa, be Xtelsquea< b, la, bl c X,

Notations sup X, inf X.
On convient que sup X = +00 si X est non majorée,
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Résumé

I — Ensemble des nombres réels

1. Ensembles usuels de nombres

Les ensembles usuels de nombres sont :

N = ensemble des nombres entiers naturels
Z, = ensemble des nombres entiers relatifs
D = ensemble des nombres décimaux

Q = ensemble des nombres rationnels

R = ensemble des nombres réels

C = ensemble des nombres complexes

avec NcZcDcQcRcC.

2. Nombres réels

L’ensemble R des nombres réels est muni d’une addition et d’une multiplication internes qui lui donne une

structure de corps commutatif: (R,+) et (R',x) sont des groupes commutatifs et la multiplication est

distributive sur I’addition.

Propriété :

R est un ensemble totalement ordonné par la relation V (a,b)e R?*, a<b & b—-a>0.
Cette relation d’ordre est compatible avec I’addition et la multiplication, c’est-a-dire : V (a,b,c,d)e R*,
e a<betc<d = a+c<b+d (on peut additionner membres a membres des inégalités) ;

e a<b etc=20 = ac<bc (on peut multiplier une inégalité par un réel positif).

3. Bornes supérieures, inférieures

a. Généralités :

Définitions :

Si A est une partiede R et ae R.

On dit que a est un minorant (resp. majorant) de A si Vxe A, a<x (resp. x<a).

Une partie possédant des minorants (resp. majorants) est minorée (resp. majorée). Une partie minorée et
majorée est bornée.

Si a est un minorant (resp. majorant) de A et a€ A, a est le plus petit élément ou minimum (resp. plus
grand élément ou maximum) de A.

S’il existe, le plus petit des majorants de A est appelé borne supérieure de A.

S’il existe, le plus grand des minorants de A est appelé borne inférieure de A.

Propriétés :

Soit A une partie de R .
Si A possede une borne supérieure (resp. inférieure), elle est unique. On la note sup A (resp. inf A).

Si A possede un maximum (resp. minimum), il est unique. On le note max A (resp. min A).
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Propriété :
Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

On convient que pour une partie A non majorée de R, supA =+co.

Corollaire :
Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

On convient que pour une partie A non minorée de R, inf A =—oo,

b. Caractérisation (pas dans le programme, mais fondamentale) :

Propriété :
Soit A une partie de R majorée par M (resp. minorée par m).

M=supA (resp. m=infA) & Ve>0, Jac A, M-e<a<M (resp. m<a<m+¢g).

Corollaire : Caractérisation séquentielle
Soit A une partie de R majorée par M (resp. minorée par m).

M=supA (resp. m=inf A) < Il existe une suite d’éléments de A convergeant vers M (resp. m).

II - Valeur absolue

1. Généralités

Définition :
V xe R, on appelle valeur absolue de x le réel positif noté | x | tel que :
six=20, Ixl=x
six<0, Ixl==—x

Propriétés :
VxelR:

® |[x|=max(—x,x) donc —IxI<x<Ix]I.

o |—xlI=Ixl.

¢ |xI=0 & x=0 etparcontraposée : [x|#0 <& x#0.
e |x|I<0 & x=0 etparcontraposée: x>0 & x#0.
o [xI2=x2et vx2=Ixl.

o V(x,y)eR?2, IxI=lyl & x%2=y2.

e Va>20,l|xl<a & —a<x<a et |Ixl2a & x>2aoux<-—a.
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2. Valeur absolues et opérations

Propriétés :

VvV (x,y)e R? :

x| Ixl

vl iyl

° Inégalitéstriangulaires:|Ix|—|y||£|x+y|£|x|+|y|.

o |xyl=Ixl.lyletsiy#0,

IIT — Intervalles

Définitions :

Les intervalles de R sont les parties de R suivantes :
e [a;b]={xe R\a<x<b}. Ce type d’intervalle est appelé segment.
e Ja;b[={xeR\a<x<b}.

e [a;b[={xeR\a<x<b}.

e Ja;b]={xeR\a<x<b}.

* ]-ocal={xe R\x<a}.

* ]-w;a[={xeR\x<a}.

e [a;+oo[={xeR\a<x}.

e Ja;+oo[={xeR\a<x}.

® ]—oo;+oo[=R.

Dans les quatre premiers cas, a et b sont deux réels tels que a<b (et I'intervalle est borné) et dans les
autres cas, a est un réel quelconque.

Pour ]Ja;b[, ]—o;a[ et ]a;+ o[, on dit que I’intervalle est ouvert ; pour [a;b], |—o0;a] et [a;+ o[, on
dit que I'intervalle est fermé ; pour [a;b[ (resp. ]a;b]), on dit que I'intervalle est semi-ouvert a droite
(resp. a gauche).

Définition :

Soit A une partie de R . On dit que A est convexe, si pour tous x,y€ A telsque x<y,ona [X;y]CA.

Théoréme :

Une partie de R est un intervalle si et seulement si elle est convexe. Autrement, les intervalles sont les
parties convexes de R.

Propriété :

‘ L’intersection de deux intervalles est un intervalle.
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IV - Partie entiére
1. Définition

Théoréme et définition :

Pour tout x e R, il existe un unique entier relatif ntel que n<x<n+1.

Cet entier est appelé partie entiere de du réel x, notée LXJ .

2. La fonction partie entiere

La fonction partie enticre est la fonction E:R - Z; x I_XJ .

Propriétés :
Pour tout (x,y)e R* tel que x<y,ona |[x |<[y].

On a la courbe :
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