PCSI

Chapitre 4 : Nombres complexes

Programme officiel PCSI

a) Nombres complexes

Parties réelle et imaginaire.
Opérations sur les nombres complexes.

n
Bréve extension du calcul de Y x*, de la factorisation
k=0
de a" —b", de la formule du binéme.

Point du plan associé 2 un nombre complexe, affixe d'un
point, affixe d'un vecteur.

La construction de € est hors programme.

On identifie € au plan usuel muni d'un repére ortho-
normé direct (« plan complexe »).

b) Conjugaison et module

Conjugaison, compatibilité avec les opérations.
Module.

Relation |z|* = zz, module d'un produit, d'un quotient.
Inégalité triangulaire, cas d'égalité.

Image du conjugué dans le plan complexe.
Interprétation géométrique de |z— z'|, cercles et disques.

c) Nombres complexes de module 1 et trigopnométrie

Identification du cercle trigonométrique et de I'ensemble
des nombres complexes de module 1. Définition de e’
pour t e[R.

Exponentielle d'une somme.

Formules d’Euler. Technique de I'angle moitié : factorisa-
tion de 1 +e', de el” +e'4.

Formule de Moivre.

Notation L.

Les étudiants doivent savoir retrouver les formules don-
nant cos(p) + cos(g),sin(p) £sin(g).
L 113
Linéarisation, calcul de % cos(kt) etde Y sin(ke).
k=0 k=0
Les étudiants doivent savoir retrouver les expressions de
cos(nt) etsin(nt) en fonction de cost et sin 1.

d) Forme trigonométrique

Forme trigonométrique re' (r > 0) d’'un nombre com-
plexe non nul. Arguments. Arguments d'un produit, d'un
quotient.

Transformation de acos { + bsin ¢t en Acos(t— ).

d) Trigonométrie

Cercle trigonométrique. Paramétrisation par cosinus et
sinus,

Relation de congruence modulo 27 sur B.

Cosinus et sinus de 7+ x, de 5 + x.

Cosinus et sinus des angles usuels.

Formules d’addition cos(a £ b), sin{a x b). Cas particulier
des formules de duplication : cos(2a), sin(2a).

Notation a = b [2x].

Les étudiants doivent savoir retrouver ces résultats et
résoudre des équations et inéquations trigonométriques
simples en s'aidant du cercle trigonométrique.

On présente une justification géométrique de 'une de
ces formules. Les étudiants doivent savoir retrouver rapi-
dement les formules donnant cos{a) cos(b), cos(a) sin(b),
sin(a)sin(b).
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Fonctions circulaires cosinus et sinus.

Formule d'addition tan{a + b).

On justifie les formules donnant les fonctions dérivées de
sinus et cosinus vues en classe de lerminale.

e) Equations algébriques

Pour P fonction polynomiale a coefficients complexes
admettant @ pour racine, factorisation de P(z) par z— a.
Résolution des équations du second degré dans C.
Somme et produit des racines.

Calcul des racines carrées d'un nombre complexe donné
sous forme algébrique.

f) Racines n-iémes

Description des racines n-iémes de 'unité, d'un nombre
complexe non nul donné sous forme trigonométrique.

Notation U,,.
Représentation géométrique.

g) Exponentielle complexe

Définition de e® pour z complexe : e® = eli¢{zlgl miz],
Exponentielle d'une somme.

Pour tous z et 2z’ dans C, exp(z) = exp(z') si et seulement
siz—z' €2in?.

Notations exp(z), e*. Module et arguments de e®.

h) Interprétation géométrique des nombres complexes

Interprétation géométrique des module et argurnents

de ——.

b—a
Interprétation géométrique des applications z — az el
z+—z+bpour(ab)eC" xC.

Interprétation géométrique de la conjugaison.

Traduction de 'alignement, de I'orthogonalité.

Il s’agit d’introduire certaines transformations du plan :
translations, homothéties, rotations.
L'étude générale des similitudes est hors programme.
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Résumé

I — L’ensemble C

1. Généralités

Définition :
L’ensemble des nombres complexes, noté C, est le plus petit ensemble au sens de I’inclusion contenant R
eti (tel que i2=—1) et dans lequel les propriétés des opérations +, —, x et + sont les mémes que dans R .

Conséquences :

e Les regles de puissances, les identités remarquables, la formule du bindme de Newton fonctionnent de la
méme facon dans C que dans R .

e La propriété « un produit de facteur est nul si et seulement un facteur est nul » est valable dans C (on
dit que C est integre)

Théoreme et définitions :

L’ensemble des nombres complexes est I’ensemble des nombres de la forme z =x+1iy avec x et y réels
dans lequel les regles de calcul sont celles des nombres réels.

Pour tout ze C, I’écriture z=x+1iy avec x et y réels est unique, x est appelé partie réelle de z, noté
Re(z) ety est appelé partie imaginaire de z, noté Im(z).

Si y=0, zestréel, si x=0, z est imaginaire pur.

Propriétés : Regles de calcul
Pour tous z,z'e C telsque z=x+iy et z'=Xx"'+iy',ona:

z+z2'=(x+x)+i(y+y') et zz'=xx'—yy+i(xy'+x'y).

2. Conjugaison
Définition :

Pour tout z=x+1iye C, le nombre complexe x —iy est appelé conjugué de z, noté z.

Propriétés :
Pour tout ze C,on a:

7+7Z et Tm(z)= z—‘z
2i

e 7zeR (zestréel) & Im(z)=0 & z=1z.

e Re(z)=

e 7zeiR (zestimaginaire pur) < Re(z)=0 & zZ=-1z.
e 7=0 & z=0(etdonc z#0 < Z+#0).

Regles de calcul : Pour tous z,z'€ C :

e 74+z7'=z+7".

o 77'=77".
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jzzj (avec z #0).
Z

|

e 7"=7"(VneZ avec z #0 si nécessaire).

3. Module
Définition :
Pour tout z=x+iye C, le réel 4/x” +y> est appelé module de z, noté |z |.

Propriétés : Regles de calcul

Pour tous z,z'e C,ona:

o |zz’|=IzllZ’|.
rARRVAl

¢ | —|=— quand z#0.
z| lzl

e [z"|=IzI" pourtout ne Z (quand z#0 pour n<0).
e |zl=lzl.
o 7z7=zI".
1z
e —=—— quand z#0.
z lzl

Propriété (inégalité triangulaire) :
V(z,2)e C2,ona:

<lz+z7ZILlzI+1Z°1I.

lzl-1z|

La deuxieme inégalité est une égalité si et seulement si z’=kz ou z=kz’ avec ke R, .

IT — Groupe des nombres complexes de module 1
1. Le groupe U
Définition :

| On appelle U I’ensemble des nombres complexes de module 1.

Théoreme :
L’ensemble U est un groupe pour la multiplication. C’est-a-dire :

e Le produit de deux complexes de modules 1 est encore de module 1 (U est stable pour la
multiplication).

® 1le U etla multiplication est associative dans U .

® [’inverse d’un complexe de module 1 est encore de module 1.

2. Forme exponentielle d’un nombre complexe de module 1
Définition :

| Pour tout 6 R, on note €® =cosO+isin®.
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Propriété :
ze U & J0eR, z=¢".

Propriété :

V(0,0 e R*, ona e®® =¢%".

Corollaires :

i. VneN,6V(®,0,,.,0)eR":

ol (040, +.46,) i, i0,

=e%e% e,

ii. Formule de Moivre: YV ne N, VOe R :

e™ =(")" & cos(nB)+isin(nd) = (cosO+isinO)".

iii. V(0,0)eR”:

— 1 B . . ele
ele :W:e i0 et el(e 0") — =
€
iv. Formules d’Euler: ¥ 0e R :
i0 —i0 i0 —i0
e’ +e ) —e
cosf=————— et sinO= -
2 21

3. Forme exponentielle

Propriété et définition :

Pour tout ze C’, il existe O R, unique modulo 27, tel que z=Izle* (ol |z| est le module de z).

Cette écriture est la forme exponentielle de z et 6 est un argument de z.

Propriété :
Pour tout z=x+iye C",ona:
X .
cosO=— et smezl.

A [z]

Propriété :

Pour tous z,z'e C,ona:

' {I zl=1z'l
72=17 =
arg(z) =arg(z") [27]

En particulier :
0[2n] siz>0

® iz est réel, module et valeur absolue sont identiques et arg(z) = ] ;
T [27t] siz<0

ki [2n]  siy>0
® iz estimaginaire pur avec z =1y, lzl=1y| et arg(z) = .
- g [2n] siy<0
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Propriétés : Regles de calcul

Pour tous z,z'e C',ona:

e arg(zz’)=arg(z)+arg(z’) [2%] .

* arg (Z;,j =arg(z’)—arg(z) [2x].

e arg(z")=narg(z) [27] pour tout ne Z.

e arg(z)=-—arg(z) [ZR].

4. Applications
a. Linéarisation :

Il s’agit d’exprimer les puissances du cosinus ou du sinus d’un angle en fonction des cosinus et sinus des
multiples de cet angle. Pour cela, on utilise les formules d’Euler et du binbme de Newton :

n I —iB\n I (0 e —i(n-k)0 I &(n i(2k-n)0
cos"O=—(e" +¢ =— ee =— e
o =0 2@ 7 2 1

k=0 k=0

n n

s..n _L i -0 no_ 1 n _ 1\n—k Lik0 —i(n—k)GzL n __1\n—k Li(2k-n)6
sin e_(Zi)“ e”—e™) 2 Z(kj( D" e™e 20 Z(kJ( D" e

k=0 k=0

b. Développement :

C’est le contraire, on cherche a exprimer le cosinus ou le sinus d’un multiple d’'un angle en fonction des
puissances du cosinus et du sinus de cet angle. Pour cela, on utilise les formules de Moivre et du bindome de
Newton :

cos(nf) =Re(e") = Re((eie)n ) = Re((cos 0+isin 0)" ) = Re(i(gji“_k cos* Osin™™* 9]

k=0

sin (nB) = Im (e"®) = Im((ei")n ) = Im((cos 0+isin0)" ) = Im(zn:(llzji“‘k cos* Bsin" ™ 6]

k=0

c. Technique de I’angle moitié :

it : it
l+e" =2e2 cos L 1—e" =—2ie 2sin L
2 2

Pour tout te R:

Application : Pour tout 6 # 0 [27t] :

o) . ((n+1)6
n N [ —eitn+he Cos (2j Sm( > j
Zcos(ke)zRe(Z(e‘e)kj:Re( , j:

1—e® . (9)
sin| —
2

n . 1 i(n+1)0 sin (nej sin((n +1)ej
ZSin(ke)ZIm(Z(eie)kJ:Im( —e | j: 5 5

1-¢” : (ej
sin| —
2
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Pour tous a,be R :

i2*b a—b
e +e® =2¢ 2 cos( j

b a-b
o ib . . -
e —e” =2je 2 sm( j

d. Formules de trigonométrie :

Soit deux réels a et b.
Formules d’addition :
cos(a+b)=cosacosb—sinasinb

sin(a+b)=sinacosb +cosasinb
Notamment :
o )
cos 5+aj =—gsina

cos(m+a)=cos(mt—a)=—cosa

. . T .
sin(t+a)=—sina cos(g—ajzsma

. [T . (T
sin| —+a |=sin| =—a |=cosa
(2 j (2 j

sin(t—a)=sina

Pour a, b et a+Db différents de (2k + l)g, avec k entier :

tana +tanb
tana+b)=———
l—tanatanb

Formules de soustraction :
cos(a—b)=cosacosb+sinasinb

sin(a—b)=sinacosb—cosasinb

Pour a, b et a—b différents de (2k + 1)%, avec k entier :

l+tanatanb
Formules de produits :
cosacosb = %(cos(a +b)+cos(a—b))
sinasinb = %(cos(a —b)—cos(a+b))
cosasinb = %(sin(a +b)—sin(a—b))

Formules de duplication :
cos(2a) =cos?a—sin2a=2cos?2a—1=1-2sin2a

sin(2a) =2sinacosa
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Pour a et 2a différents de (2k + 1)%, avec k entier :

1—tanZ2a

Formules d’addition :

a+b a—-b
cosa+cosb=2cos cos
. ) . a+b a—-b
sina+sinb = 2sin cos
2
Formules de soustraction :
. a+b . a-b
cosa—cosb=-—2sin sin
) . a . a-b
sina—sinb =2cos sin

Formules avec I’angle moitié :
Pour a tel que % différent de (2k + 1)%, avec k entier, et en posant t = tan (%j, ona:

2

1-t ) 2t
cosa= 5 sina = 5
1+t 1+t
o )
Et pour a # (2k+1)5, avec k entier :

t

tana = 5

1-t

Réduction de acosx + bsinx :

Soient a et b deux réels non nuls. Il existe o tel que :

a .
COSOL=——= €t SIno =

b
vVa2+b? Vaz+b2
Alors, pour tout xe R :
acosx+bsinx =+aZ2+b2cos(x—a).

Cas particuliers :

. T
cosS X +sin X =+/2 cos(x _Z)

. T
cosX —sin X =+/2 cos(x +Z)

III - Racines n*“™ de ’unité
1. L’ensemble des racines n'™ de I’unité
Définition :

Soit ne N*.

Les racines n'“™ de 1’unité sont les racines complexes de z" =1. On note U, 1’ensemble de ces racines.
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Propriété :

2k
Vne N, I[an{el n ,ke[O;n—l}]}.

Propriété :

Soit ne N". U, est stable par multiplication et passage a I’inverse.

2. Résolution de 2" = a

Propriété et définition :

Soit ne N et re R, . Il existe un unique réel positif a tel que a" =r .

Ce réel est appelé racine n™ de r, noté 4r .

Propriété et définition :

Soient ne N™ et ae C" tel que a=re® avec r>0.

i—
L’ensemble des solutions de I’équation z" =a d’inconnue zest z U, ou z, ={re".

Ces solutions sont appelées racines n'™™ de a.

IV — Second degré

1. Racines carrées

Propriété :

Soit ze C. 1l existe deux nombres complexes 1, et 1, tels que r; =1; =z. On ade plus, r, =—T,.

2. Second degré
Soient a, b et ¢ trios nombres complexes, avec a # 0.

On cherche a résoudre dans C, I’équation :
az2+bz+c=0.

On pose A =b2—4ac qui est le discriminant. Si § est une racine carrée de A, les racines de 1’équation ci-dessus
sont :

-b-9 -b+d
et .
2a 2a

Une équation du second degré dans C possede toujours deux solutions (éventuellement égales : racine double).

3. Relations entre les coefficients et les racines d’un trinome

Propriété :

. . ) . b c
Si z, et z, sont les racines de az2+bz +c (distinctes ou pas),ona z, +z,=——et 2,2, =—.
a a
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V — Exponentielle complexe
1. Définition
Définition :
X 1y

Soit z=x+iye C. On pose e¢” =e’e

2. Propriétés
Propriété :

| V(z,z")e C*, """ =e’e” .

Corollaires :

i. VneN',V(z,2,,.,z,)eC", e =¢he™,  e" .
ii. VneN,VzeC, e™=(e")".

1 _
iii. VzeC, —=¢e".
e

z

) €
iv. VzeCetVz'eC,onae™" =—..
e

v. VzeC, e =¢€".

Propriété :
V(z,z") e C*:

z z'

e"=e" & z—-z'=2km avec ke Z.

VI — Interprétation géométrique de nombres complexes
1. Le plan complexe
Définitions :

Le plan complexe est le plan usuel (R?) muni d’un repére orthonormé direct (O;i,V).

Si M est un point (resp. : U est un vecteur) de coordonnées (x, y), alors z=x+1y est I’affixe du point M

(resp. : du vecteur U). Le plan est ainsi mis en bijection avec C.

Propriétés :

Si M est un point d’affixe z, alors :

e [z|=0OM.

° arg(z):(ﬁ,O—M).

e Me (0Ox) & =zestréel.

¢ Me (Oy) < zestimaginaire pur.

Pour tous points A, B, C et D, d’affixes respectives z,, z;, Z. et z, :

e L’affixe de AB est 2 =227,
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e A=B & z,=1z,.

e AB=llABl=|z, -z,

. (ﬁ,ﬁ)zarg(zB—zA) [2n] avec A # B.

. mg(MJz(Xﬁ,éﬁ) [27] avec A#B et C#D.
z

B Za

e [’affixe du milieu d’un segment [AB] est ZatZy .

. o . Z,+72,+2
e L’ affixe du centre de gravité d’un triangle ABC est —4—2—C |

Pour M d’affixe z, on a le schéma :

_______________

______________

ou M,, M, et M, sont les symétriques de M par rapport a (Ox), (Oy) et O respectivement.

Propriétés :
Pour tous vecteurs U et V d’affixes respectives zet z' :

o laffixede U+V est z+2z' et affixe de kU avec k réel est kz.

e U et V sont colinéaires si et seulement si zz'e R.

e UetV sont orthogonaux si et seulement si zz'€ iR.

Propriété :
Soit a un complexe fixé et R >0. L’ensemble des points M, d’affixe z, du plan complexe tel que
|z - a| <R (resp. |z - a| <R) est le disque ouvert (resp. fermé) de centre A, d’affixe a, et de rayon R.

2. Transformations du plan

a. Généralités :
Définitions :

On appelle transformation du plan une bijection du plan dans lui-méme.

Soit u un vecteur du plan. La translation de vecteur u est I'application du plan dans lui-méme qui & un
point M associe le point M' tel que MM '=1u.

Soient € un point du plan et o un réel. La rotation de centre Q et d’angle o est I’application du plan dans
lui-méme qui a un point M du plan associe le point M' tel que QM'=QM et (QM, QM) = o[ 2]
(quand M # Q).
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Soient Q un point du plan et k un réel non nul. L’homothétie de centre €2 et de rapport k est I’application

du plan dans lui-méme qui a un point M associe le point M' tel que QM '= kQM.

Soit D une droite du plan. La réflexion (ou symétrie axiale) d’axe D est I’application du plan dans lui-
méme qui a un point M associe le point M' tel que D est la médiatrice de [MM '] si Mg D et M'=M si

MeD.
/ A/ / a
D
M
Translation Rotation Homothétie Réflexion

Propriétés :
Les translations, rotations, homothéties et réflexions sont des transformations du plan et :

e Laréciproque d’une translation de vecteur U est la translation de vecteur —u .

e [a réciproque d’une rotation de centre Q2 et d’angle o est la rotation de méme centre et d’angle — a.

¢ La réciproque d’une homothétie de centre € et de rapport k est I’homothétie de méme centre et de
rapport 1/k.

e La réciproque d’une réflexion (ou symétrie axiale) d’axe D est elle-méme.

b. Ecriture complexe :

Définition :
L’écriture complexe d’une application du plan dans lui-méme est une relation du type z'=f(z) ou z est
I’affixe d’un point M et z' est I’affixe de son image par I’application.

Propriétés :
Soit f une application de P dans P.

e f est une translation si et seulement si son écriture complexe est z'=z+b. Dans ce cas, f est une
translation de vecteur u, d’affixe b.

e f est une rotation si et seulement si son écriture complexe est z'=¢€*(z—z,)+z,. Dans ce cas, f est
une rotation de centre € d’affixe z,, et d’angle o.

¢ f est une homothétie si et seulement si son écriture complexe est z'=k(z—z,)+z,. Dans ce cas, f est
une homothétie de centre Q et de rapport k est.

e [’écriture complexe de la réflexion par rapport a 1’axe des abscisses (resp. ordonnées) est z'=7 (resp.

z'=—-7).




