PCSI

Chapitre 6 : Fonctions numériques - Limites et continuité

Programme officiel PCSI

a) Limite d'une fonction en un point

Ftant donné a fini ou infini appartenant a I ou extrémité
de I, limite finie ou infinie d'une fonction en a.
Unicité de la limite,

Si f est définie en @ et posséde une limite en g,
alors lim f{(x) = f(a).
A id

Si [ posséde une limite finie en a, alors f est bornée au
voisinage de a.
Limite a droite, limite 4 gauche.

Caractérisation séquentielle de la limite (finie ou infinie).
Opérations sur les limites : combinaison linéaire, produit,
quotient, compaosition.

Passage a la limite d'une inégalité large.

Existence d'une limite par encadrement (limite finie), par
minoration (limite +oo),par majoration (limite —oo).
Théoréme de la limite monotone,

Les définitions sont énoncées avec des inégalités larges.

Notations f(x) J:;f’. li_r'réf[x}l.

?27?

Notations lim f{x) ou lim f(x).
Yol x—gt

X

b) Continuité en un point
Continuité, prolongement par continuité en un point.
Continuité a gauche, a droite.

Opérations sur les fonctions continues en un point : com-
binaison linéaire, produit, quotient, composition.

La continuité de f au point a de I est définie par la rela-
tion fix) — fla).
X—=a

¢) Continuité sur un intervalle

Continuité sur un intervalle.

Théoréme des valeurs intermédiaires.

Image d’un intervalle par une fonction continue.
Corollaire : cas d'une fonction continue strictement mo-
notone.

Théoréme des bornes atteintes : toute fonction continue
sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

Image d'un segment par une fonction continue.

Toute fonction réelle strictement monotone, définie et
continue sur un intervalle, admet une fonction réci-
progque de méme monotonie, définie et continue sur un
intervalle.

Principe de démonstration par dichotomie.

La démonstration est hors programme.

La démonstration n'est pas exigible.

d) Fonctions complexes

Bréeve extension des définitions et résultats généraux sur
les limites et la continuité.

Caractérisation de la limite et de la continuité a 'aide des
parties réelle et imaginaire.
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Résumé

I — Limites

1. Limite finie

a. Définitions :

Définitions :

Soient f € R' définie au voisinage de ae I (i contient I et ses extrémités finies ou infinies) et un réel ¢ .

® Siaest fini, on dit que f admet / _pour limite au point a si :

vVe>0,da>0 telque Vxel, Ix—al<a = If(x)-/I<e.

® Si aest fini, on dit que f admet / _pour limite a droite (resp. & gauche) au point a si :

Ve>0,da>0 telque Vxel, a<x<a+a (resp. a—a<x<a) = [f(x)-/I<e.

® Si a=+0co0,onditque fadmet ¢ pour limite en + 0 si :

vVe>0,dA>0 telque Vxel, x=2A = [f(x)-/lI<e.

® Sia=-—oo,onditquefadmet / pour limite en — oo si :

vVe>0,dA>0 telque Vxel, x<-A = [f(x)-/I<e.

b. Premieres proprié€tés :

Propriété :
Si une fonction admet une limite finie en un point alors cette limite est unique.
Notations : limf =limf(x), imf = lim f(x) = limf(x), imf = lim f(x) =limf(x), f(X) ———>/.

X—a a
X>a X<a

Propriété :

Toute fonction admettant une limite finie en a€ I est bornée au voisinage de a.

Propriété :
Toute fonction admettant une limite strictement positive en a€ [ est minorée, au voisinage de a, par un
nombre réel strictement positif.

2. Limite infinie

Définitions :

Soient f € R' définie au voisinage de ae I.

e Si aest fini, on dit que f admet + oo (resp. — o) pour limite au point a si :

VA>0,3da>0telque Vxel, |Ix—al<a = f(x)>A (resp. f(X)<—A).

e Si a=+o0,ondit que f admet + oo (resp. — o) pour limite en + oo si :

VA>0,3dA>0telque Vxel, x>2A = f(X)>A (resp. f(x)<—A).

e Si a=-—o0,ondit que f admet + oo (resp. — o) pour limite en — 00 si :

VA>0,3dA>0telque Vxel, x<—-A = f(x)>A (resp. f(x)<—A).
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3. Caractérisation séquentielle

Dans cette partie, on prend ae I.

a. Fonctions de limite nulle :

Propriétés :
Soit acI et feR.Ona:

(fo—=—1) & (Vuel'u, —>a = f,)->/)

4. Opérations sur les limites

Dans cette partie, on prend ae I.

a. Fonctions de limite nulle :

Propriétés :
* f(x)>0 < Ifl(x)—>0.

¢ ’ensemble des fonctions de R' de limite nulle en a est stable par combinaisons linéaires.
Propriété :

Le produit d’une fonction bornée au voisinage de a par une fonction de limite nulle en a est de limite
nulle en a.

b. Fonctions de limite finie quelconque :

Tous les résultats donnés dans cette partie, s’adaptent sans peine aux limites a droite et a gauche.
Propriété :
Si f(x) > ¢ quand x —a alors If(x)| =1/l que x > a.

Propriété :

Soit f et g deux fonctions de R' telles que limf =/ et limg=/"avec { et (' finies.
* V(Awe R2, im(Af +pg) =Ml +pl’
e limfg=/0".

e Sifne s’annule pas au voisinage de aet /#0, alors liml :% et lim% :% .

Propriété :
Soient f € R' telle que limf =be J et g est définie sur J tel que f(I) cJ telle que ligng =leR.

Alors, limgof =/.

c. Fonctions de limite infinie :

Propriété :

Soient f et g deux fonctions définies sur I.
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e Si limf == oo, alors liinlf |=+c0.
e Si lignf =4 oo (resp. — o) et g bornée au voisinage de a, alors lign(f +g)=+00 (resp. —o0).
e Si lignf =1 oo, g de signe constant et | g| est bornée par deux réels strictement positifs au voisinage
de a, alors liin fg =+ oo (suivant les signes de f et g : voir le tableau).
e Si lignf =beR et g est définie sur J tel que f(I)cJ telle que lign g=+0c0 (resp. —o), alors
ligngof =+ oo (resp. —oo).
e Pour les autres opérations, voir les tableaux ci-dessous (ou F. I. = Forme Indéterminée).
Somme :
lignf / / + oo — + oo
ligng + oo P + oo — oo — oo
liin(f+g) + oo — + oo — F. I
Produit :
imf | /50 | />0 | /<0 | £<0 | 400 | —o0 | 400 0
limg +oo | —oo | 400 | —o0o | 400 | —o0 | —oo | Foo
li:nfg + oo — o0 — + oo + oo + oo — o0 F. I
Quotient :
limf | /50| />0 | f<0| f<0| ¢ 0
limg | 0* | 0" | 0" | 07 | e | 0
lignf/g + oo — — + oo 0 F. L
lignf + oo + oo + oo + oo — o — oo — — + oo
limg | />0 | <0 | 0F 00 | £>0|0<0| OF 0 + oo
lifnf/g + oo — + oo — oo — oo + o0 — o0 + oo F. 1

5. Limites et ordre

Propriété :

Propriété :

Si If I<g au voisinage de aet limg =0, alors limf =0.

Silimf=/eR et img=/"e R avec f <g ou f <g au voisinage de a, alors (< (".
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Corollaire : Théoreme des gendarmes.

Si h(x) £f(x) < g(x) au voisinage de aet limh=limg=/e R, alors limf =/.

Propriétés :

e Si g<f auvoisinage de aet limg=+oo, alors imf =+ oo,

e Si g<f auvoisinage de aet limf =—co, alors limg=—co.

6. Limites et monotonie

Théoreme :
Soit f croissante sur 1.

® Sia#-—oo etfestdéfinie et majorée au voisinage de a~, alors limf = sup{f(x), xelN] —oo;a[} eR.

® Si a#—oo etfdéfinie et non majorée au voisinage de a”, alors limf =+oo.

a

* Sia#+oo etfestdéfinie et minorée au voisinage de a*, alors limf =inf {f(x),xe INJ]a;+eo[}e R.
a

e Si a#+ oo et fdéfinie et non minorée au voisinage de a*, alors lirpf =—o0,

a

7. Limites et représentation graphique

e Si limf =/, alors la courbe de f admet la droite d’équation y =/ pour asymptote horizontale en + oo.

Idem en — 0.

e Si a est finie et imf =%+ ou 1irpf =t ou limf=xo, alors la courbe de f admet la droite

a a a

d’équation x =a pour asymptote verticale.

e Si il existe deux réels finis a et b tels que lim [f (x)—(ax +b)] =0, alors la courbe de f admet la droite

d’équation y =ax +b pour asymptote oblique en + c. Idem en — co.

Pour déterminer une éventuelle asymptote oblique en + oo, la méthode est la suivante :

o Evaluer lim @
X+ X

o Si cette limite vaut a fini, alors évaluer lim [f(x)—ax].

X =+

o Si cette limite vaut b fini, alors la droite d’équation y =ax +b est asymptote oblique a la courbe
de fen + oo.

II - Continuité
Dans ce qui suit, on considere une fonction f € R' et ael.
1. Définitions
Définitions :
¢ On dit que f est continue en a si }l(i{gf(x) =f(a).

® On dit que f est continue a droite (resp. a gauche) en a si lim f(x)=f(a) (resp. lim f(x)=1f(a)).

® On dit que f est continue sur I si elle est continue en tout point de I.
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Notations : C,(ILLR) et C(I,R) sont respectivement les ensembles de fonctions de I dans R continues en a et

continues sur 1.

2. Continuité et opérations
Propriétés :

e C (LR) et C(I,R) sont stables par combinaisons linéaires et produit.

e Si f est continue en a (resp. sur I), |f | I’est aussi.
¢ Quand il est défini, le quotient de 2 fonctions continues en a (resp. sur I) est continu en a (resp. sur I).

¢ Quand elle est définie, la composée de deux fonctions continues est continue.

3. Restriction et prolongement

Propriétés :
Soient f € C(I,R) et J un intervalle inclus dans I. La restriction de f a J est continue sur J.

Définitions :

Soit be I\I fini. Si f admet une limite finie en b, on dit que f se prolonge par continuité en b.

Dans ce cas, on appelle prolongement par continuité de f la fonction f définie par:

f(x) sixel

f:Iu{b}—>R;XH ]
/ six=b

ou litr’nf =/.

4. Image continue d’un intervalle — Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoreme :

Si fe C(I,R), alors f(I) est un intervalle. Autrement dit, I’'image d’un intervalle par une fonction

continue est un intervalle.
Corollaire : Théoréeme des valeurs intermédiaires.

Si fe C(ILR) et [a;b]c 1.

Tout réel compris entre f(a) et f(b) admet au moins un antécédent dans [a;b] par f.

5. Image continue d’un segment

Théoreme :

Si feC([a;b],R), alors f ([a ;b]) est un segment. Autrement dit, I’image d’un segment par une fonction

continue est un segment, ou encore, toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses
bornes.
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6. Bijection continue

Propriété :

Soit fe R' strictement monotone sur I et telle que f(I) est un intervalle. Alors, f est une bijection

continue de I dans f(I).

Théoreme : de la bijection continue.

Si fe C(I,R) est strictement monotone sur I, alors elle est bijective de T sur J=f(I) et sa bijection
réciproque est continue sur J, strictement monotone et de méme sens de variation que f.

I1I — Extension aux fonctions a valeurs complexes
Dans ce qui suit, on considere une fonction f € C'etacl.
Définitions :

Soit un nombre complexe /.

Si a est fini, on dit que f admet / _pour limite en a si :

Ve>0,da>0 telque Vxel, Ix—al<a = If(x)-/lI<e.

On dit que f admet /¢ pour limite en + oo (resp. — ) si :

Ve>0,dA>0telque Vxel, x>A (resp. x<—A) = I[f(x)-/I<E.

Si ae I, on dit que f est continue en a si limf(x)=1f(a) et que f est continue sur I si elle est continue en
X—a

tout point de L.

Propriété :
Si f admet une limite finie en a alors :

e cette limite est unique et on la note lim f(x) ou limf .
a

X—a

e fest bornée au voisinage de a.

e limf(x)=/ = IimIf(x)I=1/1.

Propriété :
. limf = /e C si et seulement si lim Re(f) =Re(¥) et lim Im(f) =Im(?) .

e limf =/e C siet seulement si limf = 7.

Propriétés :

Soient f et g deux fonctions telles que lignf =/ et lifn g=/0".
v (ApeC?, lign(kf +ug)=Al+pl'.

lign fg=100".

. .. .t . .1
Si '#0 alors g ne s’annule pas au voisinage de a et lim— :% (en particulier, im— = 7 ).
a g a g

Si he R’ avec h(J)c1, aeJ, limh=bavec be h(J) et limf =¢, alors limfoh=¢.




