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Corrigés des TD du chapitre 10

Exercice 1

1) a. L’intégrale J:m 1nt
t —

) nt 1 Int 1 Int , . ) «
® lim| — |=lim| ——— |=—, donc ¢+ ———, prolongée par continuit€ en 1, est continue sur R ;
i>\t"=1) =>1\t+1t-1) 2 |

150 Inz et 1+ —Inr est intégrable au voisinage de 0°
t —]t—>

. Int Int Int 1 1
e lim | " > = lim —==0 donc ———= o | =3 | et f+> -7 estintégrable au voisinage de +co.
t—+oo0 " —1 to+o0 [t =1 1o+ g t

+o Int
.[ dt converge.
o -1

b. L’intégrale j est impropre en 1.

0arccos x

* x> est continue sur [0,1] ;
arccos x
n/2 8int sin ¢
e Pour tout ac[0,1], j = j —d et im——=1.
0 arccos x t=arccosx 0 t—0 t
Donc :
1 X
j converge.
0arccos x

+o0

c. L’intégrale L "1y
t (Unt

est impropre en + oo,

. 1 1 +oo ) +oo .
Sia<l1,alors —= o ( j et I ﬂ diverge, donc I dt diverge.
t

t o+ t*(Int)’ 2 2 t“(Int)’
. 1 1 dt a+l +o0
e Sia>1,alors (In t)b _t—>0+w(Wj et .[ ) W converge car T>1, donc J-Z n py converge.
In X +oo (t
e Sia=b=1,alorspour X =22, =In + oo, donc —— diverge.
P I tint (anJ Xote '[2 tInt 8
e Si a=1 et b#1, alors pour tout X =2, j dr ! ! — = 1b_1 rm dr p
2 t(Int)" 1—b (In X) (In2) 2 t(Int)

converge quand b >1.

Donc :

+eo t . .
j converge si et seulement si a>1 ou(a=1-et b>1).
2 t“(Inr)’
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1

14+~
+ oo 1 X b
d. L’intégrale L (1+—j —a—— |dx estimpropre en + co.
X X

1 1 Iyr 1 1 1 1 1
I+—|Inf1+—|=14+—||———==+ 0o |5 ||=—+t==+ o |
X X x)\x 2x° x-o+e\x x 2x° xoe\x

1
(Hij”x_a_é:ei“ilm(“ﬁ_a_é:eiwm&l_a_ezl_a+ﬂ+i+ , (Aj

Ona:

Donc :

X X X X X X X = Foo xz

) 1 . . 1-b )
La fonction x> — est intégrable sur [1,+oco[, mais x+>1—a+—— ne Iest pas sauf si elle est nulle,
X X

autrement ditsi a=b=1. Ainsi :

1+
+oo 1) « b . .
L (1 +—j —a—— |dx converge si et seulementsi a=b=1.
X X

. , oo . .
e. L’intégrale I . sin® xdx est impropre en + oo .

La fonction x > sin” x est non nulle et périodique, donc :

+oo
J-O sin® xdx diverge.

+oo .
f. L’intégrale jo " dt est impropre en + oo .

Pour tout x >1, on a en intégrant par parties :

.[xe”zdtz Xi‘Zite”zdtz{i_e”z} +i‘jxi2e”zdt=i_ e——ei+jxi2e”zdt .
! 1 2it 2it L 207t 2i| x Lt

Et:
.2
X
. e
e Jim —=0;
x>+ x

1 ir?

t2

1 +oo 1 +oo 1 .2 1 112 . A
:t_2 et L t—zdt converge, donc L t—ze” dt converge (t t—ze” est intégrable sur [1,+ oo[).

+o0 .2
jo e" dr converge.

g. L’intégrale J-(:wcos(e")dx est impropre en + oo,

On fait la méme technique que ci-dessus :

j0+°°cos (¢*)dx = J-(:me_”ex cos (e") dx =[ ¢ *sin (eX)];“ +j0+°°e-x sin (¢*) dx = sin1+J-0+we’x sin (¢*) dx .

+oo
Comme ‘e"‘ sin (ex)‘ <e "et jo e “dx converge, L e “sin(e")dx converge.
)
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Ainsi :

+ oo
.[0 cos(e*)dx converge.

+ o0
h. L’intégrale jo x’ sin (x*)dx est impropre en + oo

Once again :

te 3. 8 I 1 7 - 8 _ 1 8
L X~ sin (x )a’x—j1 QSx sin (x )dx—[—gcos(x )}

Et les deux termes du membre de droite convergent, donc :

+ o0

+oo 1 g
—L (2—xscos (x )jdx

1

+ oo
3 .
L x’ sin (x*)dx converge.
)

y +e0 SIN X sin x
2) Les deux intégrales jo —dx e ( j dx sont impropres en 0 et + oo,
X
. sinx sin x
Ona hrr(l) =1,donc x> —— et ( j se prolongent par continuité en 0, et ainsi :
X —> x x

J‘ISIIIX

. 2
sin x 1
Pour tout xe[l,+[, on a OS( j <=
X X

[1,+ o[ et ainsi :

et ],

2
S x

s

+eo |
et L — dx converge, donc x>
X

sin x
( j dx convergent.

sinx )’ o
j est intégrable sur

X

j dx converge.

Pour tous a,be R, tels que a<b, on a en intégrant par parties :

b( sin x : | 1
.[ ( j dx = —sm xdx—H——
al x a x*

b
jsinzx} —J-b(—lj2cosxsinxdx
X LTl x

Et en posant ¢ =2x, on obtient :

: 2 a2 . <2 .2 .
_sin"a _sin b+jbs1n(2x)d _sin"a _sin b+jbs1n(2x)2dx
a b a X a b a  2x
. 2 ) .2 .
Ih(smxj gp=Sina_sin b+-[2bsmtdt
a X a b 2a ¢
sin® b

. sin*a . . sina
Or, on a lim =lim| sina
a

a—0 a a—0

=0x1=0 et lim

b=+

+ oo dans la relation ci-dessus, on obtient la convergence de .[ .

=0, donc, en faisant tendre a vers O et b vers

~sint
——dt et:
t

Jo
0

[

sin x

X

2
Jae=”

sin ¢
—dt
t
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L’intégrale de Dirichlet est j “sinx

dx, donc on vient de voir qu’elle converge. On montre que qu’elle est

. T
semi-convergente et vaut —

Exercice 2

+oo arctan t

e . arctant /2
a. L’intégrale I 1 dt est impropre en + oo, mais

oo |
> — et j —dt converge, donc
t t—>+o f 1 t

oo arctan t
L dt converge.

Pour tout xe [1,+ o[, on a en intégrant par parties :

x arctant arctant | x o dt arctan x x(1 t
j > dt=| - +J- > =arctanl— +J- -— dt
Lot t L ULt +1) I

X P +1
X 2
:E—amtanx+lnt—lln(t2+1) =£—amanx+lln 2x +lln2
4 X 2 , 4 X 2 x +1
Enfin, en en faisant tendre x vers + oo, on obtient :
[rraeant T g
1 t 4 2
e +oo dt ) ) 1 1 +o ] +eo (t
b. L’intégrale IO e est impropre en + oo, mais [ariiep et .[1 t—3a’t converge, donc IO Tar
converge.
Ona:
+oo -2 1+ 1 1 2tr-1 3 1
| :—I ( jtz—J' ( ——— +2— jdt
0 147 1+1¢ t—t+1 390 \14+¢r 2t —t+1 2t —t+1
1 1 2%-1\]""
== 1n(1+t)——1n(t2—t+1)+\/§arctan( j
3{ 2 NEAR
3 (VP-t+1) B V3],
Soit :
J-+°° dt _ 27
o 1+ 33

e 1 xInx . .
c. L’intégrale I . \/_2 dx est impropre en O et 1, mais :
1—x

li —

lm_xlnx =0 et hm_xlnx =lim x‘/—l_x In x =0
x—=0 [1_x2 x—=1 /1_x2 x—1 1+x l_x )
1 xInx

Donc, I Oﬁdx converge.
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Avec une IPP, on a pour tout (a,b)e ]10,1[° :

Ib xlnx

b
V1-x° L NI
En posant t=+/1—x" :
.[h\/l—x

X

lnxdx——[\ll X lnx} +I 1 X .

dx——.[hl x? —2x J-H ? J-lhz(

ﬂlt ﬂ

e
1-¢

[ F( - jdt—[t] lln(ﬂj "
i Tl e T Viea? 1=t )] =
Vieo?

u el b
W—Fl(”?}ﬂ{ﬂ}

a

2 2
[RELLE SN et WA e N el 1[1”; b] 1{_1”1-0}

a

b

\ 2
=I-a ma+n(1+V1-a* |- Ina—1-a* ~1-b* Inb+ 1—b2—1n(1+— Vl_b}

=[\/1——2—1Jlna+ln(l+\/l—a) J1=a® 10> mb+1-p* - 1[”*/27]
14++1-5°
=

2
:Lh‘“+1n(1+\/1—a2 )—Jl—a2 —1=p* mb+1-b* =1n

V1-a® +1

En faisant tendre a vers O et b vers 1, on obtient :

dx=In2-1

Ih xIlnx

a

1—x?

—=dh converge,

d. L’intégrale m\/ tan x dx est impropre en E, mais , [tan ——h =+/cotan et
0 2 2 h-0" f \/_

/2
donc I . v/tan x dx converge.

Posons carrément ¢ =+/tan x . On obtient :

/2 +oo Dt oo f 1 +oo t t
vtan x dx = t =2| ——dt=—7= ( - jdt
Js wde=], 1+1* J 1+1* \/EJ.O 2 =N2+1 22t +1

1 oo 2t=+2 20 +42 V2 V2
_ J' — + + dt
2200 |22+l a2+l A=+l P2+
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/2 1 ¢+ 2t=+/2 2t ++2 1 ¢+
vtan x dx = - dt+ ( jdt — ( j
J 2x/§j° 2 =\V2t+1 421 +1 21 +1 I 2 =2t +1
1 r 20-42 2442 1 +w( 1 j
2200 (2 =2r+1 A2 +1 2 =21 +1

1o 2=N2 2442 1 o= A2
= j — dt+—j —dt
W20 (=241 A2+ 2= (2r-1)2 +1

—2t+1 1 =
2\/{ (; +\/_§11H0 +$[aman(\/§t_l)}—w

/2 T
.[() \/tanxdxzﬁ

Soit :

e. L’intégrale I (\/_ +aNt+1+b\Jt+2 )dt est impropre en +oo. Or:

\/;+a\/t+l+b\/t+2 =x/;[l+a,/l+%+b /1+%J

:x/;{1+a+b+a;2b—a+?b+ 0 (%ﬂ

t 8t t
a+2b a+4b 1
:(1+a+b)\/;+ - + o (—j
NI N A YN/
Comme j “Jtdr et j —dt divergent et I dt converge, I’intégrale converge si et seulement si :

I+a+b=0 a=-2
= .
a+2b=0 b=1
Dans ce cas,on a :

[ (V-1 t+2)dt:Et\/?—zg(tﬂ)\/m%mz)mr
=§[I(ﬁ_z¢t+—1+ r2)+2(Vre2 Vi)
—2 lim [/ (Vi) 2 (Vi 2 i) |- 4(‘/_ D

=2 lim t\/_l 2,/1+ ,/1+— ) ! ‘W_ D
3iowe| t+2+t+1 3

Zm |-t (Lﬂ 42D
3t—>+00_ 4\/; t—>+o \/; 3

Soit :

[ (2T 2= - 2D
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f. Pour que la fonction ¢ — soit définie sur ]0,1[, il faut que 1+az >0 sur ]0,1[.

1
NJA=0)1+at)

) ) L. . 1 o1 .
C’est toujours le cas quand a=0 et si a<0, 1+at>0 équivaut a t<——, donc si ——e ]0,1[, c’est-a-dire
a a

a <—1, la fonction n’est pas définie sur ]0,1[.

Ainsi, il faut que @ >—1 et dans ce cas, I’intégrale _[ ;# est impropre en 1.
—t)(l+at

Il y a deux cas a distinguer.

e Sia=-1,alors jl qui diverge.

dt :jl dt :jl dt
0 JaA=0)(A+at) 0 Jad=0-1) 0]—1¢
1 1 1

e Sia>-1,alors ~ et jli converge, donc _[ IL converge.
Ja-nd+ar) = 1—a1-t  01-1 0 Ja=n(1+ar)

Ainsi :

FL converge si et seulement si a>—1.
o JA-t)1+at)

Sia=0,ona:

1 dt 1 dt
il v il

Sia#0:
2
(A-t)(+ar)=1-(1-a)—at’ _(+a)’l, (2az+1—aj |
4a I+a
Alors,enposantx:w’ona(aveC 1+a>0):
+a

1+a
dt 1 dx

1 dt ! _ -~
IO\/(l—t)(1+at) J-O\/(1+a)2|:l_(2at+l—aj2:| 1+3\/(1+a) 1-x"] ILZ \/ [(1 x)]
da 1+a

) 1-a . L. <
Sur ]—1,+ o[, la fonction a Hl— est strictement décroissante de +o a —1 et vaut 1 en 0. Il faut donc
+a

distinguer deux cas.

Sia>0.ona —%el-1.1[ et:
1+a

l1-a
j ,—(1 I \/_ I o ,—1 - \/_ [— arccos x] = \/_ arccos (mj )

Si —1<a<0,ona1_—a>1 et:
1+a

- l-a
j —(1 Y \/7.[ \/_ \/7 [argch x] \/ﬂ argch (mj

Remarquons que la fonction argch n’est pas au programme. ..
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Finalement :

Lalrgch (F—aj quand —1<a<0
|a| 1+a

le: 2 quand a =0

O Jd=0)1+at)

——=arccos (—aj quand a >0

g. L’intégrale J-JIFJ dt est impropre en 0.
t

Commencons par effectuer le changement de variable x :1 . On obtient :
t
1oL
J’ol’";“dt —jl 7dx

Or, pour tout x€ [1,+ o[, 0<| x|<x, donc O<L J
X’

+ oo dx + oo LxJ
— et, comme j — converge, j dx converge.
1
X

x

On a alors :

+ooLxJ _+°° n+1LXJ _+°° n+l n _+°° n n+1_1+°° 1 1
o Zl ek, ?dx_;[_ﬁl LA s

n=l n

1S&( 1 1 1 131 1 1S 1 1 1S 1
i i i e e T
2=\n n+1 (n+1 2=\n n+l1) 245 (n+1) 2 294=n" 25n

n=1 n=1 n=1

Et ainsi :

h. L’intégrale J‘ML est impropre en +oo eten 0 quand A <0.

o (1+1*)(1+1")

converge (car 2+ A >1), donc .[ e At converge.

o (1+H(1+1Y)

Sik>0,0na% ~ le et .[m ftx
A+1)(A+1") 1=+ g L

9

o dt j +oo W e J'(+ o dt

Si kzO,onaI PN N — DTN
142 4 o (I+7)A+17)

— converge.
o (1+2)(1+1)

SiA<0,ona

1 1 +oo dt oo dt
° . <.~ et I - converge, donc j o ax converge |
A+)A+1t") 1o+t Lot U A+)A+1)

° % ~ et Ilt_xdt converge (car —A >0), donc Il% converge.
A+17)A+1") =0 0 O+ )A+1")

Ainsi, I WL converge.
o A+HA+1Y)
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Effectuons le changement de variable x =1 . On obtient :
t

I+°° dt _J’+°° x*dx
o A+A)A+Y) o (1+x)A+xM)
On a alors :
4o dt ot dt vo fdt e dt T
2.[ 2 ) _I 2 ) +j 2 ) _I 27 5
O A+H)A+1") o0 A+eH)A+") o0 A+H)A+t) o T+ 2
Et donc :
J'+°° dt T
o (A+H)(A+1") 4
e (=)
i. L’intégrale L dx est impropre en + oo,
X
Soit X =22 et N=E(X)=2,0na:
( 1)E(X) _N n+1( 1)E(X) (_ )E(X) _N—l . n+l dx N X dx
P S e [ Y S e

2:
oL

n=l1

X 1 X ..
Ona N<X <N+1, donc ISN<1+N etquand X -+, N =+, donc N_ﬂ et ainsi :

hm( D" In

(X j 0.

X —>+o00 N

La série z (-D"In (1 +lj vérifie de CSSA, donc converge et ainsi :
n

+o0

dx Z( D" In

[C 1)‘“”

Or, pour tout Ne N :

N N

2p+1

()

IX3X5X..X(2N -1)X(2N —1)

Z( % ln(1+ j:ﬁ " In ("“j Zh{ j
al 2p+1) & 2p—1
Rty
i 3><5><...><(2N—1)><(2N+l)j+ln(
2x4%..x (2N —=2)%(2N)
. (2N +1)!

[2x4%..X(2N —2)X(2N)]

Q2N +1)!
(2" NY)

(2N)
(2" N1

=In +In

;2 —ln{(2N+l){

2x4%..X(2N —=2)X(2N)
(2N)!
[2x4%..x(2N =2)x2N)]’

)

(2N)!
22N (N !)2

X N-1 . l Y £
( D" [ln(n+1) lnn]+( DY ln(Nj ;(—1) ln(l+nj+( 1) ln(Nj

|
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Et avec la formule de Stirling, on a :

2

2N 2N
2 NV4TN | —
(2N)! e 2N+1 2
CN+D)| v —= (2N +1) ~ | = ——.
27°(NY)) teo 22N><2nN(Nj N T
e
1 2 1 2 N
A1ns12( )" In 1+ —In| — |, donc Z( )" In 1+ =In| —|,dou:
n=1 n=1 T

too (— NE®
j CD " e (gj
1 X T

j+°° f (bx) — f(ax)

j. L’intégrale dx est impropre en 0 et en + oo,

X
fbx) _ - , : e
a——= (f(bx)) et comme f est intégrable sur R, alors x> f(bx) 'est aussi et donc 'intégrale
X X+
JTWMG])C converge. De méme, I’intégrale I 1+dex converge, et donc I IMde converge.
X X X

J‘ f(aX) J' f()

Soit 2>0.Comme ~———=dx convergent, on peut écrire :

[0 (SO0 ey,

X

Et en posant ¢ = ax, on obtient :

[T S0P

On a le méme résultat avec b, d’ou :

J‘+°° S (bx)— f(ax) J‘+°° f(@) _J'+°°f(t) J'“hf(t)
ah t
La fonction fest continue en 0, donc pour tout € >0, il existe o0 >0 tel que pour tout xe [0,0],on a:
fO)—e< f(0)L f(0)+€.

Alors, pour tout he [O,%}, ona 0<ah<bh<a,donc pour tout t€ [ah,bh], f(0)—e< f(t)< f(0)+¢€,d’ou:

ah

j”h@dzsj:@dtsj:@dz e (fo-g)f dt<j f(t)dt<(f(0)+s)j %.

Or:
j”hﬁ_[l 11" = In(bh) - ln(ah)—ln(b j
a

ah

Comme In (éj > (0, on obtient :
a

FO)—g< [ f(t) dt< fO)+e.

IU
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o o o
Ainsi, pour tout € >0, il existe o' = 3> 0 tel que pour tout he [0,a] :

a
Ceci prouve que zim jbh f @) dt = f(0), soit :
t

1
ﬁoln(b) ah
a

h—>0

fO)-e< j Hars poyve.

j”"—f(bx) f(ax) f(O)l( j f(O)ln(%j.

Ainsi :

J‘+w—f(bx)—f(a )dx converge et rw—f(bx) f(ax) =f(0)ln(%j.
0 X

X

k. L’intégrale J-Oltl—_ldt est impropre en O et en 1.
nt

1 1 1
Or, hmt— =0 et hmt— =1, donc la fonction t+> s est continue sur ]0,1[ (quotient) et se prolonge par

=0 Int =1 ]nt Int

o P 1t—1
continuité en O et 1. Ainsi, I’intégrale I . l—dt converge. Pour tout xe ]0,1[,ona:
nt

xt—1 x J x 1

— = — —dt
0 Int 0lnt 0lnt 0 ( )= J"lnt urj(’ lnu 0lnt

Donc :

[/= —— L ln_tdt

Pour tout xe ]0,1[ et tout re [x*,x]<]0,1[,ona tlnz <0 et:

2 2
Py > S X o 2 Lo X
tlnt tInt tint tlnt Inr tInt
Donc :
2 2
j—dz< —dt< I e j—dt< QLI R S
tint “Int “ fnt Xthn mt Xtmt
o o et
L tlnt j Int L tint
Or:
r l——[ln (Int) :| =In(Inx*)-In(Inx)=In(2lnx)-In(Inx)=In2+Inx-Inx=In2.
x tlnt

Et ainsi, pour tout xe ]0,1[ :

en2< [y <o,
0 lnt¢

En passant a la limite quand x tend vers 1, on obtient :

—dt—ln2
0]nt
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Exercice 3

1) Pour tout xe R , la fonction ¢ est définie et continue (car rationnelle) sur [0,1], donc I’intégrale

£ +x’

Lodt g . P .
j T est défini et F est bien définie sur D=R .
0" +x
1 . . idt 1
~— quel que soit 7€ [0,1]. Nous conjecturons alors que F(x) ~ 2T
X —>+o X X

Quand x > +o,0na >

£ +x

Pour prouver cela, il faut prouver que lim x*F(x)=1. Pour tout xe R ,ona:

X—>+oo0

x* tor
’F 1= ~—1= —1 |dt=- dt.
i j 0 +x7 I(t T x’ j '[Ot3+x2

Ly 1
t<j()x—dt—7j()tdt—4—)cz.

. 1 . .
Comme lim — =0, on a par le théoreme des gendarmes, lim (sz (x)— 1) =0 et ainsi :
X—+ oo x X—>+oo

1
F(x) ~ —
X 4o x

Remarquons que cet exercice n’est pas sur les intégrales généralisées, donc est un exercice de 1°° année.

2) La fonction ¢ > ﬁ est définie et continue (inverse) sur D =R, donc on peut I’intégrer entre x et 1
arctan ¢

quel que soit xe R’ et ainsi, F est bien définie sur D =R .

. 1 1 e . e . .
La fonction f :f+> —————— est définie et continue (différence) sur R, . De plus, pour tout 7€ R,
t (arctant)

1 _ (arctant)’ —1*
(arctant)®  t*(arctant)’

ft)=-

t
Et:
1 : 0
(arctant)’ —1° =(t——t3 +0(t3)j - ~==1
3 03 L o )

t*(arctan )’ ~ tt

On peut alors prolonger f par continuité en 0, et ainsi prolongée, f est continue sur le segment [0,1], donc peut y

étre intégrée. Ainsi, f est intégrable sur ]0,1]. On a alors pour tout xe Ri

F(x)= J’lm—j (——f(t)jdt—j jf(t)dt———l J-f(t)dt

! e e .1
Comme x> —1— .[ f(t)dt admet une limite finie en 0" et lim —=+o0, 0na:
X x—0" x

1
F(X)B‘;
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f—+ o0 tz

_ _p 1 teo . .
3) Ona t’e © 50 quand f —+o0,donc e = o (—j et .[ e " dt converge pour tout réel x. Ainsi, F est

bien définie sur D=R.

* . L .
Pour tous x,X € R, on a, en intégrant par parties :

X 2 2
X _» X 1 2 1 2 x 1 2 e e X x 1 2
e dt= ——|(=2t)e "dt=|| —— |’ —| —eldt=—- —| —e " dt
L j( 2tj( ) [( 2:) } x 2t 2x  2X I 21

—x2

teo o e e . .
Comme j e " dt converge et — 0 quand ¢ — + oo, on peut passer a la limite dans la relation ci-dessus,

X

ce qui donne :

rme"zdt— rm Loerar

X

.
On peut recommencer. Pour tous x, X e R,

27X 2 2 2
x 1 X 1 > e’ x 3 _» e" X 3cxe!
—edi=| |- |2 di=| - | [ Sedi="%-"F-2 dt .
* 2 j( 4t3j( ) { 4:3} x 441 4x>  4Xx° 4L tt

Donc :

o !

j:m%e” a’t=

Alors, pour tout xe R,

e ¥ 3iime” 1 1 3 spime”
F(x)=¢e" — +— —dt ———+—€X —dt.
= ( 2x  4x° 4L rt ] 4 j rt

. « 2 _2
Enfin, pour tout xe R, ettout r>x,ona 0<e " <e *,donc:

epree” vmdr 1 1 1 1 1
Oser| TS Tmig D T SFWg <0 > F= gmw(})'

Donc :

F(x) ~ —
( )x—>+oo2x

4) Pour tous x, X € Ri, on a, en intégrant par parties :

X cost sin f X sint sinX sinx X sint
j dt = + j —dt = - +j —dt.
x ot T X x Xt
. sint sint 1 +eo SIN ¢ . . [*~cost
Or, lim ——=0et —= O (_Zj’ donc j > , j dt converge.
t—>+o  f t t—+oo\ f x t X t

La fonction F est donc bien définie sur D=R’ .

. . , . . *
Faisons intégration par parties. Pour tout xe R, ,on a:

[ COStdt—[(lnt)(cost)] +[ (nr)(sinr)dr =— (n x)(cos x)+ [ (nr)(sint)dr.
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Or, (Int)(sin?) ~0tlnt donc lin(l](lnt)(sin 1) = lirrétlnt =0 et la fonction ¢+ (Int)(sin?) peut €tre prolongée par
continuité en 0, ce qui permet de conclure que I ; (Int)(sint)dt converge.

Alors, pour tout xe R,

Fee COSl J’ COSl j+°°COSl = COSt

F(x)= j 2220 dt = — (In x)(cos x) + j (Int)(sin t)dt + j 2 dr

Or, lim [~ (In x)(cos x)] =+ <o et lirr(l)[.[ (In)sinrydr+ [ &Stdt} [ annsineydr+ [ &”dt donc :

F(x) ~ 0— (In x)(cos x) .

Enfin, comme hmcosx l,ona:

x—0

F(x)x:)O— In x

Exercice 4

1) Comme fest intégrable sur R, , I'intégrale J:m f(t)dt converge et :

lim [*f(dr= lim | 0"“ fade=["" paoyar.

X 4o

Or, pour tout xe R, [ f(d = 0“1 f@di=[" ftydr , donc :

lim [ f(0)di = xlﬂq[ | 0”1 fwdr-| f(t)dt} =[" fwdi—[ " f@yar.

X—>+ood X

Soit :

lim [ f(0)di =0

X—>+ood X

2) Comme f est continue en 0, on a lin}) f(x)= f(0) et donc pour tout €>0, il existe ae ]0,1] tel que pour
tout € [0,0], on a |f(t)—f(0)|£e, d’ou pour tout xe ]0,a] :

af(0) e fO N _| fef®-f0) a| ()= f(0) ae (. x
Or, pour tout xe ]0,a] :

jf(t)dt £(0) = jf(t)dt jf(o)dH jf(o)dt—f(())

A Lo LD i L O o[ LD o SO

—dt+

:x(ja@dt—ja@dtj+x[r—f(t)_zf(o) dt—f(O)}
L 4 x ot o t

dt— £(0)
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En posant A= j;wdt

— f(0) (qui est indépendant de x), on a lirr(l) Ax=0, donc il existe o'e ]0,1] tel
que pour tout xe [0,a'], on a |Ax| <eg.
Alors, pour tout xe ]0,a"] avec a" =min (o, ') ]0,1],ona:

DAY _|.[fref® « f(0)
‘xjxt—zdt—f(O)‘—‘x(jx > di-| ; dtj+Ax

<

+|Ax|<2e.

( JLO - IO dtj

J‘ f(t)dt £(0)

Finalement, pour tout € >0, il existe o"e ]0,1] tel que pour tout xe ]0,a"] <2e.

Ceci prouve que :

lim xjj%dt:f(O)

x—0

3) Ona vu dans la question 1 que lim [ f(t)dr = | 0+°° fydr.

On a aussi lim .[:xf(t)dt = J-Om f(t)dt et donc, pour g(x)= .[ 2Xf(t)a,’t ,ona:

X—+oo

lim g(x)= lim Uozxf(t)dt—joxf(t)dt}=I;Wf(t)dt—jo+mf(t)dt=0

X—+oo

Or, f est décroissante sur R, , donc pour tout xe R,

Vielw2xl, fQOSfOSf) = [ f@od<gw<[ f@ar.
Ceci donne pour tout xe R,

xf(22) < g(x) S xf () {g ()< xf ()

2xf(2x)<2g(x)

X PSR .
En remplacant x par — dans la seconde inégalité, on obtient pour tout xe R,
2

g(X)<xf(x)<2g (gj .

X —>+ o

Et lim g(x)= hm 2 g(zj 0, donc d’apres le théoreme des gendarmes :

Iim xf(x)=0

X—>+oo0

4) Si festnulle, alors u et v le sont aussi et le résultat est évident. On suppose f non nulle dans ce qui suit.
Posons F(x)= .[le(t)dt.
Comme fest continue sur [1,+ o[, F est de classe C ' sur cet intervalle.

De plus, comme fest positive sur [1,+ oo[, F est croissante et positive sur [1,+ oo[.

Enfin, F(1)=0 et, comme f est intégrable sur R, 'intégrale I = J-lm f(®)dt converge, et lim F(x)=1, avec

X—>+oo0

I >0 car fest non nulle.
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F (X) f (X)

Pour tout xe [1,+ o[, u(x)=

et v(x)=——

Donc, u et v sont positives, u est de classe C' et v est continue sur [1,+ o[, en tant que quotients respectifs de
fonctions qui le sont.

. 1 1 )
Comme lim F(x)=1>0,ona u(x) ~ — estcomme x+>— estintégrable sur [1,+ o[, u I’est aussi.

X—>+oo0 x—>+wx _x2
Pour tout xe€[1,+ o[, ona F(x)=x"u(x), donc :

f(x) F'(x) 2x u(x)+x%u'(x)
ox X

v(x) = =2u(x)+xu'(x).

Et, comme u est de classe C' sur [1,+ oo[, on peut intégrer par parties :

[ tw@ar =[] [yt = xu)-u) [ "u(eydr = Fx)
1 I X .

- j lxu(t)dt :

Alors :

[vwar=["[2u@+tu')]de =2 uyde+ [ "tu't)de = 2jxu(t)dt+M—J.xu(t)dt = [u(nydr+ F&)
1 1 1 1 1 x 1 1 x

Or, lim F(x)=1I,donc lim £

X—+ oo X —>+ oo x

=0 et finalement, on a bien :

+ oo + oo
u et v sont intégrables sur [1,+ oo[ et .[1 U= L V.

Exercice 5

1) Les solutions de I’équation homogene (H):y'—y=0 associée a (E) sont les fonctions x> ke* avec k
constante. Par la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particuliere de la forme
x> k(x)e* ou k est ici une fonction dérivable sur R’ . On a alors pour tout xe R,

k'(x)e' +k(x)e* —k(x)ef =Inx & k'(x)=e¢ "Inx.
On peut prendre k(x)= LX e '"Intdt et une solution particuliére est ainsi : x > e” LX e 'Inrdt.

Finalement :

Les solutions de (E) sur R’ sont les fonctions x > e* (k + J-lx e’ lntdt) avec k constante.

2) Ona lim (tze_’lnt)zo,donc e'Int= o

t—+oo t—+oo

1 . . + *® _t
— | etainsi, L e "Intdt converge.
t

+ oo
On peut donc prendre les solutions de (E) sous la forme f, : x> e” (a - I e’ lntdt) ou a est une constante.

X

X—>+oo

+o0
On a alors lim (a—j e"lntdt):a, doncsi a#0,ona f (x) ~ ae' et f, n’est pas bornée.
X X—>+ oo

+o0
La seule solution bornée éventuelle est donc f:x —e"j e '"Intrdt, que nous appellerons juste f pour

X

simplifier.
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1 1 . . . . .
Ona e 'Int ~ Int. Comme jo Intdt converge, donc I . e '"Intrdt converge aussi et f admet une limite finie en

t—0

0, donc est bornée au voisinage de 0. Ainsi, f est bornée si et seulement si elle 1’est au voisinage de + .

£ . L .
Pour tous x, X € R, on a en intégrant par parties :

Ixe"lntdtz[— e_’lnt]j +J‘XXeT_ldt=e"‘lnx—e‘X In X +J‘XXeT_ldt.

X

—t
_ too @ . *
Etquand X = +o0,0na e “InX —0, donc I ——dt converge et on obtient pour tout xe R :
ot

e —x reme”
I e 'Intdt=e lnx+j —dt.
X X t
En recommencant, on obtient pour tout xe R, :
-x —t
+ oo _ —x e +me
j e'Intdt=e lnx+——j —-drt .
X X rot

Alors, pour tout xe R, :

P g 1 x roe!
f(x):—ej e 1nzdt=—1nx——+ej .
x X * ot
Or, pour tout xe R’ et tout t€ [x,+o[,ona:
e’ e’ teo g ! teo g e’ ptree! 1
Vielr 4o, 0<5<— = 0<[ —dr<|[ —di=— = 0<e'| —di<—.
t t * ot L 4 X L § X

Ainsi, lim e'[ " -dr= lim L0, donc:
rot

X—+oo X—>+eo y

lim (f(x)+Inx)= lim (—Lﬂ”’e—zdz] =0
X —>+oo X—>+oo X X t
Ceci implique que lim f(x)=—co et donc que f n’est pas bornée.

Finalement :

L’équation différentielle (£) n’admet pas de solution bornée.

Exercice 6

Ici, %, (f)* et (f")* sont toutes les trois continues sur R .

Soit (a,b)e R* avec a<b. On peut appliquer ’inégalité de Cauchy-Schwarz 2 | f | et | f "| sur [a,b], ce qui

(f:|f"f|)2S(f:|f|2)(I:|f”|2)S(IRfZ)(IR(f")Z) (1).

f"f estintégrable sur R .

donne :
Donc :

Par ailleurs, une intégration par parties donne pour tous a,be R :

[far=lrrl-[rr @
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En particulier, pour tout xe R :
[y =rrm-roro-{rr.
Comme la fonction (f")* est positive, la fonction x > I:( f)? estcroissante sur R, .
Si elle n’est pas majorée, alors Xl_i)er J-Ox( f)’ =+c.Or, I: f"f admet une limite finie en + o (car f"f est
intégrable sur R ), donc on a aussi Xl_i)rgm (X)) f(x)=4+00.
Dans ce cas, il existe ae R, tel que pour tout xe [a,+o[,ona 2f'(x)f(x)=1, ce qui implique :

[2rnfwdzx-a o (f@2x-a+(f) ().
Et donc, pour tout x€ [a,+ o[, .[x(f)z Zéx2 +ox+ B ce qui contredit la convergence de J.mf2 .

X
Ainsi, x> IO (f')* non majorée meéne a une absurdité, donc elle est majorée et, d’aprés le théoréme de la

limite monotone, elle admet une limite finie en + oo, autrement dit :

J-OM (f')* converge.

Ceci prouve aussi que f'f admet une limite finie L en + oo, donc pour tout €>0, il existe Ae R, tel que
[l fx)-L<e.

Alors, pour tout xe [A,+ o[ :

pour tout xe€ [A,+ oo,

(L—e)(x—A)sj:f'(z)f(t)dzs(L+e)(x—A) = 2L-&)x+C < f(x)*<2(L+&)x+C,.
ou C_ et C, sont des constantes.
e Si L>0, alors avec £=§>0, on obtient pour tout xe€[A,+ o[, f()c)2 > Lx+C_, ce qui contredit la

+oo
convergence de IA 2.

e Si L<0, alors avec 8=—§>0, on obtient pour tout xe[A,+oo[, f(x)*<Lx+C,, et donc f(x)’<0

pour x assez grand, ce qui est absurde.

Ainsi, L# 0 mene toujours a une absurdité, donc L =0, soit :

imf'f=0.

0
En considérant la fonction x+— I (f )2 qui est décroissante sur R_, on montre de la méme fagon que
0
J- (f')* convergeet lim f'f=0.

+ o0
Finalement, J- (f')* converge et, comme (f ")’ est positive sur R, ceci revient a :

(f")* est intégrable sur R .
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Alors, en faisant a — — o et b — + o dans (1) et (2), on obtient, avec lim f'f =lim f'f =0 :

(L) =L))o [ ==] rr.

Ceci donne immédiatement :

(o) =(Lr)o)

Exercice 7

1) Avec f(x)=Inx, onapourtout ne N :

I Y 13 Y 13 I I
R =— —|=—)>In|—|=—) Ink—— ) Inn=—) Ink—Inn.
Gl G R N

n =
Pour tout ke N* :

Vitelk,k+1], nk<Intr<Ink+1) = lnksjkk+llntdtSln(k+l)

En sommantde k =1 a k =n, on obtient pour tout ne N* :

n+l n+l

Sinks["nrdr<Yink+) > Yinks[nrdr<Y ik = Yinks<["nrdr<d Ink.
k=1 k=1 k=1 k=2 k=1 k=1

L’inégalité de droite reste vraie pour n=0 (soit n+1=1), ce qui nous permet d’écrire pour tout ne N :

n n n+l n n+l n
L 1nzdts;1nksjl 1ntdzsjl 1ntdz+jn lntdtSL Intdt+1In(n+1).
Avec J-lnlntdtznlnn—n+1, on obtient pour tout ne N* :

nlnn—n+1<) Ink<nlnn-n+l+In(n+1).
k=1

Et donc, pour tout ne N* :

“1+ler (pc-1e i n@ED
n n

Enfin, lim (— 1+ lj = lim (— 1+ l + Mj =—1, donc d’apres le théoreme des gendarmes :

n—+oo n n—+o n n

lim R (f)=—1.

* 1 1 . .
Or, pour tout xe R, I Intdt=x—xInx—1, donc Iolntdt:—l et ainsi, on a :

lim R,(f)= f@ydr

2) Remarquons que la fonction — f vérifie les mémes hypotheses que f sur ]0,1] (continuité, monotonie et
lim x(—f () =lim xf(x)=0). De plus, R,(-f)==R,(f) et I;(—f(t))dtz—j;f(t)dt, done, quitte 2

changer f'en — f, on peut supposer que f est croissante sur ]0,1].
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Alors, on a pour tout ne N' tel que n>2 et ke[[LLn—1] :

e L B B e N B N e L

En sommantde k=1 4 k=n—1, on obtient pour tout ne N tel que n>2 :

sl el as2 5] = Bl oo Ras2 (L G)

Soit pour tout ne N* tel que n>2 :
R -ED< ff( JdKR(f)"f(lj = lf[lj+lflnf(£jdtslfn<f><f(1)+ If( j
n n"\n) n n

Or, en posant u = L, on obtient lj‘l" f (ij dt = J‘lll f(u)du et donc, pour tout ne N tel que n>2 :
n n n n

1

n Gj*ff,nf (wdusR,(f) <L D

St [, S du

Enfin, comme hm xf(x)=0,ona lim — f ( lj 0, donc :
n

n—+eon

lim [lf(ljﬂ'l f(u)du}: im [f(1)+j F(u)du } [ Fwdu.
n 1n 0

n—+e| pn n—>+oo

Et a I’aide du théoreme des gendarmes, on obtient immédiatement :

lim R,(f)=, f(u)du

Exercice 8

1) Soient a,be R.Ona (ja|-|b|)" =|a| —2|a|[p|+|p = a* +b> =2|ab| >0, donc :

|ab| (a +b2)

2) Ona L*(I,R)c CM(I,R) et la fonction nulle appartienta L*(1,R), donc L*(1,R) n’est pas vide.

Soient f,ge L*(I,R) et A,pe R. D’apres la question 1, on a | fg|<— (f +g )

(0 +ug) = (P +ugl)” < (M| +ullel) =227 +w7g” + 2| f| <2772+ +[anl( 1 +57).
Donc :
(A +1g)" < (A +{An]) 2 +(u +[na)
Et, comme L f* et II g’ convergent, L(kf +ug)” converge et Af +uge L*(I,R).

Ainsi, L*(I,R) est stable par combinaisons linéaires, donc L’(I,R) est un sous-espace vectoriel de

CM(I,R), ce qui permet de conclure que :

(L2 (I,R),+, ) est un R - espace vectoriel.
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3) Notons E, = L* (I,R)nC°(I,R) et (p:(f,g)HLfg.

e Soient f,ge E,. On a vu que |fg|£%(f2+g2). Comme f> et g* sont intégrables sur I, %(f2+g2)
I’est aussi, et par comparaison, fg est intégrable sur /. Donc, @ est bien définie sur E, et a valeurs dans R .
e L’application ¢ est symétrique (car fg = gf ) et bilinéaire (par linéarité de I’intégrale).
De plus, comme pour tout fe E,, f>>0, on a @(f,f) =J.I f?=0 par positivité de I’intégrale, avec
o(f,f)= L f?=0sietseulementsi f>=0 (car f* est continue et positive), soit f =0.

Ainsi :

L application (f,g) > sz est un produit scalaire sur L* (I,R)nC°(I,R).

Remarquons alors que ’on retrouve ’inégalité de Cauchy-Schwarz.

A A A A A A A A AN A A A A AN AN A A A A A A A AN A AN AN A AN AN A AN A A AN A AN AN AN AN AN
A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN A A AN A A AN AN

Exercice 9

Comme f est solution de (E), elle est au moins deux fois dérivable sur R, , donc continue et comme pour tout
xeR,, f"(x)=e"f(x) donc festde classe C* sur R, .

1) Supposons que f's’annule au moins deux fois sur R, et posons A={xe R, \ f(x)=0}.

L’ensemble A contient au moins deux éléments, donc est une partie non vide de R, et a=inf A existe. Par
caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe une suite (a,),., d’éléments de A convergeant vers

a, et comme fest continue, f(a)= lim f(a,)=0.
n—>+oo

Rappelons que f est solution de (E), qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 2, donc le probleme de
Cauchy constitué de (E) et des conditions initiales f(a)= f'(a)=0 admet une unique solution : la fonction

nulle. Or, fest non nulle et f(a)=0, donc f'(a)#0.

Quitte a changer f'en — f, qui est aussi une solution non nulle de (E) sur R, , on peut supposer que f'(a)>0 et

comme f' est continue sur R, elle reste strictement positive au voisinage de a. Alors, f est strictement

+

croissante au voisinage de a, et il existe € >0, tel que f(x)> f(a)=0 pour tout xe€ |la,a+€[.

Or, f s’annule au moins deux fois sur R, , A\{a}# @ et b=min(A\{a}) existe, avec b>a+e>a.

On a alors f(x)#0 pour tout xe Ja,b[ et, par continuité, f garde un signe constant sur Ja,b[. Comme
f(x)>0 sur Ja,a+€[c]a,b[,ona f(x)>0 sur ]a,b[.

Alors, f"(x)=e"f(x)>0 pour tout xe Ja,b[, donc f' est strictement croissante sur ]a,b[ et comme
f(a)= f(b)=0, le théoreme de Rolle assure I’existence de ce ]a,b[ tel que f'(c)=0.

Alors, pour tout xe]a,c[, f'(x)<0, donc f est décroissante sur Ja,c[ et pour tout xe]a,cl[,
f(x)< f(a)=0, ce qui est absurde.

Finalement, supposer que f's’annule au moins deux fois sur R, méne a une absurdité, donc :

La fonction f s’annule au plus une fois sur R, .
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2) Supposons que f's’annule en ae R, .

D’apres la question précédente, a est le seul point d’annulation de f et, comme f est continue sur R, et
f(0)=1>0,0ona a>0 et f(x)>0 pourtout xe[0,al.

Alors, pour tout xe[0,a[, f"(x)=e"f(x)>0 et f' est strictement croissante sur [0,a[, donc strictement
positive sur [0,a[,car f'(0)=1>0.

Alors, fest strictement croissante sur [0,a[ et f(a)> f(0)=1, ce qui est absurde avec f(a)=0.
Ainsi, f'ne s’annule pas sur R, .

Toujours du fait de sa continuité, f est alors de signe constant sur R, et, comme f(0)>0,ona f(x)>0 pour

tout xe R, . On montre alors comme ci-dessus que f "' est croissante sur R, et ainsi, pour tout xe R,
[z f'(0)=1.
Comme fest de classe C ' sur R, , on peut alors écrire, pour tout xe R,

J, £ @dt=f@)-f O] di=x

Avec f(0)=1, on obtient bien pour tout xe R,

f(x)=x+1
1 1 1 _y
3) Pourtout xe R,, f(x)=2x+1>0, donc 0< et comme x — - est intégrable sur R, ,
f(x)? (x+1) (x+1

o +eo dt o
I’intégrale J- oG converge pour tout xe R, . Ainsi :
X t

g est définie sur R, .

fc(lt)2 est alors définie et dérivable sur R, , de dérivée x> —ﬁ, qui est de classe
4 X

1 ’ )
C sur R, (carfl’est et ne s’annule pas).

. +DO
La fonction x— I
X

+ o0
Ainsi, x> J- - estde classe C > sur R, et comme f1est aussi, il en va de méme pour leur produit, soit :
X

f@

gestdeclasse C? sur R, .

D’apres ce qui précede, pour tout xe R,

1
gw=fwf” f()_f()f() = @[ f(t) f(x)
A\l " ) 1 f'('x)_ "
g'=f'wf" f() f(X)—f(x)2+f(x) Freof f(t)

Et, pour tout xe R,

g'"()—eg)=f"mf " e ff T = -]

f() f() f(t)
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Donc :

g solution de (E) sur R, .

On a vu que pour tout xe R,, f(x)>0, donc J-m filtt)z >0 et g(x)>0.

De plus, pour tout xe R, :
fr@=ef@zextl) = f@-fO =] f'@Odi=[ da+Ddt = f)21+] ¢ @+Dadr.
Or, en intégrant par parties, on a .[OX e'(t+1)dr= [e’ (r+ 1)]; - .[; e'dt = [te’]; =xe", donc pour tout xe R, :
Flx)21+xe’ = f(x)—f(O)=j:f'(t)dtzj:(1+te’)dr - f(x)21+x+j0"te'dt >0.

Et J-; te'dt = .[OX e'(t+1)dr— J-; e'dt = xe* —e* +1, donc pour tout xe R, :

L 1
fx) 2+x+(x=De*’

f(X)224+x+(x—De* >0 = 0<

On a ! ~ ! , donc ! = o0 () et +me"alt converge, donc pour tout xe R,
24+ x+(x—1)e" x>+= xe* f(x) xo+e !
+eo dt 1
I —— converge et, comme — >0 :
* f@
J-+°° dt SJ‘+°° dt
* f 0 f@)
De plus, on a vu plus haut que pour tout xe R,, f'(x) 21> 0, donc fest croissante sur R, et pour tout xe R,
1 1
ettout re[x,+oo[, 0< f(x)< f(¢),donc 0<——< .
@ fx)
Ainsi, pour tout xe R,
0<g=F] —Lospeof <[l AL
f() fx )f(t) @) @’
Donc, pour tout xe R,, 0< g(x) < I m ce qui prouve que :

g estbornée sur R, .

Exercice 10

1) La fonction fest continue sur ]0,1[ en tant que quotient de telles fonctions et :
lim f(x) =1= f(0)
lim f(x)=0=f(1)

Donc, fest continue en O et en 1.
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De plus, pour tout xe ]0,1[,ona 1-xe€ ]0,1[,donc In(1-x)<0 et f(x)>0.Avec f(0)=1et f(1)=0, fest
bien positive sur [0,1].

+ o0 k k
! =— In{-x) =Z al et x> a est croissante sur [0,1], donc i est
f(x) X o k+1

croissante sur [0,1[ et fest décroissante sur [0,1] (fermé car f est continue en 1).

Enfin, pour tout xe[0,1[,

Ainsi :

La fonction f est continue, positive et décroissante sur [0,1].

n+l1

2) Dr’apres la question précédente, xl—)l?l—):x" f(x) est continue sur [0,1] pour tout ne N, donc
n(l—-x

1
[, =- IO x" f(x)dx existe et ainsi :

La suite (/,),. est bien définie.

Alors, pour tout ne N et tout xe[0,1], on a x"' <x", donc —x"f(x)<—x""f(x) (car f(x)=0) et, par

croissance de I’intégrale, on obtient /, </ ,,, donc :

n+l?

La suite (I,),_ estcroissante.

Comme la fonction f est continue sur [0,1], elle y est bornée. Il existe donc un réel M >0 tel que pour tout
x€[0,1], 0L f(x) <M . Alors, pour tout n€ N et tout xe [0,1], x" >0, donc —Mx" <—x"f(x)<0 et:

—M_[lx”dxz—&SI <0.
0 n+l "

..M (s
Comme lim 1 =0, le théoreme des gendarmes permet de conclure que :
n—+o n +

lim I, =0

n—>+oo

2) On a vu que pour tout ne N, — 1, =I1x”f(x)dx. On pose a, =1—ln—n et b, :1—;.
0 n+l1 (n+DInn

Pour n>3,0na 0<a,<b <1 et:
-1 :J-a" x”f(x)dx+.[b” )c"f()c)dx+.[1 x" f(x)dx
" 0 all bll )

e Pourtout xe[0,a,], x"f(a,)<x"f(x)<x"f(0)=x" donc 0< I: X" f(x)dx < I: x"dx , soit :

n+l

0<[" 2" f(x)dr <= ).
0 n+l
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e Pour tout xela,.b], ¥'f(b,)<x"f()<x"f(a,) done [ fB)dx<["x"f0de< " x"f(a,)dx,

soit :

f@,)=

b n+l

n+l n+l

< [ 0de< £, )”f‘l’ 2).

n+

e Pourtout x& [, 1, 0<x"f(x) <" f(b,) donc 0= [ x"f(x)dx < [ x"f(b,)dx , soit

Ona:

Donc :

Et (1) donne :

Par ailleurs :

Donc :
Et:
fla,)=-
f,)=-
Donc :

Et (2) donne .[ " f(x)dx ~

b»x
¥
a,

1 bn+l

0<j X f(dx < f(b,)— A3).

n+l wtDin Inn (n+1) lnn 0 [MZH -
an,m:(l_lnnj :e< m( "+1j:e { PETR (m] e Inn ,H"m(”.

n+l1
n+l - l
n—+e pn )
a“ 1
J‘O . f(X)dx:n—?+w(nlnnj'
n 1 1 1
B 1 _ e("“)ln[l_(nmlnn] —p i’m(m) o1
(n+Dlnn nore
bnn+l_a:+l - 1
Inn Inn
1-—=2 2"
a,  __ n+l _ n+1 - 1

In(l-a,) In Inn ) In(m+D)—-In(lnn)=+=In(n+1)

n+l1

R R D B
b, __ (n+1)Inn (n+DInn _ (n+1Inn _ 1

In(1-b,) In 1 1n((n+1)1nn) In(n+1)+In(Inn) »=+=In(n+1)

(n+DInn

bn+1 n+1 bn+l _an+l 1 1
f(b)— ~ fla)"—— ~ ~ :
n+l no+e n+l o+ (n+DIn(n+1) »»+=nlnn
, Soit :
n-+e plnn

f(x)dx =

+ o

A}
nlnn n=+=\pnlnn
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Enfin, l—bn'”lwo et f(bn) ~ IL, donc :
n—>+ Inn
1_bn+1 1
fb)——= o
n+l n-o+=\nlnn
Et (3) donne :

J-lx"f(x)dxz 0 ( ! j
b, n-+\ nlnn

Finalement :

1 1 1 1 1
-I,= o + + o + o =
n—>+e\ plnn nlnn n—+<\nlnn /) n—+<\nlnn nlnn

Soit :

"no+e  plnn

w0
n—>+oo

nlnn

)

3) Comme la fonction 7+ —— est continue, positive et décroissante sur [2,+co[, on peut utiliser la

tint

comparaison série intégrale : Z

nlnn 2 tInt

tim [~ = fim [In(Inn)—In(In2)]=+eo.

n—+o 2tlnt n—+oo

1
nlnn

Donc, la série Z diverge et ainsi :

Z I, diverge.

nodt .
et ( —j sont de méme nature. Or :
n>2



