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Corrigés des TD du chapitre 12

Exercice 1

1) a. Pourtous p,ge N, p et p—1 sont deux entiers naturels consécutifs, donc I'un des deux est pair et

. . -1 .
p(p—1) est un entier naturel pair et pp=h est entier naturel.

Comme ¢ est un entier naturel non nul, f [Ej = w

+g =g 21 est bien un entier naturel non nul, donc :
q

fest aimages dans N*.

o . . -1
b. Supposons qu’il existe p,ge N premiers entre eux, tels que p=>¢g =1 et M+ qg=3.

-1 . . o
Comme p=2g=1,ona 0< % =3—-¢g <2, ce qui donne trois possibilités :

-1 )

o P(PZ ):O’Soup:letq:3>p:exclu(carqu);
-1 . . mi

. —p(pz ) _4 ,soit p?—p—2=0, quidonne p=g=2 :exclu(car p et g sont premiers entre eux) ;
-1 ) : m i i

o PPTY (pz ) =2, s0it p°— p—4=0 : exclu (car cette équation n’admet pas de solution entiére).

Finalement, toutes les possibilités sont exclues, donc :

3 n’a pas d’antécédent par fet ainsi, f:Q, — N n’est pas surjective.

c.i. Ona f(r):f(ﬁj:f(r')zf(ﬁsj, soit :
q q

p(p-1) p(p=D .
+q= +
2 7 2 7

p'(p'=D)—p(p-1)=2q-2q'
p’-p*—(p'-p)=2(q—q)
(p'+p)Xp'-p)—(p'—-p)=2q—q")
(p'=p)p'+p-1)=2(q—-q"
p'=pllp'+p-1=2|g-q=2]¢"~4]
Et comme p'>p>1,0na |p'—p||p'+p—1|:(p'—p)(p'+p—1),donc:

U R

(p'=p)Xp+p'-1)=2|g'—q|

ii. Ona p=>g=let p'>2qg'>1,donc:

p+p'—-12g+q'-1>0.
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Et (q+¢'~1)"~(q'~q)" =(2g-1)(2¢'~1)>0, donc :

q+q'—1>|q'—q|.

Et ainsi :

p+p'—1>|g'—4|

,ona:

Onaalors 2|q'—g|<2(p+p'~1), donc avec (p'—p)(p+p'-1)=2|q'—¢

(p'=p)p+p'-D<2(p+p'-1).
Or, p+p'—-121>0, donc :

p'—-p<2

iii. Par hypothese, p et p' sont deux entiers, donc p'—p <2 serécrit p'—p<let p'>p. Alors:
0<p'-p<l & p'-p=0oul.
Si p'—p=1,alors p'=p+1 etlarelation (p'—p)(p'+p—-1)=2(q—q") se simplifieen p=g—q".

Or, ¢'>0 et donc p=g—q' implique p <gq, qui est contradictoire. Ainsi, p'—p#1, donc p'—p=0, soit
p'=pet(p'—p)p'+p-1)=2(g—¢q") doncaussi g'=¢q.
Ainsi,ona p'=p et ¢g'=q, soit :

Nous venons de prouver que si f(r)= f(r"), alors r'=r, autrement dit que :

fest injective.

d. Soit f:(@l — f(@Q,);r= f(r). Comme f est injective, f I’est aussi. De plus, f est surjective par
construction, donc f est bijective. Or,ona vu que f(Q,)cN ", donc f(Q ,) est finie ou dénombrable.

Or, pour tout pe N', f(%jz@ﬂe £(@Q,) et lim @zwo, donc f(Q,) est infini et ainsi,
p—+oo

f(Q,) est dénombrable. Comme Q, et f(Q,) sont en bijection :

Q, est dénombrable.

e. Posons Q,=QmM]0,1]. L’application inverse est alors une bijection de @Q, dans Q,, donc Q, est
dénombrable. Alors, Q, UQ, =QNR’, est dénombrable.

Or, I’application x > — x est une bijection de QR dans QR , donc QR" est dénombrable.
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Ainsi, Q = (QmRi)u(QmRi) est dénombrable, et rajouter un élément (ici 0) ne change pas le caractere

dénombrable d’un ensemble, donc :

Q est dénombrable.

2) a. Remarquons préalablement que pour tout xe R ettout ne N, 10"x-1<d (x)= LIO” xJ <10"x, donc :
X— ! < M <x

10" 10"
Le théoréme des gendarmes permet alors de conclure que :

lim 4,00 =x
n-s+e 10"

Remarquons de plus que pour tout ne N :
10" x |<10"x<10" (| x [+1) = 10"[x]<d,(x)<10"(| x |+1)
Or, 10| x |-10" (| x]+1)=10" (9| x |-1) >0 car | x| >1. Donc :
d,(x)<10" (| x |+1)<10™"| x| <d,, (x).

La suite (d,(x)) __ est strictement croissante avec d,(x)=|x |>1.

neN

Soit (x,y)e R* tel que g(x)=g(y).On aalors :
{d,(x),ne N}={d, (y),ne N}.
Avec la stricte croissance des suites (d,(x)) et (d,(y)) . ceci implique que :

VneN, d (x)=d,(y).
Alors :
i L ()
n—s+e 10" n—o+e 10"

S x=y.

Ainsi, g(x)=g(y) implique x =y, donc :

g est injective.

b. Soit g:[1,+ e[ — g([l,+[); x> g(x). Comme g est injective, g I’est aussi. De plus, g est surjective
par construction, donc g est bijective. Alors, comme [1,+ o[ n’est pas dénombrable, g ([1,+ oo[) ne ’est pas

non plus. Or, g([1,+[) c.7(N), donc si .7(N) était dénombrable, g([1,+[) le serait aussi, ce qui est

faux. Ainsi :

Z(N) n’est pas dénombrable.
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Exercice 2

1) Toute tribu de E contenant A, contient aussi E, Aetd.
Si on pose T ={Q@,A,AE}, on a . c#(E), EeT, E\@=E, E\A=A, E\A=A, E\E=0Q
appartiennent 2 7 et toute union d’éléments de 7 est encore dans 7T .

Ainsi, T est une tribu de E contenant A, et 7 est inclus dans toute tribu de E contenant A. Ainsi :

La plus petite tribu de E contenant A est T = {@, A, A, E} .

2) Posons A = {A c E\A ou A est fini ou dénombrable} .

e OnaE=0Q est fini, donc Ee€ A.
e Soit Ae A . Alors, A ou A est fini ou dénombrable, et ¢’est aussi le cas de A et Z =A.Donc, Ac A.

e Soit (A,),. une suite d’éléments de A .Si A= UneNA" ,ona:
xeA & xéAzUﬂeNAn & VneN\xgA & VneNed o xeﬂneNZn.
Ainsi, Z:ﬂneNZn etdonc Ac A, pourtout ne N.

S’il existe ne N tel que Kn est fini ou dénombrable, on a A est fini ou dénombrable (car inclus dans Zn ).

Si pour tout ne N, Zn n’est ni fini, ni dénombrable, alors pour tout ne N, A est fini ou dénombrable
(car les A, sont tous dans A). Dans ce cas, A est une réunion dénombrable d’ensembles finis ou
dénombrables, donc est fini ou dénombrable.

Ainsi, soit A, soit A est fini ou dénombrable, donc A = UneNAn e A.

Tout ceci prouve que :

A= {A c E\ A ou A est fini ou dénombrable} est une tribu de E.

3) Posons A'= {A c E\Aou A est fini} . On a encore :
e Ona E=Q estfini,donc Ec A'.
e Si Ae A, alors, Aou A est fini, et c’est aussi le cas de A et A=A. Donc, Ae A'.
e Soit (A)),_, une suite d’éléments de A' et A= UneNAn .
On peut refaire le raisonnement de la question précédente jusqu’a un certain point.

S’il existe ne N tel que Kn est fini, on a A est fini (car ¢’est une partie de Zn ).

. — . . .= R 1
Si pour tout ne N, A, n’est pas fini, leur intersection A peut étre infinie (exemple : | | N{O,1+ J) et
ne n+

tous les A sont finis (car ils sont tous dans A"). Or, la réunion des A n’est pas forcément finie

(exemple : UneN{n} ) et ainsi, A= UneNAn n’appartient pas forcément a A'.

Finalement :

A'= {A C E\AouA est fini} n’est pas forcément une tribu de E.
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Exercice 3

1) Appelons A I’événement « la piece a donné pile » et B, = « on obtient une boule blanche au k" tirage ».

Si on a tiré pile (resp. face), il y a dans I'urne k boules blanches (resp. noires) et 1 boule noire (resp. blanche)
juste avant le k™™ tirage.

On cherche P(B,) . La loi des probabilités totales donne alors :

_ 1 k11 1
P(B,)=P(A)P,(B,)+P(A)P,(B)=———+———=—.
(B,)=P(A)P,(B,)+ P(A)Py(B,) 2k+1 2k+1 2

Ainsi :

La probabilité de tirer une boule blanche au k™" tirage est % .

2) On cherche Py (A). La formule de Bayes donne alors :

1 k
P (A):P(A)PA(Bk)ZEk-Fl: k
B, .
P(B,) T k+l
2

Ainsi :

10, 2 . . . o, ieme L+ k
La probabilité p, d’avoir obtenu pile, sachant qu’on a tiré une boule blanche au k™ tirage est 1
+

3) On cherche P(B,NB,N...NB,). Laloi des probabilités totales donne :

P(B,N..NB,)=P(AP,(B,N..NB,)+P(AP, (B N..NB,)

1 1
:EPA(B1 m...mBk)+5P;(Blm...mBk)

Et, avec la formule des probabilités composées :
P, (Bl NB,N..NB, ) =P, (BI)PAF\BI (BZ)PAF\BIF\BZ (By) ... PAmBlmBzm...mBH (By)
1 23 k 1

=—X—=X—=X.. X— = ——
2 3 4 k+1 k+1

PZ (Bl M BZ M..MN Bk ) = PX (BI)P;V\BI (BZ)PZﬁBlr\B2 (B3) PZmBlmBzm...mBk_l (Bk)

1 1.1 1 1
=—X=X—X..X——=
2 3 4 k+1 (k+1)!
Ainsi :
S, . . . [ 1 1
La probabilité d’obtenir k boules blanches lors des k premiers tirages est —| ——+ .
2{k+1  (k+D)!
Exercice 4

1) Pour ne N, définissons les événements :
e A = «Alfred I’emporte lors du tir numéro 2n+1 »;

® B = «Barnabé I’emporte lors du tir numéro 2n+2 ».



PSI* 6

Pour que A soit réalisé, il faut que les deux archers ne touchent pas la cible lors des 2n premiers essais

(Alfred rate n fois et Barnabé aussi) et qu’ Alfred I’atteigne au (2n+1)" tir.

La probabilité qu’Alfred rate la cible est 1— p, et la probabilité que Barnabé rate la cible est 1— p,. Les tirs
étant indépendants, on a :

P(A)=(1-p)"(1-p,)" p,

Pour que B, soit réalisé, il faut que les deux archers ne touchent pas la cible lors des 2n+1 premiers essais

(Alfred rate n+1 et Barnabé rate n fois) et qu’Alfred I’atteigne au (2n+1)" tir.

Comme ci-dessus, on a alors :

P(B,)=01-p)"(=p,)"p,

2) Notons A (resp. B) I’évenement Alfred gagne (resp. Barnabé gagne).
Ona A= UneNAn et cette union est disjointe, donc :
P(A)=2 P(A)=2 (1-p)"(1=p,)" p = p 2 [A=p)1-p,)] .
neN neN neN

Comme p,€]0,1[ et p,e]0,1[, on a (1-p,)(1-p,)e ]0,1[, donc la série géométrique ci-dessus converge
bien et :

1
P(A)=p, =——5H
1-(I=p)d=p,) p+p,—pp,

De la méme facon :

PB)=P(J_ B,)=X P(B)=Y (- p)™(=p,) p,=(=p)p, > [(1=p)U-py)] =—L2=P1 P2

e e o PP PPy
Ainsi :
L e , . P Py —DiP»
a probabilité pour qu’Alfred (resp. Barnabé) gagne est ————— (resp. ——————).
Pt P~ PP, Dt D, DD,

3) Si C est I’évenement « le jeu ne se termine jamais », alors (A, B,C) est une systeme complet d’évenements
(deux de ces évenements ne peuvent étre réalisée en méme temps et I’'un ou I’autre est réalisé car le jeu s’arréte
quand Alfred ou Barnabé gagne). Alors :

P(A)+P(B)+P(C)=1.

Or, P(A)+ P(B) = P, w27 PP done P(C)=0 et ainsi :
ptb,—pPy PitP,— DD

La probabilité pour que le jeu ne se termine jamais est nulle.
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4) Le jeu est équitable si et seulement si Alfred et Barnabé ont les mémes chances de gagner, autrement dit si
et seulement si P(A)=P(B).

Or,ona:
P(A)=P(B) & P = PTPP o pop —pp, & p =P
PtP—pP, Pt D PP, 1-p,
Ainsi :
Le jeu est équitable si et seulement si p, = " b
- D
P 1 :
Ona = —1.Comme p, €]0,1[,si p, >0,5,onaalors:
l-p  1-p
1 1
—<p <l & 0<l-p<=- & -1>1.
2 2 I-p,

Donc la CNS énoncée ci-dessus ne peut étre remplie. De plus :

R S RN
l-=p,  1-p, 1-p,

>p, © p>p,(-p) & P(A)>P(B).

Ainsi :

Si p, >0,5, le jeu est en faveur d’Alfred.

Exercice 5

1) Ona E, = «on utilise A pour la premiére fois lors du n*" lancer ».

Si n=1, 1l faut juste choisir A initialement, donc P(E,) = % .

On suppose maintenant que n=>2.

Pour que E, se réalise, il faut que I’on ait choisi B initialement (probabilité ¥2) et, s’il y a lieu (n =3), obtenu
pile aux n—2 premiers lancers (tous réalisés avec B) et face au (n—1)" lancer (lui aussi réalisés avec B).
Avec la piece B, la probabilité d’obtenir pile est b (donc 1—b pour face).

Les lancers étant indépendants, on obtient finalement :

l ourn=1
) p

P(E,)) = |
Eb”‘z(l—b) pour n>2

Notons A, I’évenement : « on choisit A initialement ». La loi des probabilités totales donne alors :
— 1 1
P(V,)=P(A)P, (V) +P(A)P.(V,)= > P, (V,)+ ) Pe(V,).

Si on a choisi A initialement, alors pour obtenir n piles lors des n premiers lancers, il ne faut pas changer de
piece, et donc, obtenir n piles avec la piece A (probabilité a a chaque lancer, indépendant des autres). Donc :

p,(V)=a".
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De la méme fagon, on a :
P.(V)=D".

Et donc :

PV) =%(a” +b")

2) Les E, sont deux a deux disjoints, donc :

P(J_. E)= ZP(E)——+Z b (1- b)——+ SA=b)2 b = 2+ La- b)Zb”=5+ (1-b)——.

neN" n>2 n>2 n=0

Donc :

P(U, e E.) =1

On a V, = «on aobtenu n piles lors des n premiers lancers », donc :

Vv

n+l

= «on a obtenu n+1 piles lors des n+1 premiers lancers »

= « on a obtenu 7 piles lors des n premiers lancers et au (n+1)" lancer »

.
Donc, pour tout ne N ,ona V,, cV .Onaalors :

P(.. V)= lim P(V,)= lim —(a +0").

n—+oo

Et comme a,be ]0,1[, on obtient :

P V) =0

Exercice 6

1-b

Notons A 1’évenement : « la personne n° n recoit I’information initiale ». On a donc p, = P(A,).

Par la loi des probabilités totales, on a, pour tout ne N°
P =P(A,)=P(A)P, (A,)+P(A)P; (A,)=p,p+1=p,)1=-p).

Soit :

P =Q2p-Dp,+1-p

La suite (p,) est arithmético-géométrique. On a :

«
neN

x=Q2p-DHx+l-p & xzé.

La suite (p, _E)neN* est géométrique de raison 2p—1, donc, pour tout ne N :

1 1
——=Qp-D" p-=].
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Or, p, = P(A)=1, donc pour tout ne N :

P, =%[l+(2p—1)"‘l]

Ona pe]0,1[,donc 2p—1e]-1,1] et:

n—+o

limp—l
"D

Exercice 7

1) Notons P, (resp. Q,, resp. R )1’événement : «la puce est en P (resp. Q, resp. R) au temps n ».
Onadonc p, =P(P), g, =P(Q,) et r,=P(R)).Laloi des probabilités totales donne pour tout ne N :

1 1
Pra = P(E) = P(E)E, () + PO)F, (F)+P(R)F, (B0 =24, +5T,

1 1
G = P(Qy) = PUEDE, (Q,.)+ P(Q)F (0,1) + P(R)E, (O,.) =2 Py + 7,

1 1
rn+l = P(Rn+l) = P(Pn )PPn (RVH-I) + P(Qn)PQn (RVH-I) + P(Rn)PRn (Rn+l) = 5 pn +5qn

On a donc, pour tout ne N :

10 I 1
X, =AX, avec AZEI 0 1
1 10
1 11 111
2) Ona 2A+I,=|1 1 1|donc 2A+1,)>=3|1 1 1|=3(2A+1,),ce qui donne 4A> =2A+2I,, soit :
1 11 111
2A’=A+1,

Comme deg ((X +¥2)(X —1)) =2, la division euclidienne de X" par (X +%2)(X —1) s’écrit pour tout ne N :
X"=(X+¥%)(X-1DQ, +o, X +B, avec (a,,B,)e R*.

En évaluanten 1 et —Y2, on obtient :

o o<2-(-4]]

—Ya0, +B, =(=12)" - B 1{1 2( 1”
= — + —_—
"3

Donc pour tout ne N :

Le reste de la division euclidienne de X" par (X +%2)(X —1) est %{1—(— %) }X +%|:1+2(— %j }
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Ona P=2(X +¥)(X -1)=2X’—-X -1, donc P(A)=0,. Alors, pour tout n€ N :

A" = %P(A)Qn (A)+o,A+B, L, =0 A+B I,.

i el o el

3) Comme P(A)=0, avec P=2(X +Y%)(X —-1),ona Sp(A) c {—%,1}.

Soit, pour tout ne N :

Cherchons les éventuels vecteurs propres.

D’une part :
X . X . 0 1 1)x . X 111 0
A =—— s —|1 01 =—— s (111 =0
2 2{1 1 0 ij 2 . 1 11 i} 0
X X 1 0
& |y = y =x| 0 [+y| 1
HoHeH
D’autre part :
X X 01 1)x X -2 1 I \(x 0
Aly|=|Yy (:)%101y=y(:) 1 =2 1 ||y|=|0
Z Z 1 1 O)\z Z 1 -2 )\ z 0
-2x+y+z=0 x x 1
& x-2y+z=0 & |y|=|x|=x|1
x+y—-2z=0 Z X 1
Donc :
1 0
E_,/Z=ker(A+%I3j:Vect(el,e2) avec ¢, =| 0 | et e,=| 1
-1 -1
1
E =ker(A—1,)=Vect(e,) avec e, =|1
1

Comme on est en dimension 3 et dimE_,, +dim E, =3, A est diagonalisable et on a :

- 0 0 1 0 1 | 2 -1 -1
0 —-% 0|=P'AP avec P=| 0 1 1]et P*:5 -1 2 —1].
0 0 1 -1 -1 1 1 1 1
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On a alors, pour tout ne N :

-%)" 0 0
A"=P| 0 (=%)" 0
0 0o 1

Et, en faisant le calcul, on retrouve bien le résultat de la question précédente, soit :

1+2(=%)" 1-(=%)" 1-(=%)"
=L mcwy ey 1-wy
1-(=%)"  1-(=%)" 1+2(=1%)"

4) Onapourtout ne N, X,,, =AX, et:
i XO:I3X0:A0XO'
e Si Xn :A"XO, alors Xn+1 :AXn :AAnXO =An+lX0.

Ceci prouve par récurrence que pour tout ne N, X =A"X , soit:

Pyt 4y tHh o 2P0 =0Ty
Xn:§ Potqyth +§ _Ej —Po+2q,+1 |
Do T4, T, —pO—(]0+27'0
Enfin, p,+¢q,+r, =1, donc:
A 2P0—4q0
1 11 0~ 49 ~
ang 1 +§ —E —p0+2q0+1"0 .

1 = Po— 4o+ 25,

n—>+oo

Et comme lim (— %) =0, on obtient :

lim X, =

1
1
3 1|, qui ne dépend pas de X, .
1

Exercice 8

1) Posons B, = A .

k=n

donc B

n+l

lim P(B,)=P(() _,B,)-

n—+oo

Pour tout ne N,ona B, =A, UB, C B, et par continuité décroissante, on a :

+1°

Ceci donne immédiatement :

lim P(lJ,. A)=P(A)

n—>+oo
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2) a. Comme la série P(A ) converge, la série P(A,) converge aussi et par sous additivité, on a :
neN n g k>n k g p

OSP(UanAk)SiP(Ak).

+o0 + o0

Or, pour n2>1, ZP(Ak) est le reste d’ordre n—1 de la série zneNP(An), donc lim ZP(Ak) =0. Alors,
k=n no e k=n

d’apres la premiere question et le théoreme des gendarmes, on a :

P(A)=0

b. L’issue o appartient a une infinité de A, s’il existe une suite extraite (A,,,),y telle que € A, pour tout
ne N, autrement dit, telle que we ﬂneN AW) .

Or, ¢ est une application strictement croissante de N dans N, donc pour tout ne N, @(n) = n, ce qui implique
que A(P(n) = Uan Ak ’ AlOI‘S, ﬂnENA(P(") = ﬂneN(UkEn Ak) - A et dOﬂC :

0<P((),_, Ag ) S P(A)=0.

Ainsi, P(ﬂneNA¢<n>): 0 et donc:

La probabilité que m appartienne a une infinité de A, est nulle.

3) a. Soient n,me N telsque n<m.

Comme les A sont mutuellement indépendants, les Zn le sont aussi, donc :

P (ﬂnSkSm Zk ) - HnSkSm P(Zk) - HnSkSm [1 —P(4, )] :

Or, pour tout réel x, on a 1+x<e*, donc avec x=— P(A,), on obtient 1—P(A)<e "™ pour tout ke N.
Avec 1-P(A, )20, on a alors :

P(ﬂnSkSm Zk ) = HnSkSm [1 - P(Ak )] < HnSkSm e_ e °

Soit :

A _ZnS anf A
P(ﬂnSkSmAk)Se '

b. Ona:

A=, U 4)=U.. (U A ) =U, (N, A

Si on pose C, :ﬂmgk’ alors on a C,=A NC,, pour tout ne N, donc C,cC,,, et par continuité

croissante, on a :

lim P(C,)= P(UneNC") - P(UneN(ﬂan Z" )) - P(K) )

n—>+oo
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Comme la série zneN P(A)) diverge (avec P(A ) =0 pour tout ne N), on a, pour tout ne N :

lim ZP(A) too = lim ¢ 2" 20,

m— +oo m—+ oo

Avec la question a, ceci implique que pour tout ne N :

lim P(ﬂnSkSmZk):() < P(Cn)ZP(ﬂanZk)ZO.

m—>+oo

Comme lim P(C,)= P(A), on aimmédiatement P(A)=0, soit :

P(A)=1

A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN A AN AN AN AN AN
A A A A A A A A A A A A A AN A A A A A A A A A A AN A A AN AN A A A A AN AN AN AN AN AN AN

Exercice 9

Pour obtenir pile pour la premiere fois au k™ avec ke N, il faut avoir obtenu k—1 faces aux lancers
précédentes et pile au k™. Les lancers étant indépendants, la probabilité de cet événement est
p,=1-p)"'p.Onaalors:

P(A)=Y p, = Zﬂzﬁ“P—p > m]—- 1

=1 k=1 P i pl-(= p)
3k-1 !
P(B) = zp3k 2(1 p) p— F Z[(l P) ] 1- Pl (1-p)’

Et:
AN B = «on obtient pile pour la premiere fois au bout d’un nombre de lancers pair et multiple de 3 »

= « on obtient pile pour la premiere fois au bout d’un nombre de lancers multiple de 6 ».

Donc :
» 1 P 1 P(B)
P(ANnB)= o = - = - —= _.
(AnB=2.» I=pl=(1=p)° 1-p[1-(-p) |[1+1-p)’] 1+(1-p)
Donc :
_ 1 4 1 _ C1— 2 = N3
PANB)=PWPB) & =iy & p[1-0-p)]=p[1+0-p)].
Or:

(- p)[1-(=p)’ = p(-p)2-p)
p[1+01-p)’ = pl=p+p>)(2-p)

Donc P(ANB)=P(A)P(B) pour p =0 qui est exclu. Finalement :

A et B sont indépendants pour tout pe ]0,1[.
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Exercice 10

1) Pour que les n premieres boules soient rouges, il faut n’avoir obtenu que des boules rouges.

Si, pour ke N, R, est I’événement « on obtient une boule rouge au k™ tirage », alors la probabilité p, que
les n premieres boules soient rouges est :

pn:P(RlmRzﬁ'"ﬁRn):P(Rl)PRl (RZ)PR]mR2 (R3) F, (Rn)'

T RNRyNLNR,

A chaque tirage d’une boule rouge, on rajoute 2 boules rouges donc, aprés avoir obtenu la k™ boule rouge, il
y a 2k +2 boules dont 2k +1 rouges dans I’urne et :

2k +1
P =—.
RNR,N..NRy ( k+1) 2k +2
Alors :
_135 2n-1_ (2n)!
Pr T @y
Ainsi :
el o . (2n)!
La probabilité que les n premieres boules soient rouges p, = W .
n.

2) La probabilité de toujours tirer une boule rouge est alors lim p, .

n—>+oo

Onan! ~ \/Znn(ﬁj , donc :

n—+o e

Ainsi, lim p =0 (ce quin’est pas tres inattendu !)
n—>+oo

La probabilité de toujours tirer une boule rouge est nulle.




