PSI* 1

Corrigés des TD du chapitre 13

Exercice 1

1) Chaque appel téléphonique est une expérience aléatoire ayant deux issues : on obtient le correspondant
(probabilité p) ou pas (probabilit¢é 1—p). Cette expérience de Bernoulli est répétée n fois de maniere
indépendante : on a un schéma de Bernoulli. Le nombre X de succes, autrement dit le nombre de correspondants
obtenus, suit donc une loi binomiale de parametres n et p.

La variable X suit la loi binomiale .% (n, p).

2) a. Si I’évenement (X =i) est réalisé, la secrétaire a joint i correspondants lors de la premiere vague
d’appels. Elle va donc en rappeler n—i lors de la seconde vague.

Comme X, la variable Y représentant le nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels suit
une loi binomiale de parametres n—i et p, et donc pour tout k € [[0, n—i ]] :

n—ij , n—i—k
P(X_i)(Y:k):( k jp (I1-p)

b. La variable aléatoire Z = X +Y représente le nombre total de correspondants obtenus apres les deux séries
d’appels. On a adonc Z(Q) = [[O,n]] et, avec la loi des probabilités totales, on a pour tout k € [[O,n]] :

P(Z:k):ip(x :i)P(x:i)(Z:k):iP(X :i)P(X:i)(Y:k_i)

_ SILAN i n=i) ., _ it S(n)(n=i) o N2nk—i
—i_o(ijp(l p) (k_ijp (1-p) ;(J(k_ijp (1-p)
S(k(n ke ovenk=i _ | TV kg 2n—kkkLi
2 s W )
(Mo a-prm (1o | <[ ")t -
k P - k P P P

Finalement, on obtient :
_ _ n 2k PN s
PZ=k=| |Cp=p)[1-Cp=p)]".

Et donc :

Z = X +Y suit une loi binomiale de paramétres n et 2p— p°.

Exercice 2

1) Remarquons que N est entier et Np aussi car c’est le nombre de boules blanches.

La variable X représente le nombre de boules blanches obtenues a I’issue d’un tirage donné, donc :

X(Q)=[0,Np].
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Les tirages possibles sont équiprobables, donc pour tout k € [[0, Np]] :

Nombre de tirages contenant k£ boules blanches
P(X =k)= : - .
Nombre total de tirages possibles

Enfin, on choisit sans remise de n boules distinctes parmi les N de 1’'urne, donc le modele est celui des

combinaisons. Il y a (N) tirages possibles et pour obtenir exactement k boules blanches (donc n—k boules
n

noires), il faut choisir ces k boules blanches parmi les Np dans I’urne (Allcp ) possibilités et pour chacune de ces

possibilités, il y a (N(l _kp ) ) possibilités de choisir les n—k boules noires parmi les N-Np=N({-p) de
n—

Np)(N(l—p)

h . ) tirages contenant k boules blanches et ainsi, pour tout k € [[0, Np]] :
n—

)

2

I’urne. Il y a donc (

P(X =k)=

aY . .
Onaa! ~ ~2ma (—j , donc pour tout entier b fixé :
e

a—>+o

\/2na(aj
(Clj: al B e
b) bla—b)la-+ b!m(a—bj
e

Et :
a a
\N2ma | —
a ( ej e_b a —aln[l—%) b ab
o Vet Ty
b!«/2n(a—b)(a bj ' '
e
a ah
Donc, a b fixé, ~ —et,an,petkfixés:
b )a—+= pl
k n—k n—k
(Np)(N(l—p)) (Np)" N""(1-p)
PX=kh=————-—" =~ = 1- .
( ) (N) N N k!(n_k)!p( p)
n n!
Ainsi :
lim P(X =k)=|" |pa=py*
N =+ k p p )
Donc :

Lorsque N tend vers I’infini, la loi hypergéométrique tend vers la loi binomiale . % (n, p).
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2) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [[l,n]] et S=X+Y.
Ona S(Q)=[2,2n] et, avec la loi des probabilités totales, on a pour tout k € [2,2n] :

P(S=k)= > P(X=i,Y=)).

i+j=k
I<i, j<n

Comme X et Y sont indépendantes et suivent une loi uniforme sur [1,n], on a, pour tous i, j€ [1,n] :

P(X=iY = j)=P(X =)P(Y = =1 =L
nn n
Donc :
P(S=k)= iﬂz_k %:%Card{(i, pelLal i+ j=k :%Card{(i,k—i)e [1.A]'}
I<i, j<n
:izCard{ie[[1,n]],1§k—i§n}=12Card{ie[[1,n]],k—nsl's1c—1}
n n
=L Card[max(1,k - n), min(k —1, )| = ik =L) —max(l. k- ) + 1
n n
Or:
k-1<n & k—-n<l.
Donc :

min(fk—1,n)=k—-1 & max(Lk—-n)=1.

Et ainsi,on a :

k_21 quand 2<k<n+1
PS=k)=1, ”1 )
n+—2— quand n+1<k<2n
n

Si on représente cette loi pour n=6 (ce qui correspond a I’expérience : lancer de deux dés standards et non
pipés, S est la somme des deux chiffres obtenus), on obtient :

0,18 -
0,16 -
0,14 + *
0,12 -
0,1
0,08 - ¢ ¢
0,06 -
0,04 -

0,02

0

0 5 10 15
Ceci illustre bien I’aspect « triangulaire » de la loi. Numériquement, ceci correspond a pour tout k € [[2, 2n]] :

P(S=2n+2-k)=P(S=k).
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Exercice 3

L’expression de la fonction génératrice d’une variable aléatoire X suivant une loi uniforme sur [[2, Zn]] est :

2n 2n 1
G,()=) P(X =k)t' =) ——*.
L (0 Z ( ) ;ZH_ZH

Soit :

1 2n .
G, ()= t
x (1) 2n—1;

Soient X, et X, deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans [1,n]. On a alors :
Gx,+x2 = GX, Gx2

Comme X, et X, suivent la méme loi de probabilité, ona G, =G, , donc pour tout € R :

2
2 n
Gy, =G, () = (Z P(X, =k)t* j :
k=1
Ceci permet de conclure que toutes les racines de Gy ., sont au moins doubles.

2n
Or, si X, + X, suit une loi uniforme sur [[Z,Zn]] ,ona GXIJrX2 (®) :ﬁz‘tk , donc :
—lig=2

2n 2n-2
Gyo,(D=0 & D1'=0 o £@-DY *=0avecr#l & ' -1)=0 avecr#1.
k=2 k=0

Comme n>2,ona 2n—1>3, donc X*" ' —1 admet au moins une racine et toutes ses racines sont simples (ce
sont les racines (2n—1)*"* de 1’unité). Ainsi, toutes les racines de le+ X, > hormis 0, sont simples. D’apres ce

qui précede, ceci est absurde et ainsi :

X, + X, ne peut suivre une loi uniforme sur [2,2n].

Exercice 4

1) a. Ona N(Q)=Net 0<X <N, donc:

X(Q)=N

b. Comme il choisit au hasard son entrée, chaque visiteur a 1 chance sur 4 de choisir I’entrée n° 1 (épreuve de
Bernoulli, probabilité de succes = 1/4). Les k visiteurs se présentent successivement et leur choix est
indépendant de celui des autres. Nous sommes en présence d’un schéma de Bernoulli et donc :

Quand N =k, le nombre X de visiteurs qui entrent par I’entrée 1 suit une loi binomiale de parametres & et E

c. On a (X=n)=U(N=k,X=n) et pour k#k', (N=k,X=n)N(N=k',X =n)=0, donc la famille

k=n

((N=k,X =n)) _ forme une partition de I’événement (X =n).

n2
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La loi des probabilités totales donne alors P(X =n) = ZP(N =k,X =n), soit :

k=n

P(X =n)= iP(N =k)P,_, (X =n)

k=n

k

* % Or, d’apres la question b, sachant

Comme N suit une loi de Poisson de parametre A, on a P(N =k)=¢"

k n k—n
N =k, X suit une loi binomiale de parametres k et l ,soit P, (X =n)= l E ,ona:
4 (V=0 n)\4) 4

e M RY1IY (3T = A k! 1Y (3"
P(X =n)= Az — 2] = S R N I
(X =n) kZe k!(nj(4j (4) kze k!n!(k—n)!(4j (4)
n +oo k—n N 4oo k no3i
N P N ) RS T I TE A BRRTEA Y
ala) " =" k=—n)l4 a4 ) =il 4 nil 4

L4y

M

Ainsi, P(X =n)=e , donc

. ) . . oA
La variable X suit une loi de Poisson de parametre rk

2) a. Comme le joueur réussit de facon certaine le premier lancer ( P(S,) =1) mais peut ratier le deuxieme, Z
vaut au minimum 1 et peut valoir n’importe quel entier supérieur ou égal a 1 (pour tout ne N', I’événement

(Z =n) est ’événement : « les n premiers lancers sont réussis et le (n+1)“™ est raté »). Ainsi :

Z(Q)=N"

b. On vient de voir que pour tout ne N*, I’événement (Z =n) est I’événement : « les lancers 1 et 2 et ... et n

ieéme

sont réussis et le (n+1)™ est raté », donc :

(Z:n):SlﬂSZ('\...ﬁSn ﬁ§n+1

On a alors :

P(Z=n)= P(Sl NS, N..NS, m§n+1) = P(SI)PSI (Sz)Pslms2 (S3)"'Psmszm..ns,H (Sn )})Slmszm..nsn (§n+l)'

Par hypothese, P(S,)=1 et pourtout i>2, P, ¢ ¢ (Sl.)zl, donc P, o, ¢ (E)zl—lzi. Alors :
il l 1002004 l l
P(Z:n):lxlxl...xlxi.
2 3 n n+l

Soit :

P(Z=n)=

(n+1)!
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c. Ona:

S n Sn+l-1 &1 1 1
.P(Z=n)= = = —_— =— (par télescopage).
Z”GN ( ) Z“(n+1)! ~ (n+1)! nz_:‘(n' (n+1)!j 1! P page)

n=1

Ainsi, on a bien :

Y. PZ=n=1

Exercice 5

1) On apourtout me N :

k=m

P(X2m)=Y P(X=k)=> (1-p) " p=1-p)"" p>.1-p)™"

— (1= p)™* < 1= Y = (1= p)™"
(1-p) p;( P ==p) s

Soit :

P(X zm)=(1-p)""

2) Ona X(Q)=Y(Q)=N", doncsi Z=min(X,Y),onaaussi Z(Q)=N".
Pour tout ke N* :
P(Z=k):P(min(X,Y)=k))=P(X =k,Y2k)+P(X 2k+1,Y:k)

=Y P(X=kY=i)+ > P(X=iY=k)
i=k i=k+1

+oo

ZEP(X =k)P(Y=i)+ > P(X=i)P(Y=k)

i=k+1

=>-p)"'pa-p) " p+ D UA-p) " pd-p)'p

i=k i=k+1

=(1-p)*" " p’+201-p)" p* D A-p)

i=k+1

=(1-p)“Vp*+20-p) ' pPA-p)' Y A-p)

i=0
=(1-p)**“ " p*+2(-p)**“ "V p*A-p)————
I-(d-p)
=(1-p)* P p*+2(1-p)** p-p)
=2-p)1-p)*“p

Ainsi, pour tout ke N” :

P(Z=k)=2~-p)p(d-py**"
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Ona X(Q)=Y(Q)=N",doncsi W=X-Y ,onaaussi W(Q)=7Z.

Pour tout ke Z :

+oo

P(W=k)=P(X-Y=k)=P(X=Y+k)= > P(X=i+kY=i)

i=max(1-k,l)
= > P(X=i+k)P(Y=i)= > (A-p)*'pl-pp
i=max(1-k,l) i=max(1-k,l)
) 2 = 5T ) oo 5 max(i—k.1) 1
=p’=-p)* Y [a-p)] =p*a-p)?[a-p)] —
i=max(1—k,1) 1-(-p)
(- p)k—2+2max(l—k,l)
= Z

Et:
o si k20, k—2+2max(1-k,D)=k-2+42=k ;
o sik<O0, k—2+2max(1-k,1)=—k.

Soit, pour tout k€ Z, k—2+2max(1—k,1) = k| et:

¥
P(Wzk)z—p(;_f))

3) Soit (i, j))e N'xZ.Ona:

P(Z=i,W=j)=P(min(X,Y)=i,X -Y =j)=P(min(Y + j,Y) =i, X =Y + j)
Si j20, min(Y+ j,Y)=Y,donc :

P(Z=iW=j)=P(Y=i,X =i+ j)=p(-p)~ p(l=p)*'" = p*(1-p)**'~
Si j<O0, min(Y+ j,Y)=Y+j,donc :
P(Z=iW=j)=P(Y+j=i,X=Y+j)=P(Y=i-jX=i)=pd-p)' ' pd-p)' =p*1-p)*
Donc :
P(Z=i,W = j)=p* (= p)*""7= p*(1= py .

Or:

R/ o
P(Z=i)P(W=j)= <2—p>p<1—p>2<"-“’(;—p) = p*(1-py

Ainsi, pour tout (i, j))e N'xZ,ona P(Z=i,W =j)=P(Z=i)P(W =), donc:

Les variables aléatoires W et Z sont indépendantes.

Exercice 6

N : n_—x 1 +ee n_—x
1) Remarquons déja que quel que soit ne N, on a x"e " = o (—Zj, donc .[ x"e “dx converge , pour tout
+ oo x a

+oo .. PN oo -
réel a. Ainsi, u, = J-k x"e “dx est bien défini. De plus, on a déja vu que .[0 x"e ‘dx=n!
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Pour tout ne N,ona:

P(X <n)= ZP(X k)= Ze*“‘ ey

k=0 k=0 k‘ k=0 k‘

Or, la formule de Taylor avec reste intégrale a 1’ordre n appliquée a la fonction exponentielle (qui est C™ sur

R ) entre O et A donne :

k n
e}‘—zk J.AOL_I) e'dt.

i k! <0 n!
Et en posant x=A—¢ dans I’intégrale, on obtient :
iy S nAf 1 A
e7‘=Z—+ Z M dx = —+—e}”.[ x"e " dx
= k! 0 n! = k! n! Jo0
n k 1 N . . e n k N 1
=) —+— (I dxj d) Z—+ Mnlmu,) =) et 1-—u,
i k! n! 0 im0 k im0 k! n!
Af 1
Donc Z——e —u, etainsi:
~ k! n!

P(X Sn):lun
n!

2) Sipour ne N,onpose A =(X <n),ona A CA, et U A, = Q. Par continuité croissante, on a alors :

lim i‘u lim P(X <n)= lim P(A,)= P(J _.A)=P©)=1.

nq#—oon n—+o

Donc :

n—>+oo

3) Comme X suit une loi de Poisson .7 (1), ona G, (t)=¢"*", donc :

G,()=1 et Gy (-I)=e*

4) Si B est I’événement « X prend une valeur paire », on a :

P(B)= i P(X =k).

k pair

Or, pour tout réel ¢, G, (1) = z P(X =k)t*, donc :

k=0

GX(1)+GX(—1):§P(X =k)+§P(X =k)(- D :ip(x :k)[1+(—1)k]=2§ P(X =k).

k pair

Ainsi :

Gy (D+Gy (=)

P(B) = 5
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Donc :

-2\

. . 1+
La probabilité que X prenne une valeur paire est

5) Si B' est I’événement « X prend une valeur divisible par 4 », on a :

P(B") = +ip(x =k).
k=0
4k

Et:

GX(1)+GX(—1)+GX(i)+GX(—i):EP(X =k)++iP(X =k)(-D* +§P(X =k)i* +§P(X =k)(=i)*

=§P(X =k 1+(= D +i* +(—i)k]:4§P(X =k)

Donc :

P(B") = Gy,(D+G,(~D+G,()+G, (i) 1+e P+ 4+ 1™ e (e +e™)
4 4 4 '

Et finalement :

l+e 2 +2e " cosh
J )

La probabilité que X prenne une valeur divisible par 4 est

6) Appelons C I’événement « XY est un entier pair ».
Comme X (Q)=N et Y(Q)={1;2}, XY est toujours entier et :

C=«Xestpair»ou «Yestpair»=Bou (Y=2) = BU{Y=2).
On a donc :

P(C)=P(BU(Y =2))=P(B)+P(Y =2)- P(BN (Y =2)).

Et comme X et Y sont indépendantes, on a P(BN (Y =2))=P(B)P(Y =2). Ainsi :

l+e™ 1 1+e™ 1 3+
P(C)=P(B)+P(Y =2)-P(B)P(Y =2)= +—— —= .
(C)=P(B)+P( )—P(B)P( ) 5 5 > > 2
Finalement :
7Y
La probabilité pour que XY soit un entier pair est
Exercice 7

Soient a,be N".

L’équation caractéristique associée a (E): y"+(a—1)y'+by=0 est r’+(a—1)r+b=0, de discriminant
A=(a—1)*—4b. La forme des solutions de (E) dépend du signe de A, mais dans tous les cas, I’ensemble des
solutions est un plan vectoriel Vect(f,, f,) ou f, et f, sont deux solutions de (E) non proportionnelles.
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Remarquons que comme a,be N',ona a—1>0, b>0et A=(a—1)>—-4b<(a—1)*.

B a—l—\/zt B ¢1—1+\/Zr
° Sia—1>2\/z>0,soitA>0,0nafl:t|—>e 2 oet fyite 2

Comme 0<~v/A <a—-1,0ona a—1++A >a—-1-vJA >0, donc lim f, = lim f, =0.

a-1 a-1
—t —t

° Sia—1=2\/3>0,soitA:0,0naflztl—)e_2 et fz:t|—>t.e_2 .
Comme a—1>0,o0ona limf, =lim f, =0.

a-1

_al, -,
o Sia-1<2Vb,s0it A<O, fiit>e 2 cos((JAl7) et fir>e 2 sin(([a] ).
* Sia>l,onalimf =limf,=0.
* Sia=1,alors flzt|—>cos(2x/3t) et fzthsin(Z\/Et),qui n’ont pas de limite en + oo.

Finalement :
limf, =limf,=0 & a=#l.
+ o0 +o0
Or, toutes les solutions de (E) tendent vers O en + oo si et seulement c’est le cas pour f, et f,, donc:
Toutes les solutions de I’équation (E) tendent versOen+o© << a#1

Ainsi, la probabilité pour que toutes les solutions de 1’équation y"+(A—1)y'+ By =0 tendent vers 0 en + o est
la probabilité que A#1, soit P(A#1)=P(A>1)=1-P(A=1).

Si p est le parametre de la loi géométrique suivie par A,ona P(A=1)= p,donc:

La probabilité pour que toutes les solutions de I’équation y"+(A—-1)y'+By=0

tendent vers O en + oo est 1 — p ou est le parametre de la loi géométrique suivie par A.

A A A A A A A A AN A A A A AN AN A A A A A A A AN A AN AN A AN AN A A A A AN A AN AN AN AN AN
A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN A AN AN AN

Exercice 8

1) Notons Y =aX +b et g, safonction génératrice.
Ona X(Q)=N,donc Y(Q)={an+b,ne N} et g, :1 > ZP(Y =an+b)t™?" .
n=0

Comme a>0,ona P(Y =an+b)=P(X =n), et :

+ oo + o0

g =D PY =an+b) 1" =1"> P(X =n) ()" =1"g, (1) .
n=0 n=0

tu

Et g,(¢) est défini quand g, (t*) est défini, donc quand |t*|< R, , soit < Ry =R, . Ainsi :

g, t—>1t"g, (t") sur |- R, ,R,[ avec R, =R)".

2) Ona g,(1)= ZP(X =n)=1,donc 1€ |- R, ,R, [ et par symétrie, — 1 aussi. Ainsi :

n=0

gy estdéfinieen—1et 1.
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3) Ona:

P(X pair) = i P(X =n)

n pair

P(X pair)+P(X impair)ziP(X =n)=g, 1)

=N
P(X impair) = z P(X =n) P(X pair)-P(X impair)zZP(X =n)(-1)"=g,(-1)
Soit :
N _8x(D+g (=D
P(X pair)= 5
P(X impair)z 8x (1)_2gx (G2

4) Si X suit une loi de Poisson de paramétre A >0, alors g, :t+> "™ sur R, donc :
g, (=" =1
gX (_ 1) — e}u(—l—l) — e—27u
Et:
o
P(X pair)= Ite ” _ohenn
o
P(X impair) = ! ; =e *sh

Si X suit une loi binomiale de parametres n et p, alors g, :t+> (pt+1—p)” sur R, donc:

{gx D=1
gx(=D=(01-2p)

Et:
P(X pair):—“—(l;zm
P(X impair):—l_a;zp)
Exercice 9
1) Soit Be A . Posons :
A=(XeB)N(X'eB)N(X#X")
A, =(XeB)n(X'e B)n(X=X")
A=(XeB)Nn(X'e¢B)N(X#X")
A=(XeB)n(X'¢B)N(X=X")=D

Ona (Xe B)=AUA,UAUA, = A UA, UA, et!'union est disjointe.
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Alors :
P(Xe B)=P(A1)+P(A2)+P(A3).

Et:
A=(XeB)Nn(X'eB)Nn(X#X")c(X#X") P(A)SP(X#X")
A =(XeB)n(X'eB)Nn(X=X")c(X'eB) = <P(A)<P(X'eB)
A=(XeB)n(X'e¢B)n(X#X")c(X=X") P(A)SP(X#X")
Donc :
P(XeB)<P(X#X')+P(X'eB)+P(X#X").
Soit :

P(XeB)-P(X'e B)<2P(X # X ).

Le variables X et X' jouant des roles similaires, on obtient de méme P(X'e B)—P(Xe€ B)<2P(X #X')

et ainsi :

|P(Xe B)-P(X'eB)|<2P(X #X)

2) Ona:
> P(,.Y,)=3GiY= > P(.Y)=Gi+ Y P(¥.Y)=Gi)= Y a

(i,i")eN? (i,ieN?,i<2 (i,i%eN?,i>2 (i,i)eN?,i>2

Or, si a #0, la somme Z a est infinie, ce qui est absurde car z P((Y Y =0, i')) =1, donc :

m
(i,i%eN?,i>2 (i,iN%eN?

a=0

Ona:
P(Y,=0)=> P((¥,.Y,)=(0,i))=P((¥,.Y,)=(0,0))+ > P((¥,.Y,)=(0,i))=1-p,
i'eN i'eN*
P(y,=1)=> P((¥,.Y,)=01i))=P((¥,.Y,)=010)+ > P(¥,.Y,)=(11i)
i'eN i'eN"
P oA 1 i’
=e—(-p,)+ Y P .,,p’" :e_”’”zl.)—i’}—H p,=e e ~l+p,=p,
i'EN* 1. i'eN 1.

Et pour tout entier i =2 :

P(Y,=i)=> P((¥,.Y,)=(i,i))=0.

ieN
Soit i'e N. Comme P((Y,,Y,")=(i,i"))=0 pour tout entier i 22, 0na:

P(y,'=i)=> P((¥,.Y,)=(,i))=P((X,.Y,)=(0,i))+P((¥,.Y, )= (i)

ieN

l-p,+e " —=(1-p,) sii'=0

= P A1
e Nt :
0+,—,|pm sii'eN i'l
i"
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Finalement :

Y © %(p,) et

m

Y,' S Z(p,)

m

Soit me [1,n]. Par définition de la loi conjointe de ¥, et ¥, ', on a pour tout i'e N', P((Y,.Y,")=(0,i))=
Or, d’apres ce qui précede, P(Y, =0)P(Y,'=i')= (l—pm)e,—m"n”, donc :
i
P((,,Y,Y=(0,i")=P(Y,=0)P(Y,'=i').

Ainsi, pour tout me |Il,n]] :

Y et Y ' nesontpasindépendantes.

3) Prouvons par récurrence sur n€ N que P(X,#X,' Zp avec X, ZY et X,'= ZY '

m=1 m=1

e Pourn=1,0na:
P(Y,=Y")=P((¥.},)=(0.0)+P((¥. Y, ) =(LD)=1=-p+e " p,.
Donc :
P(Y,#Y")=1-P(Y,=Y")=p —¢ "p =p(l-e").
Or, pour tout xe R, " 21+ x,s0it 1—e* <—x,donc 1—e " < p, etainsi:
P(Y,#Y,)<p;.
La propriété est vraie au rang 1.

e Supposons la propriété vraie a un rang ne N .

n+l

On considere (p,, p,,..., p,» P,.) € [0,1]" et (¥, ')meﬂl,nﬂ]] des couples de variables al€atoires vérifiant

les hypotheses de 1’énoncé. On a :

n+l n+l1 UI:(XV: # X ) (Xn+1 # Xn+l ):I

(X % X,) =[(X, =X,) 0 (X, % X,

L’union est disjointe donc :

P(X,,#X,,)=P[(X,=X,)N(X,,#X,.)]+P[(X, X, )" (X, = X,.)) ]

n+l n+l n+l ntl
Et:
(X, =X,)n(X,. = X,.)]=[(X, N, 27 (¥, 27,
[(Xnan') X, ]C(XniX
Donc :
PL(X,=X,)N(X,, = X,.) < P(Y,, #Y,.))
PL(X,#X,)N(X,, #X,,)]<P(X,#X,)
Et ainsi :

P(X,, #X,,)<P(Y,, %Y

n+l n+l

N+P(X,#X,)).
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n

Par hypothése de récurrence, P(X,#X,')<) p. et comme pour n=1, on a P(

m
m=1

donc :

n n+l

P(Xn+l # Xn+1')Szpnf+p3+l :zpri :

m=1 m=1

Ainsi, la propriété est vraie au rang n+1.

. . e e 4., L s oqe, s . * .
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N, soit :

P(Zn“ym # Zn:Ym j < Zn:p,j
m=1 m=1 m=1

Y. #Y.)<pl.,

n+l n+l



