PSI* 1

Corrigés des TD du chapitre 15

Exercice 1

1) L’application @:(P,Q)+ (P1Q)= ZP(ak)Q(ak) est bien définie sur (]R,Z[X])2 et a valeurs dans R .

k=0
Elle est clairement symétrique (commutativité du produit dans R ) et bilinéaire (distributivité du produit sur
I’addition dans R ).

De plus, pour tout Pe R [X], on pose (PI|P) =Z:P(ak)2 >0, donc ¢ est positive et donc, ¢ est produit

k=0
scalaire si et seulement si ¢ est définie. Or, on a :

(PIP)= Z:P(ak)2 =0 & P(a,)=P(a)=..=P(a,)=0.
k=0
Donc, a,,a,,...,a, sont racines de P. Si les a, sont distincts deux a deux, alors Pe R [X] possede n+1

racine distincts, donc P est nul. Dans ce cas, ¢ est définie.

Par contre, si les a, ne sont pas distincts deux a deux, quitte a renuméroter, on peut supposer que a,=a,

et dans ce cas, avec P = H(X —a,)eR [X],ona (PIP)=0 avec P#0,donc ¢ n’est pas définie.
k=1

Finalement, ¢ est définie si et seulement si les a, sont distincts deux a deux, et donc :

(P,Q)— (Pl1Q) = ZP(ak)Q(ak) est produit scalaire si et seulement si les a, sont distincts deux a deux.
k=0

2) Remarquons que pour tout k € [[O,n]] ettout i e [[O,n]] , L(a,)=39,, (Ie symbole de Kronecker).

On a pour tous i, j& [0,n] :

(LIL;)= Z L(a)L;(a,)= Z5i,k5.;,k =95,

k=0 k=0

Donc, la famille (L, L, ..., L,) est orthonormée et comme elle contient n+1= dim(Rn[X ]) polyndmes :

La famille (L,, L, ..., L,) est une base orthonormée de R [X].

3) Remarquons déja que pour tout Pe R [X], i“P(ak)2 :||P||2 (ou

k=0

| || est la norme associée au produit
scalaire utilisé ici), donc inf (Z P(q, )ZJ =inf (|IP|’).

PeF =0 PeF
Par ailleurs, si on pose L=L,+ L, +...+L ,onapourtout Pe R [X]:

Z":P(ak) = iL(ak)P(ak) =(LIP).

k=0 k=0
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Donc, F ={Pe R [X]\(LIP)=1}.Mais, (LIL)=n+1, soit (L Lszl (donc %Le F)et:
n+

n+l1
F:{Pe Rn[X]\(LIP):(L LL]}:{PG Rn[X]\(L‘ P—LL]:O}:{PG Rn[X]\LJ_P—LL}
n+l n+l1 n+l

1 1 1
Alors, pour tout Pe F,ona L lpP—1L.,dnc—LlP——1L et d’apres le théoreme de Pythagore :
n+l n+l n+l
|| 2
| )

2 2

+

P—LL
n+l1

oy
n+l

LL+P— ! L
n+l1 n+l1

2

- o e ()

L
n+l1 PeF n+l1

7=

1
n+l1

Or, LLE F, donc inf (||P||2) SL et finalement :
n+l PeF n+l1

. - . . 1
ot 3ptar =it (1) =nin 171") =

Exercice 2
1) Ona:

® (-|-) est clairement symétrique et bilinéaire du fait de la linéarité de I’intégrale.

e De plus, pour tout Pe R [X],ona (P|P):j_11P2(P'

Or, ¢ est a valeurs dans R, donc P’@>0 sur [—1;1] et par positivité de I'intégrale, on a (P|P)>0

donc (-1-) est positive.
¢ Ona:
(PIP)= J'_lle(p: 0 < P@=0 sur [-1;1] (car P*@ est continue et positive sur [—1;1])
&  P=0 sur [—1;1] (car @ est a valeurs dans R’ donc ne s’annule pas)

< P =0 (car P admet une infinité de racines donc est nul)

Ainsi, (-1-) est définie.

Finalement :

(-1-) estun produit scalaire sur E.

2) Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliqué a la base canonique (1, X, ..., X") de E permet

de construire une base orthonormée (F), B, ..., P,) telle que pour tout ke [0,n], P, = avec R, =1 et

k
IR,
pourtout k>1, R, =X“—(X“1P_)P_ —..—(X“IP)P,.

Alors, par construction, le terme de plus haut degré de R, est X, donc pour tout k€ [0,n], deg P, =k et le

coefficient dominant de F, est >0 et ainsi, il existe bien une base orthonormée de E, échelonnée en
k

degrés et constituée de polyndomes de coefficients dominants strictement positifs.
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Supposons maintenant que 1’on ait deux telles bases : (£, B, ..., P) et (Q,,0,,....0,).
Notons pour tout k € [[O,n]], a, >0 et b, >0 les coefficients dominants respectifs de P, et Q, .
Montrons par récurrence forte que pour tout k€ [0,n], O, = F,.
e Pour k=0, P, et Q, sont tous deux degré 0, donc Q, =AP, avec b, =Aa, donc A>0,et:
1=(Q,10,)=AM(PIP)=A" = A’=1 = A=1 (car A>0).
Ainsi, Q, = F, et la propriété est au rang 0.
e Supposons la propriété vraie jusqu’a un certain rang k € [0,n—1].

P . . £
Alors, R = Qo B est un polynéme de degré inférieur ou égal a k donc R = Z?»l.Pi .

e+l e i=0
Mais alors, pour tout i€ [0,k], Q, =P, et:
P 1 1 1 1
A =(RIP)= (%—ﬁlﬁ) =— QB —@F, P =—(Q, 10)——(F,, | P)=0.
el Gt e+ a1 b, i

. b :
Donc R=0, soit Q,,, =AP,,, avec A=—"9L>0. On obtient A =1 comme plus haut.
Qs

Ainsi, Q,,, = P,,, etla propriété est donc vraie au rang k +1.
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc elle est vraie pour tout k € [[0, n]] .

Ainsi :

Il existe une unique base orthonormée de E, échelonnée en degrés et
constituée de polyndomes de coefficients dominants strictement positifs.

3) a. Le terme de plus haut degré de (X*—1)" est X** donc le terme de plus haut degré de Q, est :
|
(X*)® =2kk-1)..(k+DX" = —(zkk') X

Ainsi :

Q, estde degré k et de coefficient dominant

(2k)!
-t

b. La famille (Q,)

de dimension n+1. Ainsi :

re[on] ©St donc une famille échelonnée en degrés de n+1 polynomes de E=R [X], qui est

(0, )keﬂo’n]] est une base de E.

c. Posons pour tout k€ [0,n], P, =(X*>-1". Onaalors, Q, =PR"“.

Remarquons que comme — 1 et 1 sont racines de multiplicité k dans P,, ces deux réels sont racines de P,'”
pour tout entier compris entre O et k—1.
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Alors, pour tout (i, j) € [[O,n]]z, on a, en intégrant deux fois par parties :
1 . : - 1 . - . -
©10)=[ P 0PV 0dt=[ B 0P )] ~[ B 0PI dt == [ PP (t)di
. - 1 (. g U -
=[R2 0P (0] +[ B @PY 0d = B ()P (Hdi

En continuant ainsi, on obtient pour tout p< j, (Q,10.) = ' pur "(1)PY™(t)dt et en particulier pour p=j :

i J ! J
1 Lo
©Q,10)=[ P (0P, (t)dt .

Mais, si i < j, alors i+ j>2i=deg P, donc P"*” =0 etainsi, (Q,10,)=0.

Par symétrie du produit scalaire, on a aussi (Q, 1Q;) =0 pour i > j etainsi, (Q,1Q;)=0 pour i # j donc :

La famille (Q,)

] est une base orthogonale de E.

ke[0,n

Exercice 3

L’identité du parallélogramme est ||x+ y||2+||x—y||2 :2(||x||2+||y||2), qui est donc vérifiée ici pour tout

(x,y)e E*. Montrer que la norme est hilbertienne revient 2 montrer qu’elle dérive d’un produit scalaire et si tel
est le cas, alors ce produit scalaire et la norme vérifient les identités de polarisation.

x+ y||2—||x—y||2 =4(xly), soit:

En particulier, pour tout (x, y)e E?,
1
1=t (o - eof):
Il faut donc montrer que (x,y)— (xly)= %(||x+ y||2 —||x— y||2) est un produit scalaire sur E.
Cette application vade E* dans R et est symétrique (||x+ y|| = ||y +x|| et ||x— y|| = ||y —x|| ).

1 . N
De plus, pour tout xe€ E, (xlx) :Z(”x'i'xnz _||x—x||2) :”x“2 >0 et (xlx) :“x”2 =0 équivaut a x=0
(séparation de la norme).
Reste a prouver la bilinéarité, donc la linéarité a gauche (la symétrie entrainera alors la linéarité a droite).

Nous allons procéder en deux temps.

Soient (x,x',y)e E*.Ona:
2

x—l +x'—l
2y 2y

4(x+x'l y)=||JC+X'+y||2—||x"‘x'_y”2 =

x+l +x'+l
2y 2y

Et, avec I'identité du parallélogramme :

2 2 2 2 2 2
wtyrxr iyl =of e o] +lea iy =l Ly—x=Ly| ol feedty] e+t =’
PR 2" 2" 27T 2" 2"
2 2 2 2 2 2
x——y+x'—ly =20 |lx—=y| + x'—ly —lx=—=y—x"+=y| =2||lx—=y|| +|x'—-=y —||x—x'||
2 2 2 2 2
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Donc :
4x+x'ly)=2 x+l 2+ x'+l 2 -2 x—l 2+ x'—l 2
y 2)’ Yy 2)’ 2}’
=2 x+l 2—x—l 2+ x'+— 2—x'—l 2
2)’ 2y y 2y

Remarquons que 1’identité du parallélogramme peut aussi s’écrire pour tout (X,Y)e E* :

1
X[+ =S (1% +v1P+x -y ).
Donc :
N L SNE 1P e I
vril +lo] =l ) (et =3l )3
LI tyye : 1P > ey L]
v 4o =3l esl) 2] =l )
Ainsi :
(N 2 2
x| =) =S (ol ==l =260,
N E N E
On a bien siir de méme x'+5y - x'—Ey =2(x'ly) etdonc:

4(x+x'l y):2[2(xl y)+2(x'l y)]:4[(xl y)+(x'l y)].

Ainsi, pour tout (x,x',y)e E° :

(x+x'ly)y=(xly)+x'ly) Q).

Soit maintenant (x,y)e E*. Posons pour tout Ae R :

1 2 2
fF) =0l y)=Z(||7»x+ == ).
L’application fest définie sur R et a valeurs dans R .
De plus, comme X — ||X || est continue sur E (car 1-liptschizienne du fait de 1’inégalité triangulaire), f est

continue sur R en tant que différences de telles fonctions.

Enfin, pour tout (A,i)e R?, on a d’apres le résultat (1) :
SO+ =(A+wxly)=Rx+pxly)=Axly)+@xl y) = fA)+ f(W).

Ainsi, f est une application continue sur R vérifiant f(A+p)= f(A)+ f(1) pour tout (A,n)e R*, donc f est
linéaire (exercice classique de premiére année : on prouve que pour tout (A,n)e RxN, f(nA)=nf (L), puis
on évalue fsur N, Z, Q, puis R par continuité, grace a densité de Q dans R).

1l existe donc un réel fixé a tel que pour tout Ae R, f(A)=ak et a= f(1)=(x|y), donc pour tout (x,y)e E*
ettout Ae R,ona:

(Axly)=Axly) ().
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Les résultats (1) et (2) prouvent que (x,y)— (x| y) est linéaire a gauche et ainsi, (x,y)— (x| y) est un produit
scalaire, donc :

Toute norme de E vérifiant I’identité du parallélogramme est hilbertienne.

Exercice 4

Si la famille (x;, x,, ..., x,) estliée, alors on a |detB (X, X5 ey xn)| =0 et I'inégalité est immédiate.

Supposons que la famille est libre, alors c’est une base de E (qui est de de dimension n) et les x, sont tous non
nuls. Par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on construit une nouvelle base orthonormée de E,
B'=(e,.e,,....e,) avec pour tout k€ [1,n] :

€ =Xn — (X le)e —(x,, le)e, —..—(x, le e, et e, = ”8 ” €ir
k+1

On a alors :

n

1
dety (e, €,, ..., €,) = det, (el, €y, X, = (x, l€)e, — (x, 1 €y)e, — ... — (x| en_l)en_l]J
€

1 1
=det, (el, €, ,—an =——det, (e, €,,....¢,,,X,)

en En
1 1
=£_det3 (el, €,y T—[ %, — (X, le)e, —(x,_ 1 e))e, —...—(x,_, 1 e, ,)e, ], xn]
n n—1
1 1 1
=——d €y —— X, =————d s €y X 1,
e Cly (el € e Xt an e |le, ely (el € Xo1 xn)
= 1 dety (¢, x X, 15 X,)
les|-le |- Je.) 2T
1 1
= det Xy Xy ooy X1y X
(o =% 73(||x1|| - i J
1
= det,(x,x,,.... %X ,, X
e e o (o v T 50)
Donc :
‘detB(xl,xz,...,xn) =[x [l -ea]) -] -[€.] - |dets (e ess ... v €,)

Or, det, (e, e,,...,e,)=det P ol P=P, estla matrice de passage de B 2 B'.Ona P'='P,donc 'PP=1,
et:

det('PP)=(det 'P)(det P) =(det P)" =det/, =1 = |dety (e, e,..... ¢, )| =|det P|=1.
Ainsi :

‘detB (x5 X s X, ) =[] || €0 |- JE

Enfin, pour tout k€ |I2,n]] :

X, :||£k ||ek +(x, le)e +(x, leye, +...+(x, le,_ e, .
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Et comme la famille (e,,e,,...,e,) est orthonormée, on a :

I =le + e + (v 1e)? + ot (x e D)2 2e " = e <[]

Donc, ||£2|| € .l-IE, S||x2||... X, -[x,|| etainsi :

‘detB (X, Xy ey X, )| < ||x1||||x2|| (R 8
Finalement, on a bien dans tous les cas :

‘detB (x5 Xy ey, ) < ] |,
Il est clair que si I'un des x, est nul, alors ‘detZg (x5 Xy x, )| =5[22 x| =0 -

Si pour tout k€ [L,n], x, #0 et (x, x,,..., x,) estliée, alors on a |det3(xl,x2, r X,)

=0<||x|[|x. -

'xn

Si pour tout k € [[l,n]] , x, #0 et (x,, x,,..., x,) estlibre, alors d’apres ce qui précede, on a :

o |-

|detB(x1, Xy X)) =||x1||.||x2||... X, X, =||€2||... €..-l€,

Comme pour tout k& [2,n], [, <

|xk||, aucune de ces inégalité ne peut étre stricte avec 1’égalité ci-dessus.
Ainsi :

|detB(x1, Xyyuees X,)

vike[2n], [x]=[e.]
Vke [[2,n]], (x le)=(x,1e,)=(x,le,_)=0
Vke [[2,11]], x, € (Vect(e,, e,, ""ek—l))l

sl el s
=
=
& Vke[2,n], x,e(Vect(x,, x,, ... x,{_l))l
Et ceci est vrai si et seulement si la famille (x,, x,, ..., x,) était initialement orthogonale.

Finalement :

‘detB (x5 Xy ees X, )| = |35 -| 2] - |, ]| si et seulement si I'un

des x, estnul ou la famille (x,, x,, ..., x,) est orthogonale.

Exercice 5

Ona fe L(E) etpourtout (x,y)e E* : (x1y)=0 = (f(x)| f(y))=0.
Soit (x,y)e E” tel que x| =||y|=1. On aalors :

[ =" = | - =0 & +ylx-y=0.
Or:
(x+ylx=y)=0 = (fx+y]f(x=y)=0.
Et:
(fE+ENIfFx=M)=0 & (fFO+fWMIf@-FfM)=0 o [f@| =[lro| .

Ainsi, pour tout (x,y)e E* tel que ||x|| =||y||:1, on a ||f(x)|| :||f(y)||, donc x|—>||f(x)|| est constante sur la

sphere unité de centre 0, .
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Autrement dit, il existe un réel positif k tel que pour tout xe E tel que ||x|| =1,0na, || f (x)|| =k.

g

Il existe bien un réel positif & tel que pour tout x€ E, || f (x)|| =k ||x|| .

Mais alors, pour tout xe E\{0.},ona:

o)

Et bien stir, | £(0,)|=]0.]=0=k]|0,| et ainsi:

[0l = = = &[]

Réciproquement, supposons qu’il existe un réel positif k tel que pour tout xe E, || f (x)|| =k ||x|| .

Soit (x,y)e E* tel que (x|y)=0.On a alors :
1 2 2 2y 1 2 2 2
(F@ 1) =5 (IF @+ O =l =1 OF ) =5 (1 0 =7 =10 )

1 k2
= (K3 = [l = ) = e+ 5 = [ =517 ) = &2 xt yy =0
2 2

Et ainsi, et f conserve 1’orthogonalité :

La réciproque est vraie.

Exercice 6

1) L’application (A,B)— <A,B> définit un produit scalaire sur E: c’est du cours, c’est méme le produit

scalaire canonique sur E =M (R).

2) Appelons S 1’ensemble des solutions du probleéme, soit :
S={Pe GL,(R)\V Ac E.|A|=||P'aP[}.
Remarquons déja que S est non vide car contient au moins 7/, .

Soit P S.Ona 4| =HP‘1APH pour toute A de E. Si on pose B=P~'A (donc A=PB), ona |PB|=|BP| et

comme B décrit E quand A décrit E, on peut écrire :
S={PeGL,(R)\V Be E,|PB|=|BP|} .
Alors, si Pe S, on a pour tout (B, B,)e E*, ||PB1|| :||BIP||, ||PBZ|| :||B2P|| et:
|P(B,+B,)|=|(B,+B,)P| < |PB+PB,| =|BP+B,P|
& |PB| +2(PB.PB,)+|PB,| =||B.P| +2(BP,B,P)+|B,P|
& (PB,PB,)=(BP,B,P) (avec |PB| =|BP| et |PB,| =|B.P|)
Réciproquement, si pour tout (B,,B,)e E?, (PBI,PBZ> :<BIP, BZP>, alors pour toute matrice Be E, on a
|PB|" =||BP|" (avec B=B, = B,). Ainsi:

S={Pe GL,(R)\Y (B,,B,)e E*,(PB,,PB,)=(B,P,B,P)} .
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Notons (E, ) j,» 1a base canonique de E. Si Pe S, on a alors <PEi,j,PEi,,j,>:<Ei’jP,El..’j.P> pour tous
i, j,i'j' de [Ln].

Réciproquement, supposons qu’une matrice P de GL (R) vérifie <PE PE, >=<El., P E. j,P> pour tous

i,j°
i, j,i',j'" de [[1,n]. Alors, pour tout (B,,B,)€ E* tellesque B, = Y. «, E, et B,= > P, .E. ., ona:
1<i, j<n 1<i',j'<n
<PB1,PBz>:< > « ,PE, Y B.PE, > > o B (PE .PE, )
1<i, j<n 1<i',j'<n 1<i,j,i',j'<n
=y ocl.,jBl..,j.<Ei,jP,Ei,,j,P>=< > o E P Y B.E., P> (B,P,B,P)
1<i,j,i',j'Sn 1<i, j<n 1<i',j'<n

Donc, Pe S . Ainsi :

Sz{Pe GL,(R\Y (. j.i", j)e [Ln] .(PE, ,.PE, )= <EZ.J.P,EZ.,J.,P>}.

i,j°
Soit maintenant une matrice P quelconque de E. Notons C,, ..., C, ses colonnes et L,,..., L ses lignes.

Pour tout (i, j,i',j")e [[l,n]r, PE,; (resp. PE, ) est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la

1eme .1 ieme

(resp.la j ) quiest C, (resp. C,.), donc :

(PE,,.PE, ,)=38,,(C,1C,)

i,j°

ou (-1-) est le produit scalaire canonique de R".

De la méme facon, pour tout (i, j,i',j)e [[1,n]]4, E P (resp. E, .P) est la matrice dont toutes les lignes sont

-ieme .1 ieéme

nulles sauf la i*™ (resp. la i ) quiest L; (resp. L, ), donc :

(E,P.E,,P)=35(L,IL,).

Alors :
PeS o VG i j)e[Ln], <PE PE,> <E P.E, P>
& Viivjhe[Ln]’.s,,(c1¢,)=38(L1L,)

Or,sii#i'et j#j',8,,=8,=0,doncd, (CIC.)=5,(L/IL,).Dot:

v Gie L], i%i, (C1C)=0

PeS o VG e[La], j=iy (L1L,)=0

VG, peLa], (¢1¢)=(L,1L,)
Soit :
VGie[La], i%i, (C1C)=8,\°

PeS o 3dIreR )
vGoiveal's j# i, (L1L)=5, A’

+

Remarquons que :

Viive[La] . i#i, (C1C)=8,X o 'PP=NI, o V(ij)e[Ln]. j=j. (LI1L)=5 )\
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Finalement :

PeS & 3INeR, 'PP=N\1I,.

Enfin, si ‘PP =21, avec A #0 alors P est inversible et donc :

Les solutions du probleéme sont les matrices Pe E telles qu’il existe Ae R’ tel que ‘PP =71, .

1
Remarquons que 'PP=\I, revient & XP €0,(R).

Exercice 7

On a d’une part x> f(x)=x" (x” 2 f (x)) , donc, d’apres 1’inégalité de Cauchy-Schwarz :

(Iolxzf(x)alx)2 <([lxtax) ([ xrvrar) =%J-;xf(x)2dx,

Et, comme f est positive sur [0;1], on peut écrire x f(x)* = x f(x)"* f(x)**, d’ou, toujours d’aprés I’inégalité de
Cauchy-Schwarz :

(J'(:xf(x)zdx)z < (j;xzf(x)dx)(j;f(xfdx).
Alors, comme f est positive sur [0;1], on a J'(:xf(x)zdx >0 et:

4(I;x2f(x)dx)2 (j(: xf(x)zdx) < (j(: xf(x)zdx)2 < (j(j xzf(x)dx)(j(jf(x)3dx) ().

Enfin, comme f est positive et continue sur [0;1], X x° f(x) est positive et continue sur [0;1], donc
1 1
IO X2 f(x)dx>0 et si .[0 x> f(x)dx=0, alors x> x*f(x) est nulle sur [0;1], donc f1’est aussi et dans ce cas,

I’inégalité recherchée est vérifiée (c’est méme une égalité, les deux membres étant nuls).

Si fn’est pas nulle sur [0;1], alors _[ (: x* f(x)dx >0 et on peut simplifier (¥), ce qui donne :

4([01xzf(x)dx)(jole(x)zdx) <[ Feidx

A A A A A A A A AN A A A A AN AN A A A A A A A AN A AN AN A AN AN A AN A A AN A AN AN A AN AN
A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN A A AN AN

Exercice 8

1) Quels que soient P,Q de R[X], application ¢ +>~1-7P(t)Q(t) est continue sur [—1,1] et application

=

1 /l—t
est continue sur |—1,1| et intégrable sur |—1,1|, donc ¢+ ,|[—P(t)Q(t) est continue sur |—1,1
N/, ] ] g [ ] 1+1 ] ]

et intégrable sur [—1,1], et ainsi :

L’application (P, Q) <P, Q> = j 11 /%P(t)Q(t) dt est bien définie sur R[X]°.
- +
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1_
L’ application (P,Q)I—><P,Q>:J.11,/1—IP(I)Q(t)dt est symétrique (par commutativit¢é du produit) et
- +1

e ) ) ) fl —t
bilinéaire (par linéarité de I’intégrale). De plus, pour tout Pe R[X ] et tout € ] — 1,1] , l—P(t)2 >0, donc :
+t

(P, P) :J'_ll‘/i—:P(t)z dt>0.

. /1—t . /1—t . o
Enfin, si <P, P> = j 11 1—P(t)2 dt =0, alors comme I’application ¢ > 1—P(t)2 est continue et positive sur
- +1 +1

. t .
]—1,1], elle est nulle sur cet intervalle. Comme 1— ne s’annule qu’en 1, P s’annule en tout point de
+1

] -1,1 [, donc admet une infinité de racines, donc le polyndme P est nul.

Finalement, (P,Q)— <P, Q> est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive sur R[ X ], donc :

(P,Q)—> <P, Q> est un produit scalaire sur R[X].

2) Remarquons que pour tout Pe R[X] :
O(P)=(X>-DP"+2X+DP'=(X*-1)P"+2XP'+P'=[(X*-DP'I'+P".
Donc, pour tous P,Q€ R[X], en posant R=(X*—1)P',ona:
(0(P),0)=(R'+P',0)=(R',0)+(P"0).

Et, pour tout [a,b]c |- 1,1[, 1> R(t) et t > ,/E Q(t) sont C' sur [a,b], et par intégration par parties :
i} , 2
b 1- 1- b 2 1-
[ R 0wydr=| R, Q(t)} [ R0+ L Q) |ar
a 1+t i 1+t L 2/1—t 1+1¢
1+1¢
e -vro = ow] - [/ D) - —— =0+ =L Q) |ds
i 1+¢ e (1+1)** 11—t 1+¢

_ :(z—1)\/1—z2 P'(t)Q(t)T - jm(:);—;)lmp'(t)g(z) di+] b A=tWI=2 P00t dt

- :(z—1)\/1—z2 P'(t)Q(t)J - " ‘ /5 P(OQ()dr+ | " A=D\1=-2 P ()0 (1) d
Et, en faisant tendre a vers — 1 et b vers 1, on obtient :
[ R0~ 0ty =[(t—1)\/1—t2 P'(t)Q(t)T - 1= pooa dr + [ a-on1=FP Q@
! I+1 -1 N1+t !

Soit :

(R.Q)=—(P.0)+[ (1-tW1-rP Q1) dr.
Et encore :

(0(P).0)=(R".Q)+(P".0)=[ (1=tW1-rP)Qt)dr.
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On a alors :

(P,0(Q))

(0. P)=[" a=0\1=rFQ WP mdr = A-D1-P0Q (1) dr =(9(P),0).

Ainsi, pour tous P,Qe R[X], (P, ¢(Q)> = <¢(P),Q>, donc :

L’application ¢ est symétrique pour le produit scalaire considéré.

3) Ona 0(1)=0, ¢(X)=2X +1 et pour tout ne N tel que n>2 :
X" =(X*-Dn(n—-DX">+Q2X +DnX"" =n(n+DX" +nX"" —n(n-1X"".

Ainsi, ¢(1)=0 et pour tout ne N*, deg(¢(X")) =n, donc pour tout ne N, R [X] est stable par ¢, d ou :

Pour tout ne N, ¢ induit un endomorphisme de R [X].

Notons ¢, cet endomorphisme induit. Comme ¢ est symétrique (pour le produit scalaire considéré), ¢, 1’est
aussi et donc, d’apres le théoreme spectral (on est dans un R -espace vectoriel) :

L’endomorphisme induit ¢, est diagonalisable.

Soit ke [[O,n]] , Ae R et P, € R[X] un éventuel polyndme unitaire (non nul) de degré & tel que ¢(P,) =AP,.
e Sik=0,alors F,=1etona ¢(F,)=0=0F,, donc O est valeur propre et 1 est un vecteur propre associé.

e Si k=1, alors F=X+0o et on a ¢(}’1)=¢(X)=2X+1=2(X+%j, donc 2 est valeur propre et

=X +% est un vecteur propre associé.
e Sik>2,onpeutposer P,=X"+Q, avec degQ, <k-—1et:
O(P) =X ) +0(Q) = k(k+DX* +hX " —k(k=DX +0(Q,) -
Comme Q, € R, ,[X], ¢(Q,)€ R, ,[X], donc deg| kX *" —k(k—D) X" +6(Q,) |<k—1. Alors :
OP)=AP, & kk+DX"+kX""'—k(k-DX"7+0(Q)=AX"+A0, = A=k(k+]).

Remarquons que dans tous les cas, si un polyndme B, de degré k est un vecteur propre de ¢, alors la valeur

propre associée est k(k+1).
Réciproquement, soit k € [[0,n].
On a vu plus haut que ¢(1)=0 et pour tout de N, deg(¢(X d)) =d , donc pour tout polyndme Pe R[X] de
degré de N,ona:
e O(P)=0sid=0;
e deg(¢(P))=d sid>0.
Ceci prouve déja que ¢(P) =0 si et seulement si P est constant. Donc :

0 est valeur propre de ¢, , de sous-espace propre associé la droite Vect (1) (= ker¢).
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De plus, k(k+1) =0 si et seulement si k =0.

On suppose maintenant que k € [1,n] (donc k(k+1)#0).

Cherchons alors un polynome Pe R[X ] unitaire, de degré d € N et tel que O(P)=k(k+1)P.

On a vu plus haut que le terme de plus haut degré de O(P) et d(d +1)X“, et celui de k(k+1)P est k(k+1)X*,
donc d(d +1)=k(k+1), qui implique immédiatement que d =k (car x+> x(x+1) est strictement croissante
donc injective sur R, ). Ainsi, P est de degré k.

) 1
Si k=1, alors, comme plus haut, ¢(P)=2P donne P=X +5 . Donc :
Ix(1+1) =2 est valeur propre de ¢, , de sous-espace propre associé la droite Vect(X +%j .

Sik=2,P=X*+aX+b et:
5 5 2(a+1)=6a a=1/2
O(P)=k(k+DP & 6X*+2X -2+a(2X +1)=6X"+6aX +6b PR
a-2=6b b=-1/4

Donc :

2X(2+1) =6 est valeur propre de ¢, , de sous-espace propre associ€ la droite Vect(X g +% X —ij .
k-1 )
Si k23, P=X"+) aX'et:
i=0

OP)=k(k+)P < q{x" +§aiXij:k(k+1)(X" +§aixfj

i=0 i=0

& ¢(Xk)+§ai¢(Xi) =k(k+DX* +k(k+l)§aiXi

k-1
& kk+DX" +kX —k(k-DX'?+Y a [iG+ DX +iX ™ =i =D)X ]

i=2

k=1
+a,2X +D)=k(k+DX* +k(k+D)Y a X’
i=0
k-1 k-1
& X —k(k-DX T+ Y a [i+DX +iX T =i -D)X"7 |=k(k+1)) a X'
i=0

i=0

Ceci équivaut au systeme :

1
s :E
4 (k—l)[ak_l —k]
2 2(2k -1)
i +Da. , —@(+2)a
a, = (l )[aH—l (l ' )az+2] Vie [[2,k _3]]
k(tk+1)—i(i+1)
a = 2a, —6a,
k(k+1)
2a,
Ay =—
k(k+1)
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Ce systeme admet une et une seule solution et ainsi, il existe un unique polyndme unitaire P, tel que
O(P,)=k(k+1)P,, donc :

k(k +1) est valeur propre de ¢, , de sous-espace propre associ€ la droite Vect(F,).

Finalement, les valeurs propres de ¢, sont les k(k+1) avec ke [[O,n]] et les sous-espaces propre associé sont

droites Vect(P,) avec deg(P,)=k pour tout k€ [[0,n].

Comme R [X]= ké) Vect(P,), la famille (P, P, ..., P)) est une base de R [X] de vecteurs propres de ¢, telle

que pour tout k€ [0,n], deg B, =k .

Enfin, soient i, j € [[O,n]] tels que i # j. D’apres ce que 1’on a vu plus haut i(i+1) # j(j+1) et:
(P.0))=(0B)P) & (B j(+DP)=(i(+DB.P) & [j(j+D=il+D](R.P)=0.

Et comme j(j+1)—i(i+1) #0, on obtient <E, Pj> =0, donc les P, sont orthogonaux deux a deux.

En définitive :

I1 existe une base orthogonale de vecteurs propres (F,, F,, ..., P)) telle que pour tout k € [[O,n]] ,degP =k.

Exercice 9

1) Soient f,ge E.Ona:

2 1 2 2
(£1-le) 20 = |fel<S(f*+&).

Comme f* et g” sontintégrables sur R, fg I’est aussi par comparaison, donc < f ,g> est défini :

L application (f,g)+>(f.g)= j _°° f(t)g(t)dt est bien définie sur E”.

L’ application (f,g) > < f, g> = j_m f(t)g(t)dt est symétrique (par commutativité du produit) et bilinéaire (par
linéarité de I'intégrale). De plus, pour tout fe E, f*>0,donc (f,f)= j °° f()*dt>0.

Enfin, si < fsf > = .[ _Do f(t)’dt =0, alors comme f est continue sur R, f”est continue et positive sur R, elle est
donc nulle. Ainsi, ( . f > =0 implique f =0.

Finalement, (f,g) < f, g> est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive sur E, donc :

(f.8) > (f.g) estun produit scalaire sur E.

2) Remarquons déja que comme Q. est inversible, 0 n’est pas valeur propre. De plus, par symétrie du produit
scalaire, Q. est symétrique (réelle), donc, d’apres le théoreme spectral, elle est diagonalisable et toutes ses

valeurs propres sont réelles. Ainsi, prouver que la plus petite valeur propre de Q est strictement positive
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revient a prouver que toutes les valeurs propres de QO sont positives (forcément strictement d’aprés ce qui

précede). Soit donc A€ R une valeur propre de Q. et X =(x,,..., x,)€ R" un vecteur propre associé (non nul).

On a alors, avec la linéarité a droite du produit scalaire et en posant ¢ = Z xXQ; ¢
j=1

0X=\MX & Vie[lr], z<(pi,(pj>xj=<(pi,2xj(pj>=<(pi,(p>=?\.xi.
=1

Jj=1

Alors :

r

T (00) =23 o <in(pi,(p>:7\,2xf o (0.0)=23 .
=1 =1 =1 =1

i=1

Comme X #0,0na fo >0 et, avec <(p, (p> >0, on obtient :
i=1

k=—<(rp’(p>20.

2
Z Xi
i=1

Ainsi, toutes les valeurs propres de Q. sont positives, donc strictement positives et :

La plus petite valeur propre de Q, est strictement positive.

3) On suppose toujours O inversible et on veut :
9, € Vect(9,,....,9,) < O, estnon inversible.

Dans ce qui suit, notons C,,...,C,, C,, les colonnes Q , et C/,...,C,' cellesde Q..

r+l r+l

(=) On suppose que @,,, € Vect(9,,...,,).

Il existe donc (a,,...,a,)e R" telque @,,, =a,Q, +...+a,¢,,et:

r+l T

(9,,0,.,) (9,00, +...+a,0,) (9,.9,) (9..0,)
I R : - © el , T |=aC ttac,.
" {9,.9,.,) (9,00, +..+a,0) | | (0,.0) “ o) [T ¢
(0,0:0,0)) (0500 +..+a,0,) (0,:01) (®,00:9,)

Donc, une colonne de Q. , est combinaison linéaire des autres, ce qui prouve que :

r+l

Q.,, n’est pas inversible.

(&) On suppose que Q.. n’est pas inversible.

r+l1

Alors, les colonnes de Q,,, sont liées, autrement dit, il existe (A, ..., A, X,,)e R™\{(0,..., 0)} tel que:

AMC +..+AC +A, C.. =0.

r+1 " r+l =

Si A, =0, alors A,C,+...+4A,C. =0 et en supprimant la derniere coordonnée de chaque colonne, on
obtient A,C,'+...4+A C.'=0. Or, Q. est inversible, donc ses colonnes forment une famille libre et ainsi,

onaA=..=A =0=A_,, ce quiest absurde car les A, ne sont pas tous nuls.

r+l
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Ainsi, A, #0 et on peut écrire :

r+l
Cr+l = — )3\‘1 Cl —.— )\‘;\‘r Cr = alcl +...+arCr.

En posant ¢ =a,¢, +...+a,¢, , ceci implique que pour tout i€ [[L,r+1] :

r+l r+l

(0,.0,,)=a,{(0,,0,)+..+a,{9,,0,) =(0,,a,0, +...+a,0,) =(0,,0).

En particulier <(Pr+1’(Pr+1> = <(pr+1,(p> et:

Zai <(pi’(pr+l> = Zai <(Pi’(p> < <Zai(Pi’(Pr+l> = <(P, (pr+l> - <zai(pi’(p> - <(P,(P> )
i=1 i=1 i=1 i=1
Alors :
<(pr+l —0,0,, _(p> = <(Pr+l’(pr+l> - 2<(pr+1’(p> +<(p’ (p> =0.

Etdonc @ ., =¢@=0a@, +...+a,@,,d ou:

r+l

®,, € Vect(,,....9,).

Finalement, on a bien :

est non inversible.

®,, € Vect(9,,...,9,) siet seulement si Q

r+l

4) Pour tout ne[[L,r], ¢, € Vect(9,,...,,).

, ES
Prouvons par récurrence forte sur k que pour tout ke N, .

e Pour k=1, comme Q, estinversible et Q,,, ne I'est pas, on a @,,, € Vect(@,,...,9,) d’apres la question

r+l

précédente, donc il existe (a,,...,a,)e R" telque @,,, =a,0, +...4+a,0,.

r+l

Ainsi, la propriété est vraie au rang 1.

e Supposons la propriété vraie jusqu’a unrang ke N .

,
Posons y=¢q,0,,, +...+a,0,,, = Zai(ka .Ona:
i=1

r

<w,<p,+k+1>=<za,.<p,.+k,<p,w>=za,.<<p,.+k,<p,+k+l>=za,. <<p,.,<p,+1>=<zai<p,.,<pm>=<<p,+1,<p,+1>
i=1 i=1 i=1

i=1

<\|I’ W> = <z a;P;ps z a_j(pj+k> = Z a;a; <(pi+k ) (pj+k> = Z a;a; <(Pi’ (pj> = <z a,Q,, z aj(P_,'> = <(Pr+1 ) (pr+l>
i=1 = i=1 =

1i, j<r Ii, j<r

<(pr+k+l ) (Pr+k+1> = <(Pr+l ) (Pr+l>
Ainsi, <\|f, l|f> = <\|I, (Pr+k+1> = <(pr+k+l 4 (pr+k+l> = <(pr+l ’ (pr+1> et:
<\|f 0V (pr+k+l> = <\|f’ \|f> - 2<\|f’ (pr+k+l> + <(pr+k+l > (pr+k+l> =0.

Ceci prouve que Yy —@ =0, donc que :

r+k+1

Q. a=V=aq0,,+.+ta0,, .
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Or, par hypothése de récurrence, @,,, € Vect(@,, ..., ®,) pour tout i€ [[1, r]], donc :

Qi = Zai(pi+k € Vect(9,.... 9, ).
i1

Ainsi, la propriété est vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k€ N" . Ceci permet de conclure que :

Pour tout ne N', ¢, € Vect(9,,..., 9, ).




