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Corrigés des TD du chapitre 2

Exercice 1

1) Ona MSa , SOit ||y—x||£a||x||. En écrivant x=x—y+ y, on obtient :

]
[y=Ad <alx=y+y|<alx=y]+a]y] = a-a]y=x|<a]y].

Et comme ae[0,1[,ona 1—a >0, donc, avec aussi ||y||>0 :

[y=od_ a

[ 1-a

2) Remarquons que dans la formule désirée, x et y jouent le méme rdle, donc quitte a intervertir les deux
vecteurs, on peut supposer que 0 < ||x|| < ||y|| (donc max (||x||,||y||) = ||y|| ).

Posons alors & =M (onadonc 0<k<1), u = et v =2 (on a donc ||u|| = ||v|| =1).
5] [ ¥
Le résultat voulu se récrit alors : ||u - v|| < ZM = 2||ku - v|| .Ona:

K
e =v]| = |l = kwe + ke = v < |jue = k| + | owe = v|| = | A= k) el |+ || ke — v .

Et comme |ul|=1 et 1-k>0,0na:

v < 1=k +]ku—] .
Enfin, d’aprés I” « autre » inégalité triangulaire : | [ku|—|v]|| <[Jku—v]|. Avec |u=|v]|=1, on obtient :

1—k =|k —1|<|lku—v] .
Finalement, on obtient ;

it =v]| < 1=k +[ku—]| < 2[ku—] .

Soit :

x>

L—
max (| v])

Xy
I+ 1]

Exercice 2

Les preuves que N,, N_ et N sont des normes sur E se font exactement comme celles faites dans le cours pour

les deux premieres normes usuelles sur K” (le fait que le nombre n+1 de composantes varie ne change pas la
preuve) et pour la norme infinie sur C ([a,b],R) avec [a,b]=[0,1] (en remarquant que les fonctions polynomes
sont continues sur R et que si un polyndme s’annule en tout point de [0,1], alors il admet une infinité de
racines, donc il est nul).
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Soit P=X"+..+4X+1.0na N_(P)=1et N(P)=N(P)=n+1.Alors :

im MNP _ lim NP =+
n—+oo NN(P) n—>+oo NOQ(P)

Ainsi, il n’existe pas de réel a >0 tel que N, <aN_ ou N <aN_, etdonc :

N_ n’est équivalentenia N_,nia N .

. . n C n k k C n n
Soit maintenant P=(1-X)" =) L |CDF X" Ona N, (P)=Y" L |72 et N(P)=1. Alors:

k=0 k=0

im N(P) _
n—+oo N(P)

Ainsi, il n’existe pas de réel a >0 tel que N, <aN :

N, et N ne sont pas équivalentes.

Exercice 3

On a vu dans le cours que si u est un isomorphisme de K” dans E, alors x> ||u(x)|| est une norme sur K” et

dans la preuve, I’aspect bijectif n’est utilisé que pour prouver la séparation.

On prouve donc exactement comme dans le cours que N :xH”u(x)” est une application de F dans R,

vérifiant la propriété d’homogénéité et 1’inégalité triangulaire. De plus, pour tout xe F,ona:
Nx)=0 & [ux)|=0 & u(x)=0.
Et pour que u(x) =0 soit équivalent a x =0, il est nécessaire et suffisant que u soit injective.

Ainsi :

L’ application N : x> ||u(x)|| est une norme sur F si et seulement si u est injective.

Exercice 4

On a lim (¢' —t—2) =+ o0, donc pour tout réel k assez grand, e‘ —k—2 est positif. La fonction constante
t—+oo0

f:10,1] > R; x> k appartient alors a A et a pour norme ||f||m =k.

Ainsi, on peut trouver f € A de norme aussi grande que 1’on veut, ce qui veut dire que :

A n’est pas bornée.

Soit maintenant (f,), . une suite de fonctions de A convergeant vers f € E. On a donc || f,=f ||N —0.

Or, pour tout ne N et tout xe[0,1],ona:

L= fl<||f -

Donc, pour x€[0,1] fixé, f, (x)——— f(x).

n—+oo
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De plus, comme pour tout ne N, f, € A, on a, pour tout ne N et tout xe [0,1], 2+ f, (x) < e eten passant
a la limite quand 7 — + oo, on obtient pour tout xe€ [0,1] : 2+ f(x)<e/™ etainsi, fe A.
Ceci prouve que :

A est fermée.
Finalement :

A est une partie fermée et non bornée de E.

Exercice 5

1) Ona Ac A donc E\Ac EMA et, comme, A est fermé, E\A est un ouvert inclus dans EMA .

Soit un ouvert O inclus dans E\A.Ona O c E\MA, donc : E\(ENA)=AcC E\O.

Or, E\O est fermé, c’est donc un fermé contenant A. Comme A est le plus petit fermé contenant A, on a
Ac E\O etdonc: O c E\A. Ainsi, tout ouvert O inclus dans EMA est inclus dans E\A .

Finalement, E\A est le plus grand ouvert inclus dans E\A, soit :

E\A=E\WA

4]

Si on remplace A par E\A dans la relation ci-dessus, on obtient : E \EM=E\(E\V)=A.

En passant aux complémentaires, on obtient immédiatement :

EVAi=E\A

2) Pour tout a€ A, il existe une suite d’éléments de A qui converge vers a. Or, les éléments de A sont dans B,
donc il existe une suite d’éléments de B qui converge vers a. Ceci prouve que a€ B et ainsi :

AcCB

Si Ac B, alors E\Bc E\A, et d’apres ce qui précede : E\BCEWA.

D’apres la question précédente : E\B c E\A.

En passant aux complémentaires, on obtient immédiatement :

AcB

o o
— o —_— o

3) Ona AN B c A, donc d’apres le résultat ci-dessus : ANBc A.De méme, AnBcC B etdonc:

[

Achf(l)mlO%.

Soit maintenant a€ A N B. Il existe alors 7,7, € R tels que B(a,r,) C A et B(a,r,) C B.

En posant r =min(7,r,) >0, ona B(a,r) < B(a,r;) c A et B(a,r)c B(a,r,) € B, donc B(a,r)c ANB.
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o
— o o

Ceci prouve que a€ AN B et ceci étant vrai pour tout ae AN B,ona:

)o

f(})mi.%cAmB.

Finalement, on bien :

4) Ona AnBc A, donc d’apres la question 2 : ANBc A.Deméme, ANBC B etainsi :

AchZmE

a—b
Soit a,be E tels que a #b . Posons r:u, A=B(a,r) et B=B(b,r).

Ona ANB=O (si xe AnB,on a 2r:||a—b||:||a—x+x—b||S||a—x||+||x—b||<r+r=2r : absurde), donc

ANB=Q,mais AnB=B(a,r)nB(b,r)={c} avec c=%(a+b),donc :

L’inclusion réciproque n’est pas forcément vraie.

Exercice 6

Soient a et b deux éléments de C et un réel Ae [0,1].
I1 existe deux suites de C, (a,),.y et (b,),., convergeant vers a et b respectivement.
Comme C est convexe, Aa, +(1—A)b, € C pour tout ne N. Alors :

1im (Aa, +(1=M)b,) =Aa+(1-A)beC.

Ainsi :

C est convexe.

Soient a et b deux éléments de C (donc de C aussi).

Comme a et b sont intérieurs a C, il existe deux réels r, >0 et r, >0 tels que B(a,r,) cC et B(b,r,) cC.

En posant r =min(7,r,) >0, ona B(a,r)c B(a,r;)cC et B(b,r)c B(b,r,)cC.
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Soit maintenant r€[0,1] et c=ta+ (1—¢)b. Posons :
A={tx+(1-1)y, (x,y)€ B(a,r)xB(b,r)} .

Pour tout (x, y)e B(a,r)xB(b,r),ona (x,y)e C*, donc tx+(1—1)ye C (car C est convexe). Ainsi :

AcC.

Prouvons que A= B(c,r).

Soit (x,y)e B(a,r)XB(b,r).On a ||x—a||<r, y—b||<r et:

lex+ A=)y —c||=|t(x—a)+ A=)y =b)| < t]|x—a|+ A-1)||y-b| <tr + A=1)r = 7.
Donc, tx+(1—-t)ye B(c,r) etainsi: Ac B(c,r).

Soit maintenant z€ B(c,r).

On considere les vecteurs x=a+z—c et y=b+z—c comme sur le schéma ci-dessous :

Ona:

||x—a||=||a+z—c—a||:||z—c||<r = x€ B(a,r) o mede s
—t)ye A.
ly=bl=[p+z=c-b|=[z=c|<r = yeB®.r i g

Or:
x+(-ty=tla+z—c)+(1-t)b+z—c)=ta+(1-t)b+t(z—c)+(1—-t)(z—c)=c+z—c=2Z.
Donc, ze€ A etainsi: B(c,r) C A.

Finalement, on a bien :
A=B(c,r).

En résumé, on vient de prouver que pour tout ¢€ [0,1], il existe un réel r>0 tel que B(ra+(1-1)b,r)cC,

autrement dit, pour tout € [0,1], ta+(1-1t)be C.

Donc, pour tous a,be C, [a,b] c C, ce qui prouve que :

o

C est convexe.

Remarquons que dans ce qui précéde, la seule inclusion B(c,r) c A(c C) permettait de conclure.
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Exercice 7

1) Comme on a bien lu I’énoncé jusqu’au bout, on a repéré la question 7.a. que 1’on résout maintenant.

Soient A,Be M, (R) avec A=(a,;) et B=(b,;).

Si on pose AB = (c;;),ona ||AB||DQ = m'ﬁlxﬂz‘cu‘ et pour tout (i, j) € [[1,11]]2 :
’ (i,j)e|l,n ’

n n n
o= (S| Sl | < S 1AL Aol =l doL..

Donc :
|AB|., <nA]..[B]..

Si on pose maintenant pour tout Ae M (R), ||A|| = n||A||m , AP ||A|| est une norme sur M (R) car A ||A||w
en est une et n>0. On a de plus, pour tout Ae M (R) :

[AB]=nAB]. <n(n Al |B].)=(n]A]. ) (n]BI. ) =[A]-I5]-

Ainsi :

Il existe bien une norme || . || de E telle que pour toutes A,Be M, (R), ||AB|| < ||A||||B|| .

2) Soit Ae E . Une récurrence immédiate permet de prouver que pour tout ke N, HA" H < ||A|| ‘.

Or, si ||A|| <l,ona ||A||k — 0, donc d’apres le théoreme des gendarmes, HA"H — 0 et ainsi :

|4 <1 = A* -0,

Comme ||AB|| S”A””B” pour toutes matrices A et B, si on prend A=B =1 , on obtient ||I,Z || < ||In||2 et comme

||In|| >0 (car I, n’est pas nulle), on a ||In|| 1.
e Sionprend A=1 ,ona ||A|| >1 et lasuite (A*),_, (qui est constante) converge vers I, .

e Sionprend A=2/ ,ona ||A|| = 2||In|| >1et lim

k—+o

AkH = lim 2 ||I,Z || =+ o0, donc (A*),_, n’apas de limite.

k—+o

e Sionprend A=aN avec N nilpotente et o > m ,ona ||A|| = 0L||N|| >1 et (A*),. (qui est nulle a partir

d’un certain rang) converge vers 0 .

Ces trois exemples permettent de conclure que :

Si ||A|| >1, on ne peut pas conclure quant a la limite de (A"),_,,.

3) Soit (A,),., une suite de matrices de S (R) (resp. A (R)), avec pour tout ke N, A =(a,,;), qui
converge vers A=(q, ;). Comme M, (R) est de dimension finie, on a convergence coefficient par coefficient,
donc pour tous i, j€ [[l,n]], a.,,—a eta . —a,  Ora,; =a,, (rep. a ; =—a,,) doncen passant a

la limite quand k — + o , on obtient a,;=a; (resp. a,, =-— al.J.) et ceci, pour tous i, j€ [[l,n]].
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Ainsi, A est symétrique (resp. A est antisymétrique), donc :

S.(R) et A (R) sont fermés dans M, (R).

Soit Ae A, (R) telle que (A*),_, converge vers M € M (R).
D’une part, A (R) est fermé donc :
Me A (R).

D’autre part, (A>)' =(A")’=(-A)>=A’, donc A’e S (R). Alors, pour tout ke N, A*eS (R) et
A — M , donc, comme S, (R) est fermé :
MeS (R).

Ainsi, Me A (R)nS, (R)={0,}, soit M =0, et finalement :

Si Ae A, (R), la seule limite possible de la suite (A*),_, est O .

4) Ona P,(R)={A=(a,)e M,(R), ¥ (. j)€[Ln]". a,; >0} . Onaalors:

M,R\P,(R)={A=(a,,)e M,(R), 3G, j)e L]’ a,,<0}.
Soit (A,),.y une suite de M, (R)\?P (R) convergeant vers Ae M, (R).
On pose pour tout ke N, A =(q,, ;) et A=(q,;).Ona:

A——A & VGpe[ln], a,,——=a,.

k—+oo J k—+oo

. N . . . . . . 2 . .
Comme les matrices A, possedent toutes n® coefficients, il existe (i, jo)e[[l,n]] et une suite extraite

(A ien telle que pour tout ke N, a <Oet:

O(k)niy s Jo

= lim a lim a

a. . L= . <
IysJo k—+ o0 k.iy. Jo k -+ o0 o(k),iy jo

Ainsi, il existe (i, j,)€ [Ln] tel que a, . <0 etdonc Ae M,(R)\P,(R).

Ceci prouve que M, (R)\?P, (R) est fermé, donc que :

P (R) estun ouvert de E.

5) La trace est une forme linéaire sur E, donc 1’ensemble des matrices de trace nulle de M, (R) est un

hyperplan H de E. Soit (A,),_, une suite de H convergeant vers Ae M (R).
On pose pour tout k€ N, A =(q,,;) et A=(q;;).Ona:

A——=—A & YGpe[Ln], a,,——=a,.

J k—+o00
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Comme pour tout ke N, A e H,ona Zak’i’i =0 et en passant a la limite quand k — + oo, on obtient :
i=1

Donc, Ae H et H est fermé.

Soit M une éventuelle matrice de I'intérieur de H. 1l existe alors une boule ouverte B de centre M et de rayon r

incluse dans H. Alors, si on pose N =M +WEM ou E,, est la premicre matrice de la base canonique de

1,1

M,(R), ona ||N—M||=§<r,donc NeBcH.

2|E
Or, H est un sous-espace de M, (R), donc si N et M sont dans H, alors E| =M(N—M)e H . Ceci est
r

absurde car Tr(E,)=1#0 donc E & H . Ainsi, I’existence d’un élément de I'intérieur de H méne a une

absurdité, donc H est d’intérieur vide et, finalement :

L’ensemble des matrices de trace nulle de M, (R) est fermé, d’intérieur vide.

6) En remplagant a,; <0 par 0<gq, ; <1, on démontre exactement comme dans la question 4 que Y, (R) est
une partie fermée de E.
De plus, pour tout A=(q, ;)€ Y, (R),
une partie bornée de E.

Enfin, soient A,Be Y,(R) avec A=(q,;) et B=(b,;),et Le[0,1].

A||N est I’un des coefficients de A, donc ||A||N €[0,1] et ainsi, Y, (R) est

Ona A>0 et 1-A>0, donc, pour tout (i, j) € [[1,n]]2 .

0<aqa, <l 0<Aa, ;<A
" " = 0<ha, +(1-Mb,, <1.

0<b ;<1 0<(1-Mb, ; <1-A

Les Aa, ; +(1-M)b, ; étant les coefficients de AA+(1-A)B,ona M+(1-1M)Be Y, (R) etdonc, Y, (R) est une
partie convexe de E. Finalement :

Y (R) est une partie convexe, fermée et bornée de E.

7) a. On I’a fait plus haut.

b. Une récurrence immédiate permet de prouver que pour tout ke N,

A"Hw <n* 4|

On pose pour tout k€ N, A“ =(q,, ;). On a alors pour tout pe N" et tout (i, j) € [[l,n]]2 :

k k-1 k C < k-1 k
Vke |I1,p]], ak’i’j‘ SHA Hm <n ||A||w = Z—‘ak,i,_i‘ S‘ao’i,j‘+ —n ||A||w .
i k! o k!
k k
» (n.||A A
Or, g%nk‘l.nA”: :%Z‘% et la série exponentielle z(n”k—v“’) converge. La série Z%ak,i, ; est

alors absolument convergente, donc convergente.
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p

51 . 1
Comme pour tout pe N, A = (Z—ak,i, jj et toutes les suites (Z;ak,i“ij convergent :
(i, j)e[L.n] : peN

k=0

La suite (A,) .y converge.

. a 1
C. SmtA:( j avec ae R.
0 a

0 1
En posant N =( j, ona A=al,+N ,avec N>=0, donc N* =0, pour tout entier k >2.
0 0
Comme I, et N commutent, on peut utiliser la formule du bindme de Newton, soit pour tout entier p =2 :

P
A7 =(al, + N)" = Z(ij(alz)”‘ka =(§j(alz)” +(11’j(a12)”—1N —a’l,+ pa"'N.
k=0

Remarquons que cette formule reste valable pour p =0 (en prenant ici ¢’ =1 méme quand a=0)et p=1.

Alors, pour tout pe N :

Et donc :
+oo _k +oo _k
exp(A)=| YL+ YL N =e (I, +N).
i k! im0 k!
Soit :

a 1 ea ea
A= = exp(A)=

Soit A=diag(a,,...,a,) avec (qa,,...,a,)€ R". On a alors pour tout pe N, A” =diag(a/,...,a’) et:

k

A _17 1Ak_F’ ld. d P | Pan
p—zﬁ —Zp iag(al,...,a") =diag Z{k_ ’zk! .

k=0 k=0 k=0
Donc :
+o0 +o0 ak +o0 ak
exp(A) = Z—Ak = diag(z—l, , z z j
k=0 i k! i k!
Soit :

A=diag(a,,...,a,) = exp(A)=diag(e™,...,e")
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Exercice 8

Pour tout ne N, notons (u.” )keN et (u, ),_, les suites définies par :

1
—— 81k < 1
u” =< k+1 MRS u, =—— pour tout ke N .
. k+1
0 sik>n
Pour tout ne N, u e F et:
0 sik<n !
VkeN, [u —ul|= = |u"™—u| = .
k k‘ 1 Sik>n H Hoo n+2
k+1

On adonc lim ‘u(”) —uH =0, donc u"” —u.Comme u¢ F, on en conclut que :

n—+oo

F n’est pas fermé.

Comme F est I’ensemble des suites des suites réelles bornées nulles a partir d’un certain rang, E\F est
I’ensemble des suites des suites réelles bornées possédant un terme non nul de rang plus grand que tout entier
aussi grand que 'on veut: Vue E\F, Vne N, 3Ne N, N2n, u, #0.

NP " 1
. la suite définie par v, =————— pour tout ke N.

Pour tout ne N, notons (Vi")) (n+1)(k+1)
n+ +

ke

v(n)

> n+l’

Pour tout ne N, v e E\F (v est bornée et ne posséde aucun terme nul) et ‘

On a donc lim |y

n—>+oo

appartient a F, donc pas a E\ F . Ainsi, E\ F n’est pas fermé, donc :

=0, ce qui prouve que la suite (de suites) (v(”’) , converge vers la suite nulle, qui
oo ne

F n’est pas ouvert.

Exercice 9

1) Soit fe E telleque N_(f)=1. Alors, pour tout t€ [0,1],ona —1< f(r)<1 (et 1 ou — 1 est atteint car ici f

=

est continue sur un segment, donc | f | aussiet N_(f)= sup| f
(0,11

Ainsi, pour tout fe A :
L a<iil o i< <l = <1
5 E_Io f(@®)de L/Zf(l) I—E ) <o(f)=< lo(f)|<1.

Ainsi, sup|(p( f )| existe :

feA

sup|@(f) <1.
feA
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Remarquons que pour fe€ E, @(f) est d’autant plus grand que I;lz f(t)dt est grand et positif et I 11/2 f(@®)dt est

grand et négatif. Ceci nous incite a considérer la suite de fonctions ( f, )%N* telle que pour tout ne N :

1 pour t € O,l—i
| 2 2n
1 11 1
H)y=<-2nt+n ourre|———,—+—
1@ P 12 2n 2 2n}
-1 pour t € l+i,1
12 2n

La figure ci-dessous représente f; :

—

On a alors pour tout ne N, f, € A et:

o) = [ fodi=[ fodi=[2 2 wdee [ wdi- [ fod-[) | fod

11 > 11 1
=———+[-n+nt]} | [l ] =
2 2n 2 on 2 2 2n 2n
Donc, lim |(p( f.)|=1, ce qui prouve que :
sup|p(f)] =1
feA

Supposons qu’il existe fe A telle que |(p( f )| =1.
En remarquant que — f € A et @(— f)=—¢(f), on peut supposer (quitte a changer fen —f) que ¢@(f)=1.

On avuque:

[ raa s%
1 7 o(f)<I.
_Il/zf(t)dtSE

Et, si I'une des deux inégalités de gauche est stricte, alors @(f) <1, donc :
1

J-o f(t)dt=—.[l/2f(t)dt=2

Alors :

I;/Zf(t)dt%:jo”zdz = ["li-rw]d=o0.
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Or, 1— f est continue et positive sur [0,%} (car 1 majore f), donc 1— f =0 sur [0,%} et f(%j =1.
De méme, J‘ll/z[1+ f(®)]dt=0 avec 1+ f est continue et positive sur [%,1}, donc 1+ f =0 sur [%,1} et

f (%j =—1, ce qui contredit le résultat précédent. Donc, I’existence de f € A telle que |(p( f )| =1 entraine une

absurdité, ce qui permet de conclure que pour tout fe A, [@(f )| <1 et ainsi :

sup|(p( f )| n’est pas un maximum.
feA

2) Soit (f, )nEN une suite de fonctions de F convergeant vers f € E (pour la norme infinie), soit :
lim N_(f, —f)=0.
On veut montrer que f € F, autrement dit que @(f)= .[ 01/2 f(t)dt— .[ 11/2 f(t)dt=1.

On a pour tout ne N, ¢(f,) = jom f (t)dt—.[lllz £.(dt=1 et

lo() =1 =|o(f)—(£,)
= (I;u f()dt— J-ll/z f(t)dt) B (I;/z f,(®dt— J-ll/z f, (t)dt)‘

_ ( [ ;’2 f(z)dz—j:z f, (t)dt)—(f,zf ory| 11/2 fu@at )‘

= I;/z[f(t)—fn(t)]dt—J-ll/z[f(z)_fn (t)]dt‘
Donc :

o) 1| <[lro-f,@lde+ [ | Fo- o)t

I;/z[f(t) -/, (t)] dt‘ + Ull/z [f(t) —f (t)]dt

Et :

[Clro-rld+ ] | ro-f,0]de=[ | F©)= £,0)]di < [ N.(f,~ FHdt =N.(f, - )

Ainsi, pour tout ne N, |@(f )—1| <N_(f,— f) et en passant a la limite quand n tend vers I'infini, on obtient

|(p(f)—1|£0, soit @(f)=1 etdonc fe F .Ceciprouve que :

F est fermé.

La distance de la fonction nulle a F est 1fn1fr N_(O0-f)= , inf  N_(f).

JeE,0(f)=1

On prouve comme ci-dessus que pour tout f e E, (p(f)| <N_(f),doncpourtout fe F,1<N_(f) et:

inf N >1.
feEl,%m:l -(f)
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Introduisons la suite de fonctions ( f, )neN* telle que pour tout ne N™ :

1 11
1+ pourte|0,———
2n—1 L 2 2n
2n’ 1111
1)=9— 2t-1 ourfe|———,—+—
L® 2n—1( )P 12 2n 2 Zn}
-1- ! pour t e l+i,l
2n—1 |2 2n
La figure ci-dessous représente f; :
)
05
0 02 04 \ 06 08 1
-0.5
-1

Pour tout ne N', f, € E et:

12 1 1 1 1 1 1 1 11 1
l f”(t)dt__jmf"(t)dt_(”2n—1jx(5_5j+5x(”zn_ljx[i_(?%ﬂ_?

Donc, @(f,)=1et f € F.

De plus, N_(f,)=1+ ! 1.Avec inf N_(f)=1,ceciprouveque inf N_(f)=1 etainsi:

2n—1 "7°~ feEQ(f)=1 FeEQ(f)=1

La distance de la fonction nulle a F est 1.




