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Corrigés des TD du chapitre 4

Exercice 1

ne +te’'

On pose f,(t) =" +1)————

n+t
Pour tout ne N, la fonction f, est définie et continue sur [0,1] et la suite (f, ) . converge simplement vers
la fonction f :t+> (t* +1)e'. De plus, pour tout ne N et tout re[0,1],ona:

ne +te’'

2t sh 2(t>+Detsher 4 hl
™ oy 2| g 2she| 2 +Deshr 4s
+1 n+ n n
1 1 ) ) ,
Donc et, comme — 0, la suite (f, )nE - converge uniformément.
n
On a alors :

lim Uolfn(t)dt} :jolnlirgm[fn(t)]dr =[ fwar=[ @ +nedr.

n—>+oo

En intégrant deux fois par parties, avec les fonctions C i+l et e, puis 1+ 2t et €', on
obtient :

j(:(t2+1)erdt:[(t2+1)e’};—.[;2te’dt:[(t2+1)e’ll)—[2te’]l+J.126Tdt
=[(z2+1)ef—2tef+2ef] [(t —2z+3)e] =2¢-3

Finalement :

lim j(t ppetre’ a3
n—tes n+t

Exercice 2

1) Pour xe R, posons f.(t)=t"+xt—1.
Sur R, la fonction f, est continue et strictement croissante de —co a + oo, donc, d’apres le théoreme de la

bijection continue, f, réalise une bijection de R dans R . Ainsi, — admet un unique antécédent par f _, ce qui
n

veut dire que :

L’équation (E, ) admet une unique solution réelle.

1 . .
Remarquons que f,(0)=—1<—=f (u,(x)), donc u,(x)>0 car f, eststrictement croissante sur R .
n

2) Pour tout ne N' et tout xe R,,ona:

0, (0 +xu, () -1-2=0 & f,(1,(0)=1 & un<x>=f;l(lj'
n n n
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Comme f, est continue sur R, f,”' ’est aussi et :

n—>+oo

lim u (x)= lim fx‘l(ljzlir% £ =£710).
n—+o n r—
Etona f.(t)=t"+xt—1=0 quand = f,”'(0), donc f,”'(0) est 'unique solution de £’ +xt—1=0.

Finalement :

Lasuite (u,) . converge simplement vers une fonction u telle que pour tout xe R, u(x)’ +xu(x)—-1=0.

Ona f, (u(x)) =0. Or, la fonction f, est strictement croissante et f (0)=—1<0, donc u(x)>0.

On a pour tout xe R, u(x)’ +xu(x)—1=0, soit :

)

3
le u(x)” 1

o T =g ()

1
avec g(t)=——t".
t

La fonction g est continue sur ]R*+ et strictement décroissante de + oo a —oo, donc, d’apres le théoreme de la

bijection continue, g réalise une bijection de Ri dans R . Alors :
gu)=x & ux)=g"x.

La fonction g étant continue et strictement décroissante de R dans R, le théoréme de la bijection continue

. _ . . . . * . .
assure que la fonction g~' est continue et strictement décroissante de R dans R’_. Ainsi :

La fonction u est continue et strictement décroissante sur R, .

Remarquons que g(1)=0, donc g '(0)=1 et limg =+, donc limg~'=0.
0" + o0
Ainsi, sur R, g~ ' est strictement décroissante de 1 20, d’ou :

u(0)=1 et limu=0.

3) Pour tout ne N' et tout xe R,,ona un(x)3 +xun(x)—1:l et u(x)’ +xu(x)—1=0, donc :
n

u, (x)° —u(x)* + xu, (x) — xu(x) = LN [0, (0) ()], () + 1, () +u(x)” +x | = 1
n n

Remarquons que pour tout ne N et tout xe R,,onau,(x)>0 et u(x)>0, donc :
u, (x)* + u, (xX)u(x)+ u(x)* +x>u(x)” +x

Sur R, la fonction h: x> u(x)> +x est continue (somme de telle fonctions), strictement positive (car u 1’est)

et telle que A(0) =1 et limh =+ oo . Ceci permet de conclure que 4 admet un minimum W >0 et ainsi, pour tout
+o0

neN ettout xe R,,ona:

) 2 ! _1
u, (x)" +u, (Ou(x)+u(x) " +x>u & 0<un(x)2+un(x)u(x)+u(x)2+x<k_u'
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Alors, pour tout ne N” ettout xe R, ona:

1 1

— > —<—.
nu,(x)" +u, (Ou(x)+u(x)"+x n

u, (xX)—u(x)| =

Et donc, pour tout ne N" et tout xe R,,ona:

u, —u||m = sup un(x)—u(x)| < E
xeR, n

! k
Enfin, comme — — 0 quand n —+ o, |u, —u||m — 0 etdonc:

n

La suite (u, ) - converge uniformément vers u.

Exercice 3

1) Pour tout ne N et tout xe [0,1], ona f

n+l

(x)=1+] " f,(0)dr, donc f,,, est définie sur [0,1] si I'on peut
intégrer f, sur ce segment, et ceci est le cas, quand f, est continue sur [0,1].

Si cela est vrai, alors F, : x> .[ OX f,(t)dt estelle aussi continue sur [0,1] (et méme de classe C'), donc f,,, est
continue sur [0,1].

Comme f, = ¢ est continue sur [0,1], nous avons prouvé par récurrence que pour tout ne N, f est définie et
continue sur [0,1] :

La suite (f,),., est bien définie.

2) Si (f,),.y converge uniformément vers une fonction f; alors fest continue sur [0,1] (car toutes les fonctions

f, lesont), f . — f quand n — +oo et pour tout xe[0,1], (f,),. converge uniformément vers f sur [0, x],

donc on f.()dt > .[Oxf(t) dt quand n — +oo.
En passant a la limite quand n — + o« dans la relation de récurrence, on obtient alors pour tout xe [0,1] :

F@ =1+ f@ydr.

Ceci prouve immédiatement que f(0)=1 et fest de classe C' sur [0,1] avec f'= f et ainsi :

Si (f,),.y converge uniformément, c’est vers la fonction exponentielle.

3) Posons pour tout ne N et tout xe [0,1], g, (x)=f (x)—e" et u =sup|go|.
[0.1]

Pour tout ne N et tout xe [0,1],ona:

8 (V)= fra(0—e =1+ [ f,(di—e" = [ (f,()=¢')dr =] g, ()dr.

Donc :

8u0|=|[ 8, 0] < [ e, w]ar.

x
<
0
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. x"
Prouvons alors par récurrence sur n que pour tout n€ N et tout xe[0,1], on a |gn (x)| < H—
n!

0
8o (x)| Su= ,u% , donc la propriété est vraie au rang n=0.

¢ Onau= sup|g0 , donc pour tout xe [0,1],
0,11

n

X
n!

® Supposons la propriété vraie a un rang ne N, soit pour tout xe [0,1],

Alors, pour tout xe [0,1] :

n+l

8| [ |g,0]dr <[ udr=p

X
(n+1)!
Ainsi, la propriété est vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout n€ N.

le
Or, pour tout ne N et tout xe [0,1], ,u—'Sﬂ', donc
n! n!

g, (x)| < % , soit pour tout ne N :

sup
xe[0,1]

gn(x)|Sﬁ'.
n!

Comme lim £ = 0, la suite (g,),.y = (f, —€xp),. converge uniformément vers la fonction nulle, donc :

n—+o p |

La suite (f,),.y converge uniformément vers la fonction exponentielle.

Exercice 4

1) Pour tout xe ]1;+oo[, {(x) est la somme d’une série de Riemann convergente, donc est bien défini.

:ia et zia converge (car a >1).
n n

De plus, pour tout ae ]1;+ o[ ettout ne N",ona sup

xe€la;+ oo

nX

—xInn

.. .. 1 . 1
Ainsi, la série Z—x converge normalement sur [a;+ o[, et comme, pour tout ne N , x >—=e est
n

n
continue sur cet intervalle, la fonction { est continue sur [a;+ oo .

Ainsi, { est définie et continue sur [a;+ o[ pour tout a€ ]1;+oo[, donc :

{ est définie et continue sur ]1;+ oo .

—xlnn

. . 1
2) Soient pour tout ne N, foix>—=e et ae]l;+oof.
n

Pour tout ne N°, f, est de classe C* sur ]1;+ o[ (comme composée de fonctions de classe C*) et pour tous
nke N ettout xe ]1;+ oo :
_(=In n)*

X

n

fn(k)(x) — (_ In n)k e—xlnn
Alors, pour tous n,ke N :

sup |10 =2

xela;+ o[ n*




PSI* 5

In n) Inn)* 1 a—1 ) In n)*
( a) = ( (a—l))/2 oz etcomme ——> O,ona lim —( a—l))/2
n n n 2

( =0 etdonc:
n—+e p

On peut écrire

a0l o ()

x€la;+ o[

a+1 .. .
Comme a>1, on a T>1, et donc la série z converge, ce qui prouve que z £, converge

n(¢1+l)/2
normalement sur [a;+ o[ et ainsi, { est de classe C” sur [a;+oo[.

Comme ceci est vrai pour tout a€ ]1;+ oo :

-1 k
{ estde classe C~ sur ]1;+ o[ et pour tout k€ N et tout xe ]1;+ o[, C(k)(x)=2%.

nx1

3) D’apres ce qui précede, on a pour tout xe ]1;4 oo :

Ci(x) = z lnn:_zlnn

nx1 nx1 N

Ainsi,  est strictement décroissante sur ]1;+ oo[ .

) 1
Par ailleurs, Z—X converge normalement sur [2;+ o[ , donc :
n

x—+e0

lim {(x) = 1irpw(§fn(x)j Z lim £, (x)= z lim ——1+z lim —=1.

Enfin, pour tout xe ]1;+ o[ ettout Ne N
N

ii Zle—(x—l)lnn
n ' n )

n=l1 n=

Or, pour tout k€ R, ona e " >1-h, donc

ﬁ:ni:i%e_("_m“”Zi%(l—(x—l)lnn) Z——(x 1)2 Ion
n= n= n=1 n=1 1

N
0 1
Comme la série z diverge, pour tout réel A >0, il existe N,€ N et que z > A et:

n=1

N(] N()

((x) = z—>z—>A (x— 1)2 on

Alors, si { admet une limite finie ¢ en 1, I’inégalité ci-dessus donne /> A en passant a la limite quand x — 1.

Ainsi, on aurait /> A pour tout réel A>0, ce qui est absurde, et donc comme  est strictement décroissante
sur ]1;+o[,0na lirrllg(x) =+4o00.
x—

On obtient le tableau :
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n+l

4) D’apres ce qui précede, la série Z - est absolument convergente pour tout x€ ]1;+ oo[, donc :
n

La fonction T est bien définie sur ]1;+ oo .

On a pour tout xe |1;+oo[ :

W=y =y E e T E e Y T

n=1 n=1 n n=1 n n=1 nxl 1
n pair n impair n impair n pair
1
=2 —+ Z = oy A ; pry
nx1 nx1 nx1 n>1 1 nx1 ( ) nx1 n n>1 1
n impalr n pair n pair
Soit pour tout xe ]1;+ o[ :
B 1
T(x)=| 1- = C(x)

“ sur ]1;+ o[, donc, en tant que produit de telles fonctions :

La fonction T est de classe C~ sur ]1;+ oo .

n+l
6) La série alternée z( D
n

converge et sa somme est In2 (obtenue avec la formule de Taylor avec reste
intégrale appliquée a x > In(1+ x) entre O et 1).
De plus, d’apres le théoreme sur les séries alternées, on a pour tout x € [1;+ o[ et tout ne N i

( 1) n (_1)k+1 1 1
Z w3 k' \S(n+1))‘S

k+1

e n+l
: iy - o , D™
Ceci prouve que la série z — converge uniformément sur [1;+ o[ et comme les fonctions x > ——
n n
. . . . (-1 .
sont toutes continue (quel que soit ne N ), la fonction x > z —— est continue sur [I;+oo[ et donc, T est
n

prolongeable par continuité en 1, avec lirr} T(x)=In2.

x—
Alors :

x-1 x-1

2 1
(x)= T(X)=— Ux) ~ ————In2
¢ 27 -1 el =1 (x=1)In2

Soit :

(o) ~ ——

x=1 x — 1




PSI* 7

no(_ 1\kH
On a vu plus haut que pour tout xe& [1;+ o[ et tout ne N, ’c(x)—z( D < ! .
o Kk (n+1)"
En particulier, pour n =1, on obtient pour tout x& [1;+ o[ :
1
T(x)—1|<—.
o) 1)<
En passant a la limite quand x — + oo, on obtient lim T(x)=1. Alors :
lim {(x) = lim T(xl) :%:1.
- 2x—1
Donc :
(W !
Exercice 5

Pour tout ne N" et tout xe R",ona:

Soit pour tout ne N, f, (x)=——.
X +n

<~
n

s . . 1 * *
Comme la série de Riemann Z_z converge, z f, converge normalement sur R, (et R_).
n
Soit x>0 fixé.

La fonction ¢ —>

— est décroissante, continue et positive sur R, . On peut donc appliquer la comparaison

X+t
série-intégrale, qui donne pour tout ne N :

1 1 nodt

2, 2 2 23_2+J- 2, 2

O X"+t o x +kT x 0 x”+t
Or:

On a donc pour tout ne N :

1 n+l - 1 1 1 n
—arctan < > > S—2+—arctan — .
X X X +kT o xt x X

Et en passant a la limite quand n — + o, on obtient :

T o« 1 1 = T o~ 1 1 =
< <—+— o =<x <—+—.
2x kZ::{x2+k2 X’ 2x 2 2 x 2

+ o0
NPT PN . 1 T .
On a alors immédiatement par le théoreme des gendarmes, lim xz — | ==, soit:
X +eo k=0 X + k 2

1 T

~  —

e X +n? xore 2y
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Exercice 6

1) Une étude rapide de x> x(1—x) sur [0,1], montre que pour tout xe [0,1],ona 0< x(1—x) < %

Alors, pour tout xe [0,1] et tout ne N* :

1
0< f,(0< .

PP 1
Comme la série géométrique Z— converge :
4)1

La série z f, converge normalement sur [0,1].

2) Pourtout ne N', 1, = 01 £t = Olr" (1—1)"dr . On intdgre par parties, avec tHth"“ et 1> (1-1)" de
n+

classe C' sur [0,1] :

| 1 R -1 norloua -1
[ =|—t"(=-t)" | +| —t"n(l-t)"dt=——| t""(1-1)""dt.
! [n+1 ( )L I0n+1 (=2) n+1J-0 (=0

En recommencant plusieurs fois de suite, on obtient :

__nn-D J‘ltn+2(1_t)n—2dt: __n(n=D..(n-k+1D ek
" (n+D(n+2)70 T (D +2)..(n+k) o

A=y~ .. = — =) | 2y
(n+1)(n+2)..(2n) 30

Soit, pour tout ne N (la relation reste vraie pour n=0) :

_n!Xn! 1 _ 1
" @2n)! 2n+1 2
(2n)! 2n+ (2n+1)( nj
n

3) Pour tout ne N, f est polynomiale, donc continue sur [0,1] et z f, converge normalement sur [0,1],

donc la série ZIn converge avec :

21, =Z(Ljf,,(t)dt)=j;(2fn<r>jdr.
n=0 n=0 n=0
Or, pour tout ¢ € [0,1], OSt(l—t)S%<1, donc :
- S TTTP IR <l SO 1 _ 1
;fn(t)—;t (1-1) _;[m 1] Trish S Fo

Et:

2
— 1
= 1dt 1 dt 2 o1 3 2 2t—1 27
I = = =—| —————=—=] arctan =—F.
Z ! IOtz—t+1 I 1y 3 j 2-1Y 3{ ( V3 ﬂo 33
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Finalement, avec I, =; :
2n
(2n+1) ( j
n
. 1 i 1 2
La série z converge avec z L

(2n+4)(2"j "”(2n+4)(2") 33
n n

Exercice 7

1) Pour tout ne N', la fonction f, estde classe C~ sur R, (elle est définie sur R, et rationnelle) et, pour

tout xe R,,ona:

f=t

—_>
n (1+n°x)?

3 3"

. . . . . X
La fonction f, est donc strictement croissante sur R, de f, (0)=0 a lim f (x)= lim —=
X+ o0 X+ T x n

Ainsi, pour tout ne N ettout xe R, :

ﬁxxﬂ<—%.
n

L. . 1
Comme la série de Riemann 27 converge :
P

Z f, converge normalement sur R, .

2) Comme les fonctions f, sont toutes continues sur R, et z f, converge normalement sur R, :

S= z f, estcontinue sur R, .

nx1

Pour ne N, on a vu que la fonction f, est de classe C” sur R, et, on a de plus, pour tout ke N :

1 (_ 1)k+l nZ(k—l)k!

)¢y —
S = n (14+nx)""
Ici, on a immédiatement sﬂgp‘ fn”‘)‘ =|£,(0)|=n"k! et comme la série ) = diverge pour tout ke N, il
n’y a pas de convergence no+rmale de Y f,“ sur R,.
n* k| k!

(1+n2a)k+l s +oo niak+l :

k)| _
£0)=

£, @)=

Par contre, pour tout réel a >0, ona sup
Joof

[a
L. . 1 *)
Comme la série de Riemann — converge, converge normalement sur [a,+ o[ et donc, pour tout
5 n
n

réel a >0, Sestde classe C~ sur [a,+ o[ .

Ceci permet de conclure que :

S est de classe C™ sur R’ .
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On a pour tout ne N°, f,(0)=0, donc S(0)=0. Alors, pour tout xe Ri :
S0=50) 5@ v £i) _ 1

X xE x o Enl+nty)

Par comparaison série-intégrale, on a pour tout ne N* :

Zn: 1 ZjnH dt
S k(+k*x) N t(1+£7x)

Et:
+ n+1)%x n+1)%x 2
I ! dt2 _ lj( Vs du =1J'( ) (l_ 1 jdu:l n (n+1))§ —ln( X j
Uot(14+17x) w=r’x 29x u(l+u) 29 u l+u 2 1+(n+1)"x 1+ x
2
Ona lim (n+—1))§:1’ donc lim 1L2 =—lln(ij et ainsi, pour tout x &€ Ri :
no+e [+ (n+1)"x no+edl (1 4+17X) 2 1+x
z%z_lln(ij _ wz_lln(L)
= n(l+n°x) 2 1+ x X 2 1+ x
Enfin, on a lim —lln X =+ oo, donc par comparaison :
=0t 20 (1+x

lim S0 =3O _

x—0" X

Ceci prouve que :

S n’est pas dérivable en 0.

. 1 1 {
3) On avu que pour tout ne N, lim f,(x) =— et que le série E f, converge normalement sur R, .
X—+ o0 n

On aalors :

lim S(x)= lim )  f,(x)=>_ lim f,(x) =Z%.
xX—+ oo X—+ o0 X—+ o0 n

nx1 nx1 nx1

Et Z% ={(3) ou { est la fonction de I’exercice 4 (on a {(3)=1,2), donc :
n

n=1

liri S(x)=C(3)

A A A A A A A A A A A A A AN AN A A A A A A A AN A AN AN A AN AN A AN A A AN A AN AN AN AN AN
A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN A AN AN AN

Exercice 8

; e ; t"Int
1) Pour tout ne N, u, est définie sur R, et u, (f) ~ .
n—>+= Inp

Si te]0,1[, alors u,(t)= o (%j, donc ZMn(t) converge et si t€ |1,+ o[, alors lim u,(r)=+ o0, donc

n—+e| p

2un (¢) diverge grossierement. Enfin, pour tout ne N, u,(1)=0, donc Z u,(1) converge (et vaut 0).
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Finalement :

La fonction S est définie sur ]0,1].

2) Pour tout ne N, u, estde classe C' sur |0,1] avec pour tout t€ ]0,1]:

, nt"Int+1"" nt"! 1
u,'(t)= = Int+—|.
H H, n

n

On a alors le tableau :

t —I/n

1
Donc, suplu,|=|u,(e")|= :
Jo.] enH,
1 1 . y g . s
Or, ~ et la série z diverge (s’obtient par comparaison série-intégrale avec
enH n—+=enlnn enlnn
n dt

piv In(Inn)————>+-c0), donc »_suplu,| et S ne converge pas normalement sur ]0,1].
tint Jo.]

Par contre, la suite (e " ), croit vers 1, donc pour tout a€ ]0,1[, il existe Ne N" tel que pour tout entier

1/n

n=N,a<e

et dans ce cas, on a sup|un| = =—u,(a).Comme la série ZMn (a) converge, S converge
10.4]

normalement sur ]0,a] et finalement :

S converge normalement sur tout intervalle de la forme ]0,a] avec ae ]0,1[, mais pas sur ]0,1[.

3) Les fonctions u, est de classe C' sur ]0,1], donc continues et comme S converge normalement sur tout
intervalle de la forme ]0,a] avec ae ]0,1[, elle est continue sur ]0,1].
De plus, S(1) =0 et pour tout € ]0,1[ :

+ o0 +oo +o0 tn+l _ tn

tlnt t"  Int " Int S(@-Dt" Int
5= Z” = Z 12 =7 (—)Z "X m X H

n=1 n n n=1 n n=1 n

Et comme sur ]0,

Int + o0 n+1 + o0 + o " + o0 t" Int + o0 1 1 .
so- (-5 - B ) )

. Int . .. .
On a lim—— =1, dong, si la limite existe, on a :

t->1fp—1
lim S (¢) = lim i Lo L
t—1 t—1 = H H ’

n—1 n
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L_L t"
Hn—l Hn -

-—( 1 1 1 1 1
pour somme ————|=—=1,donc Z ————|t" converge uniformément sur ]0,1[.
S\H H H, H H

n-1 n

. . 1 1
Or, pour tout ne N, L_HL Or, la série Z(H——H—] converge (télescopage) et a

H

n—1 n n—1 n

n-1 n

. 1 | 1 1 . .
Comme lim| —— —— |t" =————— pour tout ne N , on peut écrire :
t—1 H H

n—1 n n—1 n

=l 1 = 1 1 <[ 1 1
lim ——— "= |lim| ——— " =) | ——— |=I.
t—>l|:;(Hn_l HHJ j| ;|:l—>l(Hn—l Hnj j| ;(Hn—l HnJ

Ainsi, lin} S(#)=1-1=0=S(), donc S est continue en 1 et donc :

S est continue sur ]0,1].

On a vu que pour tout ne N, u, estde classe C' sur ]0,1], avec de plus :

-l o (nlnt+1
un'(t):m Int+¢" 1" (n )_
H H

n n
On prouve, comme pour les u,, que la série ZMn' converge normalement sur tout intervalle de la forme ]0,a]

avec ae ]0,1[, donc que S est de classe C' sur ]0,1[.

Par contre, on a pour tout t€ ]0,1[ :

S-S _ 1Z L

t—1 t—14 t—-1"3H,
Int S-S0 .. ) ) - "
Avec toujours lim— n =1,t— Ll() admet une limite en 1 si et seulement si ¢ — Z en admet une.
t=>1f— r— n=1 n
. "t
Or, pour tout ne N ,ona H, <n,donc pour tout € ]0,1[, —< o et:
n n
i"ﬁ _
n=1 n=1 n

=+ oo, Ceci

Comme hm[ In(1-1)] =+, on a par comparaison llrr{z;l :|:+oo et done lim S(t)—f(l)
= 1 r— f—

prouve que S n’est pas dérivable en 1 et finalement :

S est dérivable sur ]0,1[ (et méme de classe C'), mais pasen 1.
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Exercice 9

1) Soit x— a une éventuelle solution constante sur R de (E). On a alors :

a=2a-2a" & QRa-Da=0 o a=00u%.

Réciproquement, on vérifie que la fonction nulle et x = ) sont bien des solutions (constantes) de (E), donc :

) ) 1
Les solutions constantes sur R sont la fonction nulle et x — 5

2) Lafonction f:x> xh(x) est solution de (E) sur R si et seulement si :
VxeR, f2x)=2f(x)-2f(x)> & VxeR, 2xh(2x)=2xh(x)-2x"h(x)’
& VxeR', h(2x)=h(x)—xh(x)?

En 0, la derniere relation est toujours vraie, donc :

fest solution de (E) sur R si et seulement si 4(2x) = h(x)— xh(x)* pour tout xe R.

3) Soient ¢,t'€[0,1],on a:

_ N X2 o X o _x(t+1)
T.()-T.(t")=t 2t t+2t (t t)(l = j

x(t+1")

i €[0,1] (car t,t'€[0,1]), on a X(l_"'f)e

Comme xe€[0,1] et [0,1] et donc 1— € [0,1]. Alors

1_x(t+t')

T.()-T.(t"|=|t—1]

=|t—t'|(l—x(tijS|t—t'|.

Ce qui prouve que :

T est 1-lipschitzienne sur [0,1].

De méme, pour tout 7€ [0,1], on a %te [o,ﬂ (avec xe [0,1]), donc T.(¢) :t—%zz :t(l—%tje [0,1] . Ainsi :

T.([0,11) < [0,1]

Ona i, ([0,1]) <[0,1].

Supposons que pour n€ N, on ait 4, ([0,1]) = [0,1]. Alors, pour tout xe [0,1], on a %e [0,1], donc :
h (%) e[0.1] et b, (x)=T. (hn (%D e [0,1]

Ceci prouve par récurrence que pour tout n€ N :

h, (10,1]) [0,1].

car T, ([0,1]) < [0,1].
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Soit maintenant x € [0,1] fixé. On a pour tout ne N :

n(n5)) [ (5)
SensH

By ()= h, (%) <

By (x)—h, ()| =

w55

n(5)m(5)

De méme, (si n=2), donc :

wlz )l
5l

Ce résultat est aussi vrai pour n =0, donc vrai pour tout ne N.

On continue jusqu’a obtenir :

By (X) = h, (x)] <

Et hy:xt=>1 et h:le—%,donc hl(z—)ij—ho(z—)ijz—li et:

22"
< X . 1
hn+1(x)—hn(x)| T gntl Tl
Ainsi, pour tout ne N et tout xe [0,1], sup |k, (x)—h, (x)| < 23“ .
xe[0,1]

Comme la série géométrique z converge, la série de fonctions Z(hm —h,) converge normalement,

2n+1

donc uniformément sur [0,1], ce qui prouve que :

La suite (h,),. converge uniformément sur [0,1].

4) Notons & la limite de (h,),_ sur [0,1]. Pour tout xe [0,1],0ona:

h(x)= lim h, _,(x)= lim {hﬂ (fj—f(hn (fjj }:h(fj_ﬁ[/@(fn .
n—+oo n—+co 2 2 2 2 2 )

2
Donc, h vérifie h(x) = h(%) —% (h(%)j sur [0,1], ou bien A(2x) = h(x)—xh(x)* sur [o,ﬂ .

Alors, la fonction f:x+> xh(x) est définie sur [0,1] et, d’aprés la question 2, on a f(2x)=2f(x)—2f(x)’

pour tout xe [0,%} (alors, 2x€[0,1] et f(2x) est bien défini), donc f'est une solution de (E) sur [0,1].

De plus, la fonction A est limite de (h,),. avec h, constante donc continue sur [0,1]. Une récurrence simple
permet de prouver que toutes fonctions /s, sont continues sur [0,1], et comme la convergence de (h,),. vers h

est uniforme, la fonction £ est continue sur [0,1]. La fonction f est alors continue sur [0,1] en tat que produit de
telles fonctions.

Enfin, pour tout ne N, A, (0)=~h (0)=h,(0)=1, et comme & est continue, elle ne s’annule pas au voisinage
de 0. Alors, la fonction f ne s’annule alors pas non plus au voisinage de 0 (exclu), donc n’est pas nulle et



PSI* 15

1 1 .
comme f(0)=0, ce n’est pas x> 5 Comme x—0 et x> Esont les deux seules solutions constantes de

(E), fn’est pas constante et finalement :

L’équation (E) admet une solution continue et non constante sur [0,1] .

5) En conservant la fonction f de la question précédente, posons pour tout xe ]1,2], f(x)=2f (%j -2f (%jz .
On a alors pour tout xe[0,1], 2xe[0,2] donc f(2x) est bien défini et f(2x)=2f(x)—2f(x)> (d’apres la
question précédente quand x S% , et par définition de fsur ]1,2] quand x > % ). Donc, f est définie sur [0,2] et
vérifie (E). Elle de plus continue sur [0,1[ et sur ]1,2], avec Xh_r)rll f(x)=f@1) et:

2

lim £ (x)= ggn;[zf (gj—zf @ } tim [2£ (0 -2/ (% ] =2 (%)—M @ = 1.

Ainsi, on a construit une solution de (£) continue et non constante sur [0, 2].

En recommencgant ainsi, on construit une solution de (E) continue et non constante sur [0,4], puis sur [0,8],

puis sur tout [0,2”] avec pe N et finalement sur R, . Ainsi :

L’équation (E) admet une solution continue et non constante sur R, .




