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Corrigés des TD du chapitre 5

Exercice 1

a. Pourtout ne N ettout ze C :

ln
Z
\(n +1)2"

n

o (HY
a4l 2 )

) . est bornée si et seulement si |z| <2, donc R=2 et pour |z| =2,
ne

La suite (‘anz”

diverge grossierement. Ainsi :

R=2et Zanz" diverge sur le bord du disque de convergence.

b. Pourtout ne N et tout ze C" :

Comme ci-dessus :

R=e et Z a,z" diverge sur le bord du disque de convergence.

c. Pourtout ne N ettout ze C,ona:

7"

Or, la suite (9|z|n) est bornée quand |z| <1, donc (‘anz” ) aussi.
neN neN

Remarquons que (a,),. est une suite de chiffres (entiers compris entre 0 et 9) qui ne converge pas vers 0, car

sinon, elle serait stationnaire sur O et \/5 serait décimal, ce qui est faux. Donc, pour tout 6 R, la série
Zan (€”)" diverge grossiérement et ainsi :

R=1et Z a,z" diverge sur le bord du disque de convergence.

Pour mémoire : Pour tout ne N, a, = E(IO"\/E)—IOE(IO”_I\/E).

d. Pourtout ne N" :

.- (< (3 N e (S ()
Donc :

G VS S G ( 1 j‘ll‘L+ , (Lj:<—1>"_1+<—1>"+ , (Lj
" \/; 2n 31’1\/_ n—>+oo I’l\/_ 2n2 n—+oo n2 \/; n 31’11'5 n—+oo nl,S )

et comme le rayon de convergence de Z NP estl,ona R=1.

n—>+oo ,/
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. _1 n _1 n
De plus, les séries Z( ) et z( ) convergent (CSSA, la seconde est méme absolument convergente),

\/; nNn

. L. . 1 .
mais pas la série harmonique Z—, donc Zan diverge.
n

. . . 1 .
De plus, avec ce qui précede, on a immédiatement (—1)"a, ~ —=,donc z (=1)"a, diverge.

n—+oo n

Finalement :

R=1et Z a,x" diverge sur le bord de I’intervalle de convergence.

e. Pour tout ne N, la fonction x> x* +nx—1 est continue sur R et strictement croissante de —oo A + oo,
donc elle réalise une bijection de R dans R et s’annule une unique fois en a, . Comme elle vaut —1<0 en 0 et
n=0 enl,onadeplus, 0<a, <1.Enfin:

an3 +na,-1=0 & n= l_aa"3 =g(a,).

n

I-x 1 . . o S
=——x" est continue sur ]0;1] et strictement décroissante de +o 2 0, donc elle
X X

réalise une bijection de ]0;1] dans R, . On a alors, pour tout ne N, a, = g '(n).

La fonction g:x+>

D’apres le théoréme de la bijection continue, g~' est continue sur R, et décroissante de 1 2 0, donc (a,),_, est
décroissante, de limite nulle.

1
Comme a,’+na,—1=0,0na na,=1-a,’ —1,donc a, ~—.
n

Ceci nous permet de conclure que :
¢ e rayon de convergence de la série enticre Zanx” est R=1;
® lasérie Zan diverge.

3
n

, . . 3 L 1
Enfin, pour tout ne N, la relation a,°+na,—1=0 peut se récrire a, =—— et comme a, ~—, on a

non n
a —l—i+o(ij
" n ont nt)

GA Gl

converge et la série z

N I | 1 L
a, ~—,soit a  =—+o0| — | etainsi:
n n

Alors, comme la série alternée z converge absolument :

n4
e lasérie Z(— I)"a, converge.

Finalement :

R=1 et Zanx” diverge pour x =1 et converge pour x=—1.
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f. Pour tout entier n>2 ettout xe R ,ona:

:1n<"+1>||_( ln(1+1jj|x|%|x|.
Inn n

Donc, d’apres la regle de d’ Alembert, R=1.

n+l

an+1x

n
‘ a,x

Les séries 2(— )'Inn et Zln n divergent grossierement, donc :

R=1et Z a,x" diverge sur le bord de I’intervalle de convergence.

De plus, pour tout xe ]—1;1[ ettoutentier N>2,0na:

N+1

(1- x)i ax"=(- x)i (Inn)x" = ﬁ: (Inn)x" — i (Inn)x™" = i (Inn)x" — Z (In(n—-1)) x"

n=2

N N
=Y [Inn—In(r=D]x"+In N)x"' ==>"In (1—% X" +(In N)x""
n=2 n=2 n
Soit, pour tout xe ]—1;1[ et tout entier N =2 :
N N N+1
Zanx" =—LZ ln(l—lj x" +w.
n=1 l_x n=2 n l—x

N+1

Comme (InN)x"" — 0 quand N — + o, on obtient, pour tout xe |—1;1[ :

1 & 1),
f(x)——;nz;ln(l——jx

n

Onaln(l—ljz—l—%+ 0] (%j,doncsi bn:—ln(l—lj—l,ona b, ~ LZ
n n 2n° no+ep n n n—+w2p

Et, pour tout xe |-1;1[ :
1 &(1
X)=——o —+b |x"
f(x) H;[H j

+oo

On a vu dans le cours que pour tout xe |—1;1[, zlx" =—In(1-x), donc :

n=1 1
f(x)——{z x +be} { In(1-2x)— x+2bx}
- X n=2
Comme b, ~ 1 , la série Zb x" converge normalement sur [—1;1] et donc lim Zb x' = Zb est finie.
n—+o n x—1

+ o0

Enfin, comme hm[ In(1- x)] +oo,0na—In(l-x)— x+2bx ~_—1n(1 x),d’ou :

x—1 =2

Fx) ~ - In(1—x)
x—1 1—-x
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Exercice 2

1) a. Ona a, ~n® donc:

Pour tout xe ]—-1;1[ :

3
Zanx”zzwx”: >0(n —n+2+—jx —Zn

n=0 n20 n+ 1 n+ 1 n20 n20 n0 n20 1 + 1

Et pour tout xe ]—1;1[\{0} :

Zax —Zn an +22x +— Z—

n=0 n=0 n=0 n=0 Xzt 1

Ona:

anx" = Xx+1) et zx—nz—ln(l—x).

- 2 3
n>0 1-x n=0 (1 - x) n>0 (1 - -x) nz1 1

On obtient, pour tout xe ]—1;1[\{0} :

. XxX(x+1) X 2 In(l-x)
Zanx = 3 2 + -
>0 (I-x)y (d-x) 1-x X

2
b. On a Gy _ (n42)7

a (n+1)°

n

—0,ona:

Pour tout xe R :

n

(n+1) o n(n—-1)+3n+1 , X X X X
D S et Dy ra) Dy —wz 92 +3xz o

n=0 n=0 nx1 n=0 n>0 1 n>0 1

Donc :

Zanx” =(x*+3x+1De"

n=0

1
c. Ona a, ~—, donc:

Pour tout xe ]—-1;1[ :

1 1 1
Zanx”: —x"= ) —Xx"+ Z —x".
n=0 n>0 N — (_ l)n n>0 N -1 nx0 N +1

n pair n impair

n=0 n'
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Alors, pour tout xe |—1;1[\{0} :

Zax=—1+x2—x 1 ZLI :—1+xz_ _Z_

n=0 nx1 X n20 n+ n20 w1 N
n pair n impair n impair n pair
Y Ly oy ly —=—1+xz—+(——xj I
n=0 nxl N PSR nxl N nx1 1 nxl N
n impair n pair n pair n pair n pair
1 x> x" (x )"
T I )t L)L
nx1 1 X n=1 2n nx1 1 nx1

Et avec zx_ =—In(1-x), on obtient, pour tout xe |—1;1[\{0} :

n=1

Zanx” :—1—xln(l—x)—%(l—len(l—xz)
X

n=0

n+l1

an+lx

—2

2n— 1|
n+1

x| =
n

a x

n

d. Ona‘

-

-5l
Pour tout xe |——;—| ,ona:
4 4

(I+4x) f'(x)=2f(x)=(1+ 4x)2nanx”_l -2> a,x" =) (n+Da,,x"+ ZZ(Zn—l)anx"

)n+1 2 _;2 i ( ) .
_;(n+1) 2n+1( 1} +2;( 1( jx
B (- D™ 2n+2)2n+1)(2n NG 2n)| ,
_;{(’H_l) 2n+1 (n+1)° (nj+2(2n 1)Zn— (nﬂx

b

Donc, on a bien pour tout xe } -

E

i[ de I’équation différentielle :

A=
A

+4x)f'(x)-2f(x)=0.

Ainsi, fest solution sur } -

N

2
——= _vy=0.
(E):y' 14y

Les solutions de (E) sont de la forme x+> kv/1+4x avec ke R.

Avec f(0)=a,=-1, on obtient, pour tout xe }—i,%[ :

f(x)=—+1+4x
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2) a. On a pour tout entier n>?2 :

2" +3"n 1 (2) 1 (3)
a,= — | +—=.
5"n(n-1) n(n—l) 5 n—1\5

Remarquons que ! (gj =0(i2j et L(éj =0(i2j, donc z ! (gj et ZL(éj
n(n—1)\ 5 n n—1\5 n n(n—1)\ 5 n—1\5

convergent et ainsi, la série Zan converge bien et on peut écrire :

1 2 1 (3Y 1 1)\ 2Y) 1 (3Y
S = Sa(5) mits) ~2lm a3 *Zamli)

(%) et Zl(%j convergent, d’ou :

Comme ci-dessus, Z

n—1 n
1 (2Y 1(2Y 1 (3
Se=Sanils) Zal3) +2an ()

1(2Y 2 3<1(3Y

-2 =E) )
3 l1(2) 2
ORI

De plus, pour tout xe ]—1;1[, on a zx—:—ln(l—x), donc :

n=1

e -2

Soit finalement :

b. Ici, la série converge clairement.
n

Pour tout ze C, on a Z——e donc avec j tel que j° =1 :

n>0n
IS Ja Z(J)—e+e rer

n=0 n n=0 n n=0

Or:

n

D

n>0n' n>0 N n=0 n'
Ona l+ j+ j>=0 et, pour tout ne N :
o sin=3k, 1+ "+ =1+"+ % =3,
o sin=3k+1, 1+ "+ =1+ 7+ 2 =14 j+j>=0;

3k+2 +6k+42

o sin=3k+2,1+ "+ " =1+ "7+ %P =14+ + j=0.
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Donc :

-n 2n
zu:ziz %:32%.

n=0 n ‘ n>0 1 ' n=0 (3]’1) . n=0
3In

Ainsi :
. 2
3Zan =e+e’ +e’
n=0

Avec j>=7,donc ¢’ =e’ =e’, on obtient :

— 1B 1 A
e/ +e =¢'+e’ =2Re(e’)=2Re(e 2 2)=2¢ 2Re(e ? )= 2 cos ﬁ .
Je 2

1 2 NG
s an = §|:€ +$COS (7j:|

Et finalement :

Exercice 3

1) On notera R le rayon de convergence de la série entiere.

a. On apourtout xe R :

sindx 2cos2xsin2x 4cos2xcosxsinx
f)=——= : = , =4cos2xcos x=2(cos3x+cosx).
sin x sin x sin x

Remarquons que f est prolongeable par continuité en O.
2n

. . ’ P (BN n 'x
La fonction cosinus est développable en série entiere sur R avec cosx = Z (-1 2t
neN n).

D’ou pour tout xe R, f(x)zZ( - j soit :
neN - neN (2 )'

F=3 (-1y2> )le" avec R =+ oo

neN (

b. Pour tout xe R :
=3 42=(x* =2)(x*-1).
Donc, pour tout X € R\{1;2} :

1 _ 1 11111
X*-3X+2 (X-2)(X-1) 1-X 2-X 1-Xx 2, X~

Soit, pour tout X € |—1;1[ :

1S x) & 1
- Y2 =Y 1- X",
X2-3X +2 Z;‘ 2,,2_;‘(2) Z;( 2”“)

Donc :

fx)= 2(1— 23“ sz" avec R=1
n=0
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c. Posons u(x)= i-l_—xtan (%j . La fonction u est définie sur R\ {1}, rationnelle donc dérivable sur R\{1} et :
—-X

N o
u'(x)= 1) tan(zj.

La fonction f :x > arctan(u(x)) est alors définie et dérivable sur R\{l}, comme composée de u par la
fonction arctangente qui est dérivable sur R .

On a pour tout xe R\{1} :

2 o
u(x) <1—xf'an(2j Zmn(zj
f(x)_1+u(x)2_l+(l+x)2t z(oc -

sin o
(1-x)*

= 2_
an j (1+x%) 1+tan2(aj —2x 1_tan2(0‘j x"—2xcoso+1
2 2 )
Donc :

i) = sin o _i( 1 j_l e B e
(x—e")x—e™) 2ilx—e®* x—e™ “x )

2i

1 <~
Or, pour tout ze C tel que |z|<1, ona —

—Z n=0
) . 1 = 1 = .
Alors, pour tout xe |—1;1[, ona |[¢“x|<1 et ‘e""‘x <1 donc —= Z(e’“x)” et —= Z(e_’“x)” ,et:
1-e“x 5 l-e™x 3
1 I ) t= ) + 00 ei(n+l)cx _e—i(n+1)(x
f'(.X'):_. el(xz(eltxx)n_e—z(xz(e—z(xx)n :Z : xn .
21 n=0 n=0 n=0 21

Soit, pour tout xe |—1;1[ :

f(x)= isin((rﬁl)oc)x" )

- N (04
En intégrant terme a terme et avec f(0) = arctan [tan (—D

=— (car ge 0;E ), on obtient :
2 2 2

_o Ssin((n+Da) o Ssin(no)
f(x)—2+; 1" —2+Z

n=l1 n
. sin (not) , .
Remarquons que si |x| >1, alors X ne converge pas et finalement :
n neN

x".

f(x)=%+zwx" avec R=1.

n=1

2) Comme chx=1 uniquement en x=0, la fonction f:x+> 2

5 est définie et de classe C” sur R
x~ chx-1
en tant que différence de telles fonctions et on a pour tout xe R :

2 1 2(chx—1)—x
e - e
x° chx-1 x“(chx-1)
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+ o0 2n

La fonction ch est développable en série entiere sur R avec ch x = Z 2!
=0 n).

, donc pour tout xe R :

+ o0 2n + o0 2n + o0 2n+4 +o0 2
2(chx—1)—x"=2 L e =2Y =Y te(n) avecg(x) =Y ——— ¥
( ) {;(2;1)! j ;(2;1)! ;‘(2%4)! §(x) avec g(x) ;(2%4)!
+ oo xZn + o0 x2n+2 + o0 x2n
X(chx=1)=x2 1= —— =x*h(x) avec h(x)=> ————
( ) ;(2;1)! ;(2n+2)! ) ) ;(2n+2)!

Alors, on a pour tout xe R :

X g
TO= 00 " e

Remarquons que /(0) = % #0 etsur R", x’h(x)=chx—1#0 donc h(x)#0. Ainsi, & ne s’annule pas sur R .

De plus, les fonctions g et /& sont (de par leur définition) développables en série entiere sur R, donc de classe
C” sur R.

On a alors li(r)n f :&:l donc f est prolongeable par continuité en O et, ainsi prolongée, f =% est le

h(0) 6
quotient de deux fonctions C~ sur R dont le dénominateur ne s’annule jamais, donc :

La fonction f se prolonge par continuité en une fonction de classe C~ sur R.

Exercice 4

1) Pourtout xe |— R;R][ :

f'(x)= i‘:nanx”_1 = i (n+Da,, x"
n=1

n=0

f"(x)= i n(n— l)anx”"2 = i (n+2)(n+Da,,,x"

Alors :
[ +bf ' (x)+cf(x)= f (n+2)(n+Da, ,x"+b f (n+Da,, x" +c i a,x"
n=0 n=0 n=0
= i [(n+2)(n+Da,,, +b(n+Da,,, +ca,]x" = i 0x" =0
n=0 n=0
Ainsi :

La fonction f:x> Zanx” est bien solutionde (E): y"+by'+cy=0 sur |- R;R[.
n=0

2) Si c=-b-1, ’équation (E) devient y"+by'—(b+1)y =0, qui est une équation différentielle linéaire,
d’ordre 2, homogene et a coefficients constants.

L’équation caractéristique associée est r* +br—(b+1) =0, de discriminant A =b> +4(b+1)=(b+2)".

—b+(b+2): :—b—(b+2)_

Les racines sont 7, = 1 et ,=——————==-b-1, et 1 est une racine double quand b=-2.
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e Quand b=-2, les solutions de (E) sont de la forme x> (Ax+p)e* avec (A, n)e C*, soit :

X" S An+ p.L
x> (Ax+ H)Z Z
n=0
L , .. . An+u
Par unicité du développement en série entiere, on a alors pour tout ne N, a, = -
n!

e Quand b # -2, les solutions de (E) sont de la forme x> Ae* +ue ™" avec (A, n)e C?, soit :

fome—"wZ( (b+Dx)" _ g huChoD"

n=0 n‘ n=0 n' n=0 n‘

_ A+p(=b-1y’

Et, toujours par unicité du développement en série entiere, on a pour tout n€ N, '
n!

Réciproquement, on vérifie que les suites (a, ), trouvées vérifient bien la relation de récurrence.

Finalement, on a :

Pour tout ne N, a, = n: avec (A,p)e C*.
An+u
' quand b=-2
n!

3) Avec c=-b-1, la relation de récurrence devient (n+2)(n+la,,+b(n+1)a,, —(b+1Da, =0 et en

n+2 n+l

multipliant par n!, on obtient pour tout ne N :

+bu, , —(b+u, =0.

n+2

La suite (u,),., est une suite récurrente linéaire double a coefficients constants.

L’ équation caractéristique associée est r*+br—(b+1)=0 (la méme que dans la question précédente), et on
trouve, pour tout ne N :

e u =An+u avec (\,p)e C* quand h=-2 ;
e u =A+u(-b-1)" avec (A\,p)e C* quand b#-2.

Etavec a, = —"', on retrouve bien les résultats de la question précédente.
n.

Exercice 5

1) a. Comme pour tout ne N, a, 20 et fest bornée sur [0;1[, il existe unréel M >0 tel que :

v xe[0;1], O<Zakx <Zakx =f()<M.

On a donc, pour tout ne N et tout xe[0;1[, 0< Zakxk <M et en passant a la limite quand x — 1", on
k=0

n
obtient pour tout ne N, 0< Zak <M . Ainsi, Zan est une série a termes positifs dont les sommes partielles
k=0
sont majorées par un réel fixé, donc :

La série Zan converge.
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On a alors pour tout ne N et tout xe[-1;1], |a,x"|<a, et Zan converge, donc la série Zanx” converge

normalement sur [—1;1]. Sa somme est alors continue sur ce segment et donc lim f(x) = f(1), soit :
x—1

lim f(x)=3a,

n=0

b. Prenons a, =(—1)". On a alors pour tout ne N et tout xe [0;1] :

Zn:akxk =i(—1)kxk =i(—x)k =ﬂ.

1+x

) 1
Donc, on abien R=1 et f:le— est bornée sur [0;1] .
+ X

Par contre, série Zan = z (—1)" diverge, donc :

Le résultat ne subsiste pas quand les a, sont de signe quelconque.

2) a. Posons § = ZanR” .

n=0

- S
Commencons par remarquer que la série Z— converge absolument , avec :

(n+D(n+2)

z;zgz(L_ I j:S‘
s m+DH(n+2) so\n+1l n+2
S

La série entiere zmx” admet 1 pour rayon de convergence et converge alors normalement sur
n+1)(n+

[-1;1] et sa somme est continue sur ce segment, d’ou :

. S . S _
jﬂ;(nﬂ)(mz)x _;(n+l)(n+2) S

Posons b, =a,R" 5 .On a pour tout ne N :
(n+D(n+2)

N K\ k N S k
Zbkx —kZ:(;ak(Rx) Z(k+1)(k+2)x .

k=0 k=0
Comme le rayon de convergence de Zanx” est 1, Zan (Rx)" converge pour |Rx| <R, soit |x| <1 et diverge

pour |Rx| > R, soit |x| >1, donc le rayon de convergence de z a,(Rx)" est 1 et ainsi, celui de anx” est aussi
égala 1. De plus,ona:

Sh=YaR -—2> |=YaR-Y— > _5-5=0
n=0 n=0 (n + 1)(” + 2) n=0 n=0 (I’l + 1)(” + 2)

Et enfin, si on pose g(x)= anx” ,on a pour tout xe |—1;1[ :

n=0
n
S k

g(x):f(Rx)_;—(k+l)(k+2)x .
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Comme lim z;x” =S,ona:
=i (n+D)(n+2)

Xli_}rgl_f(x)zS S Xli_)rrll_f(Rx)zS S }i_)rrl{(f(Rx)—Zn:mxkj:S = )}i_}rrll_g(x)zo.

Finalement, on a lim f(x)=S si et seulement si lim Zb x" =0 ol rayon de convergence de Zb x" estlet

x—>R x—1 >0

an =0. Ceci prouve que :

n20

+ o0
On peut se ramener au cas ou R=1 et Zan =0.
n=0

b. Pour tout xe ]0;1[ ettout Ne N :

N N N N N

DS, =8, )X =D 5 x" =8, X" =D 5 x" =D S, X"
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1
N

N N-1 N
1 1 N+1
= ZSnx” —ZSnx'” = ZSnx” —ZSnx’” + 8, x""
n=0 n=0 n=0 n=0

Soit :

Z(S -5, )x" —ZS(x — X"+ 5, N

n=0

c. Soit xe€ ]0;1[.Ona:

e S, —Zak == Zakz(),doncSNx ———F— 0 ;

N >+
k=0 k=0
N +oo
* pourtout neN, S, -, =a,, donc lim Z(S -8 _x" = linEwZanx":Zanx”: fx) ;
n=0 =|

N
e pourtout Ne N, ZSn(x” —x" = (l—x)ZSnx” .
n=0 n=0
+ o0

La relation de la question précédente permet de conclure que z S x" et existe et que pour tout xe J0;1[ :
n=0

[ == 8,x"

Onavuque lim §, =0, donc pour tout réel € >0, il existe Ne N tel que pour tout n=N ,on a

n—>+oo

Alors, pour tout xe ]0;1[ et tout entier n > N :

i S x| <

+oo

Donc : 7 7
|f(x)|=(1—x)§Snx =(1- x)ZSx +ZSx <(1- x)ZSx +(1-x) ZSx <|a- x)ZSx
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N
Et la fonction x> (1— x)z S x" est polynomiale donc continue sur R et s’annule en 1, donc :
n=0

N
}Lng(l—x)ZSnx =0.

n=0

<¢ et finalement :

(1- x)i S x"

n=0

f(o)|<2e.

Alors, il existe ae ]0;1[ tel que pour tout xe J1—-o;1[, on a

VeeR,, Jae]0:1[, Vxe]l-a;l[,

Ceci prouve que :

lim £(0=0=22q,

Exercice 6

n n n
1) a. Remarquons déja que pour tout ne N, Zakcn_k =a,c, + Zakcn_k =c, + Zakcn_k , donc :
k=0 k=1 k=1

n n
ZGkCn_k =0 & c,=— Zakcn_k =—aqcC,,—a,C, ,—...—a, c,—a,.c,.
k=0 k=1

Comme ¢, =1, la suite est définie de maniere unique par récurrence (forte : un terme dépend de tous les
précédents). Ainsi :

1l existe bien une unique suite (c,),_,, telle que ¢, =1 et pour tout ne N, Zakcn_k =0.
k=0

b. Si re]O;R][, la série Zanr” converge, donc a,r" — 0. Or, toute suite convergente est bornée, donc

n 7z . L
(a,r"),.y est bornée et ainsi :

Il existe bien un réel M >0 tel que pour tout ne N, "I<M .

a,r

La suite (c, ), €tant définie par récurrence forte, prouvons I’inégalité voulue par récurrence forte.

Aurang n=1,ona ¢, =—a,c, =—aq,, donc, avec ‘alrl‘SM,ona:
B M _ MM+
=% ="""- 1 :
] =la < :

L’inégalité est vraie au rang n=1.

Supposons 1’inégalité vraie jusqu’a un rang ne N*. On a alors :

n+l n+l1 n+l1 n n
Cn+1| =\~ zakcnﬂ—k = Zakcn+l—k < Z|ak| Cn+1—/<| = Z|ak| Cn+l—/<|+ an+1||CO| = Z|ak| Cn+l—/<|+ an+1|’
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Or, an+1| <—— et pour tout ke [Ln], ak| Sﬂk et, n+1—ke[l,n], donc par hypothése de récurrence, on a
r r
MM +D)"" " MM+
Cn+1—k | - rn+1—k n+l—k :

r
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Ainsi :
"M MM+ M
Cn+l < Tk ( n+l—k) + n+l °
o r r
Enfin, on a :
MMM+ M M M M>& M
z_k ( +1—/<) T T o Z(M+1)n_k T T o (M +1)" + 1
o r r" r" i r" r' s r"
M>M+1)'-1 M M M MM+
= +1 ( ) + +1 = +1 I:(M +1)” _1:|+ +1 = ( +1)
' M +D-1 " r" r' r'
M M+1 (n+1)-1 ) ) )
Donc [c,,,|< ( M) et I'inégalité est vraie au rang n+1.

r
Finalement, la propriété est initialisé€ et héréditaire, donc vraie pour tout ne N " soit :

; MM+
nen fo|< MO
r
ro Y M ) ro Y , )
c. On a alors, pour tout ne N, |c, < . Donc la suite | ¢, est bornée, ce qui
M +1 M +1 M +1 .

.. N ‘- P N r
prouve que la série enticre chx” a un rayon de convergence supérieur ou égal a " >0, donc :

chx” a un rayon de convergence non nul.

Si on appelle R" le rayon de convergence de h(x) = chx” et p=min(R,R"), on a pour tout xe |- p;p[ :

f(x)h(x)= (i anx”j[i cnx"j = i(i a.c, , jx" =aqa,c,+ +ZN:O)C" =1.

n=0 \ k=0 n=1

sur ]—p;pl, ce qui prouve que :

1
Donc, h(x) =
onc, h(x) I

— est développable en série entiere au voisinage de 0.

2) Ona g(x)sznx" avec R'=1, donc g estde classe C~ sur |—1;1[ avec g'(x):annx”_l.

n=0 n=1

Comme pour tout ne N, b, >0, ona g'(x)>0 sur ]O;1[, donc g est strictement croissante sur cet intervalle.

Si g est bornée sur [0;1[, alors on se retrouve dans la situation de la question 1 de I’exercice 5, donc an

converge, ce qui contredit I’hypothese. Ainsi, g est croissante et non bornée sur ]0;1[ donc :

lim g(x)=+o0

x =1

n

. .. a , .
Si lim —*=/e R, alors pour tout réel € >0, il existe N € N tel que pour tout n =N , on a, avec b, >0 :

n—s+eo b

| S}

(—e<—-</l+e & ([—-e)b <a <({+e)b,.

n

S
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Alors, pour tout xe ]0;1[ et tout entier n> N :

Zn: ({—&)bx" < Zn: ax* < Zn: (l+e)bx" < (L—¢) Zn: b x" < Zn: ax" <({+¢) Zn: b x" .

k=N+1 k=N+1 k=N+1 k=N+1 k=N+1 k=N+1

Soit en passant a la limite quand n — + o, pour tout xe ]0;1[ :

(l-&)(g(0)—gy(0) S f(O)— fy() S (L+e)(g(x0)— gy (x)).

N N
avec f(x)= Zakxk et g,(x)= Zbkxk .
k=0 k=0

Comme g(x)>0 sur ]O;1[, on a, pour tout xe ]0;1[ :

_£+fxuo—ca—agNuoSf«x>sg+£+fxuo—c0+agNuo'
g(x) g(x) g(x)

1

=0 et

(M,hmgUﬁ=+methm{ﬁ&@—wiemNuﬂzﬁﬁb—wiagﬁb,mmclmrmao_%%?g“w
x—1 x—1 x—1 g X

ainsi, il existe ae ]0;1[ tel que pour tout xe J1—-a;1[,ona:
h-Ureg )

_e< Sy —(l—€)gy(x) <g ot —g<
g(x) g(x)

Finalement, pour tout réel € >0, il existe ove ]0;1[ tel que pour tout xe ]1—o;1[,ona:

1—2e< TP <y,
g(x)
Ceci prouve que :
lim £ —
x> g(_x)

Exercice 7

1) Comme les fonctions fet x> x sont de classe C” sur R, ¢ est de classe C” sur R" en tant que quotient
de telles fonctions. De plus :

lim @(x) = lim = £1(0).

f@ o FE=F0)
X 0

x—0 X —

Donc :

En posant ¢(0) = f'(0), on prolonge @ en une fonction continue sur R .

2) Sur R",ona @=hf avec h:le,quiestdeclasse C~ sur R".
X

n

Avec la formule de Leibniz, on obtient pour tout ne N°, ¢ = Z[ jh( 9 f“, soit pour tout xe R :
k=0

n ik no( ok p0)
(P(n)(x)zz n! ( 1) (n k)!f(k)(x):(_l)n XIZJIZ( X) f (X)

k=0 k'(n_k)' xn_k+1 k=0 k'
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Or, la formule de Taylor avec reste intégrale appliquée a f (de classe C~ sur R ) entre x et O donne :

(k)
f0)= zzf (x) j - U f““%ndt

k=0

Soit, avec f(0)=0 :

)
szfx) J' (= t) f("“)(t)dt (= 1) J‘ " (1) dt .

Ainsi :

W _ (L 1\1 n! (=D" tx e e
0" =" = [ di=— [ [ N 0 dr

Et donc, pour tout ne N* et tout xe R :

n+1 (n)(x) J‘ tf("H)(t)dt

3) Soit ne N'. Comme festdeclasse C” sur R, f”*" est continue en 0, donc pour tout réel € >0, il existe

<e¢ etdonc:

e (f(n+1)(t) _ f(n+l)(0))‘ <

Alors, pour tout x€ [—a, 0] et tout z€ [0,x] ou [x,0],ona re[—a,a] et donc:

[ere @[ e @ =|[ e (£ 0= 0 ©)a| <[ (70 0= 50 ) <] el

Or:

n+l

x X
"dt = >
‘ Sjot dt £n+1 quand x >0

I, el
0

_ n+l
e‘jo (- 1)'dt =s(—1)"j°t"dt=s( x) quand x <0
n+l
Dans les deux cas, I elt ‘ et donc, pour tout xe [— OL,OL] :
0 n+l
X n+l
UO t"f<"“>(t)dr—j0 " F D0y dr| < e F—
D’apres la question précédente :
‘.[OX tnf(n+l) (t) dt _ J-OX tnf(lﬁ-l) (O) dt‘ — xn+l(p(n) (x) _ f(n+l) (O)J-‘: tn dt‘
n+l, (1) (n+1) X" "+1 (n) f(n+l)(0)
=" 0" () - fT(0)—|= (x)—
n+l n+1
- £ A
Donc, pour tout xe [— o, o], [ 0" (x)— . ‘ . soit pour tout xe [— o, a]\{0} :
n+ n+
(n+1)
o L0 €
n+l ‘ n+l
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Finalement, pour tout réel € >0, il existe un réel a >0 tel que pour tout xe [— o, a]\{0} :

(n+1) 0)|
(n) X f (
¢ - n+l ‘ n+l
Par définition, ceci veut dire que :
£ )

lim 0™ (x) =
N = n+l

(n)

4) La fonction ¢ est donc de classe C” sur R", continue en O et pour tout n€ N, ¢ admet une limite finie

(n+1) 0
en 0, qui est f—i) . Ceci permet de conclure que @ est de classe C™ en 0 et ainsi que :
n+

¢ estde classe C” sur R.

5) On suppose ici que f est développable en série entiere au voisinage de 0, autrement dit qu’il existe un réel

R >0 et une suite de réels (a,),  tels que pour tout xe |- R,R[, f(x)= Zanx” .

n=0

Comme f(0)=0,0na a,=0 et f(x)=Y a,x" =) a,,x"". Donc, pour tout xe |- R,R[\{0} :

n=1 n=0

o(x) = 2an+lx" .

n=0

Ceci prouve que @, donc @, sont développables en série entiere au voisinage de 0, donc que @ est de classe

C” en0, et ainsi :

¢ estdeclasse C” sur R.

A A A A A A A A AN A A A A A AN A A A A A A A AN A AN AN A AN AN A AN A A AN A AN AN A AN AN
A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN A AN AN AN

Exercice 8
(2n+3)! 2+
. +1)!
Pour tout xe R et tout ne N, on a ((n ) ) = 2(@n+3) X 4x*, donc, d’apres la regle de
2n+D! ,, n+l1 ot
(n!)*
!
d’Alembert, si 4x” <1, soit |x| > , la série z (2’1;1) x*" converge et si 4x° >1, x| >%, elle diverge.
I’l
!
Le rayon de convergence de wa“ est R= 1 .
(n!)’ 2

L oa—=D...(ca—n+1) .

Pour tout réel o0 non nul, la série entiere z -1 '
n!

" admet 1 pour rayon de convergence et

a pour somme (1—x)“.
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3
En prenant Oc=—§,0na:

a(oi—1)...(a—n-+1) =(— %)(—%—1)..(—%—n+1j =(-1)" 3XSX";(2"+D

2n+1)! (1 )(2n+1)
2" X 2x4x%...X(2n) 2% p!

=1y

Donc, pour tout xe |—1,1] :

S @nth!, = 2n+1)!( x 1
1-x) 2 B M S
( ) 222" Z? (n))’ (4j (I1=x)vl-x

;{ ona 4x’e|-1,1] et:

§(2n+1)!(4_sz Z(2n+1)‘
n=0 (n')z 4 n=0 (n') (1 4.x )\/1 4.x

l\.)lr—‘

Alors, pour tout xe } —

Finalement :

(2n +1) 1
" est R =— et sasomme est x >

1
(n!)’ 2 (A—dx*W1—4x>

Le rayon de convergence de z

Exercice 9

1) Comme (p,),. une suite strictement croissante d’entiers naturels telle que n=0(p,),ona lim p =+oo
n—>+oo

et donc, pour tout réel x tel que |x| >1, la suite (x™),_ diverge, donc la série Zx” " diverge grossierement.

) 1
Si maintenant xe |—1,1[, alorsona lim p,°x” = lim N’x" =0, donc x” = o (—2 .
n—+oo N—>+o<> n—>+oo p
n
1 1 ., 1 ) . .. )
Or, n= o (p,),donc —= o |—|etainsi, x” = o |— |. Par comparaison a la série de Riemann
n—+oo . n—+o\ n n—>+e\ n

1 .. )
convergente 2—2, la série Zx”” converge. Finalement :
n

Le rayon de convergence de la série entiere Zx” " est 1.

2) Pour tous x,x'e ]0,1[ tels que x< x' et pour tout n€ N, on a x” <x' (avec égalité seulement dans le

cas ou n=0 et p,=0), donc Zx”" SZx'”" et comme x™ <x'" et x” <x'" (I'inégalité est stricte car

n22 n22

p,>p,20,donc p, #0), onobtient f(x)< f(x') et donc fest strictement croissante sur ] 0,1 [ .

Supposons que f est majorée sur cet intervalle. Alors on a hm f(x)=L=sup feR et pour tout xe ]O 1[
Jo.[

f(x)<L.Or, pour tout xe ]0,1] ettout Ne N, Zx” < x" = f(x), donc :
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En faisant tendre x vers 1, on obtient N +1< L et ceci pour tout N € N, ce qui est absurde.

Ainsi, f n’est pas majorée sur | 0,1[ et comme elle est croissante :

lim f(x) =+ oo
x—1

3) Onan= o (p,),donc pour toutréel €>0, il existe un entier N € N’ tel que pour tout n =N , n < ep, -
n—>+oo

1 1
Pn nle __ l/exn _ _Nle .
Z)c SZx —Z(x ) =x 1_x1/£31 B et:

n=N n=N n=N -

n p n
Alors, p, >— et pour tout xe |0,1[, x™ <x"*, donc
€

0<d-x0)f(x)<d-0)0(x)+

1—x
l_xl/E
N
avec Q(x) = Zx”” .
n=0

. L. L. 1 .
La fonction #+>¢"" est dérivable sur [x,1], de dérivée t+>—1""

€

, donc d’aprés le théoreme des

. L X" - - . I=x -
accroissements finis, il existe 7, € [x,1] tel que ————=—1 """, soit =gt 7.

x—1 e 1—x"® *

1/e 1/e 1

Ona t € [x,1], donc limz =1.

x—1

- o _ 3
¢ =1 etil existe o, € ]0,1] tel que pour tout xe | o, 1[, 2,7 <=.

Alors, lim¢?_
x—1 2

De plus, Q est une fonction polynomiale, donc lin}(l—x)Q(x) =0 et il existe o, € ] 0,1[ tel que pour tout
xe]a,,l[,ona (1-x)Q(x) S%s.
Alors, en posant o= max(a,,,0,)€ |0,1[, on a pour tout xe |a,1] :
1-1/¢e 1 3
0<(1-x)f(x)<(1-x)0(x)+et, SE€+§£=2€.

Ceci prouve que :

lirrlg(l—x)f(x)zo




