PSI* 1

Corrigés du TD n° 0

Exercice 1

Posons f(x)=In(1+x).
La fonction f'est de classe C™ sur ]—1,4 oo[, avec pour tout xe |—1,4+oo[ et tout ke N :

o (k=1)!

) () = (1)
=D R

Comme fest C™ sur |—1,+ o[, on peut appliquer la formule de Taylor avec reste intégral a tout ordre ne N,
entre O et 1, ce qui donne :

S0 e A 0)
f(l)—kZ:;Tl +j0(1—t) ——dr.

Soit :
n _ k-1 _ n
1n2:z&+(_ " lﬂ—f)ldt_
ik O(1+1)"
Et, pour tout ne N, on a pour tout ¢t € [0,1] , At <(1-1", donc:
+1

(1-0"
(1+1)""

‘(—1)" ' (A=0" dz‘sj; dtsjol(l—t)"dt.

0 (1+t)n+l

Avec u=1-t,ona:

j;(l—t)”dtz—jl()u”du =j01u"du L

n+1
. L1 (1=1)" 1 (s .
Donc, pour tout ne N, |(—1) —di| < et, avec le théoreme des gendarmes, on obtient :
O(1+1)" n+1
n _ k-1 A
tim |102-3> 0 | i | o[ | <o,
n—>+oo s k n—+oo 0 (1+t)”
D"~

Ceci permet de conclure que la série z converge, avec :

n

Pour tout ne N",on a:

1 1 1 1 T 1 1 T
0<——<— = O<arctan <arctan| — |<— = O<arctan|— |—arctan| — |<—
n+l n n+1 n 2 n n+1 2

Alors :
[ rn( ) o aren )
arctan| tan| arctan| — |—arctan| —— =arctan| — |—arctan| — |.
n n+l1 n n+1
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Or:

n

) 1 1 1 1 p24n+l
1+ tan| arctan| — | |tan| arctan| —— I+—
n n+1 nn+l
1 1 1
arctan| ———— | =arctan| — |—arctan| —— |.
n +n+l n n+l

Alors, pour tout N e N', on a par télescopage :

al 1 al 1 1
> arctan p— =arctan1+ Y | arctan| — |—arctan| —

oy n n+l

o 1 T 1
=—+arctan1—arctan =——arctan
4 N+1 2 N+1

j =0, ceci permet de conclure que la série z arctan(

| | tan(arctan (1D—tan (arctan(l Jj 11 |
tan{arctan(—j—arctan( H— n n+ n n+l _
n+1

Donc, pour tout ne N :

Comme lim arctan( j converge, avec :

N—+ 00 2

N +1 n+n+l

1 L8
Zarctan — :E

=0 n +n+l

Exercice 2

Tel qu’indiqué, posons pour tout entier n =2 :

u =l—lnn+ln(n—1)=l+ln(n_1j=l+ln(l—lj.

" n n n n n

Ona u, =l—l—i+o(ij =—L+0(%j, donc u, ~ _ZL et la série (de signe constant) Z(— Lj

2 2 2 2
2n n n 2n

converge, donc ZMn converge. Or, pour tout entier n > 2, on a par télescopage :

1+ u, :1+Z(%—lnk+ln(k—l)j=1+Z%—Z(lnk+ln(k—l))=Hn ~Inn.
k=2 k=2 k=2 k=2

Donc, la suite (H, —Inn) _ converge. Notons Y sa limite.

ne

On a de plus pour tout entier n>2, u, = f(—lj avec f(t)=In(1+1)—t et 1 ]-1,0[.
n n
La fonction f est dérivable sur |—1,0[ avec f'(r)=— % >0, donc fest strictement croissante sur |—1,0].
+t

) 1 . . .. )
Or, sur |1,+ o[, la fonction g:7+>—— est strictement croissante et 2 images dans |—1,0[, donc si on pose
t

h= fog, h est strictement croissante sur ]1,+ o [ et pour tout entier n =2, u, = h(n). Ainsi, la suite (u,)

n22

est strictement croissante. De plus, /4 est continue sur ] 1,400 [ (en tant que composée de fonctions continues).
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Alors, pour tout entier k >2,ona:

k+1
(Vie[kk+1], u <hO<u,) = w <[ hodi<u,.

Alors, pour tout entier n =2, et tout pe N “.ona:

n+p nt p+l n+p n+p+l1
z u, SJ-M h(t)dt < z U, = z u, .
k=n+1 k=n+1 k=n+2

Ceci donne finalement pour tout entier n>2, et tout pe N :

n+p h d < ntp < n+p+l h d
un+l + v[n+l (t) rs k:zn-i-l uk - J‘lﬁ—l (t) r.

On a d’une part :

n+p

J-n:lph(t)dt=In;p(%—lnt+ln(t—l)jdt=[lnt—tlnt+(t—l)ln(t—l)] =F(n+p)—F(n+1)

n+l

avec F(t)= (t—l)ln(l—%j.

D’autre part :

k=n+1

n+p n+p n
z u, =(1+Zukj—(l+2ukJ=(Hn+p —ln(n+p))—(Hn —Inn).
k=2 k=2
Donc, pour tout entier n =2, et tout pe N :
U, +F(n+p)—F(n+)<(H,,, —In(n+p))—(H,—~Inn) SF(n+p+D)—Fn+D) (D).

Or, F(t):(t—l)ln(l—%j ~ t[—lj:—l,donc:

t—+oo t

lim F(n+p)= lim F(n+p+1)=—1.
p—o+oo

p—otoo

Avec lim (HW, —In(n+ p)) =Y, on obtient en passant a la limite quand p — + o dans (1) :

p—+oo

u,, ~1—F(n+1)<y—(H,—Inn)<—1-F(n+1).

On veut H, = lnn+y+L+o(l), soit lim n(H,—Inn—7) =%. Multiplions par —n la double inégalité ci-

2n n n—>+eo
dessus :
n+nF(n+1)<H —-Inn-y<n+nF(n+1)-nu,,,.
1 1 n
Et,onavuque u, =——+o| — |,donc nu, >0 et nu,,, =——(n+Du,,, —0.
2n n n+1
Enfin :

n+nF(n+1)=n[1+F(n+1)]:n{1+nln(l—Lﬂ
n+1

=n{1—nln(1+lﬂ=n[1—n(l—%+o(%jﬂzl+o(l)
n n 2n n 2
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) 1 ) . 1 .
Donc, lim n+nF(n+1)=— et par le théoreme des gendarmes, on a bien lim n (Hn —Inn-— y) = E , SOit :

n—+o 2 n—+oo

H, :lnn+y+i+o(lj
2n n

Exercice 3

1 . . T
1) Comme u,=1e ]0,1] et u, =—sinl<1=u,, une récurrence immédiate permet de prouver que pour tout
2

neN,ona:

O<u,, <u, <I.

n+l

La fonction sinus est dérivable sur [0,1] , donc d’apres le théoreme des accroissements finis, pour tout ne N, il

existe ¢, € |0; u, [ tel que :

sinu, —sin0 1 . u 1 u 1
————=—sin'c, & —“L=—cosc, = —<—.

u,—0 2 u 2 u 2

n n

Alors, pour tout ne N, le produit télescopique donne :

-1
u
0<

n-1
ISHl & O<ﬂ_i & 0O<u Si.
L15 2" 2"

n
et
n
k=0 Uy U,

Par comparaison a la série géométrique convergente Z— on peut conclure que :
2)1

La série Zun converge.

2) En étudiant la fonction f, :xHarctan(—j:nx2 pour ne N fixé, on prouve que qu’elle s’annule
n

. *® z
exactement une fois sur R, , en un réel u, .

* u u u T
Alors, pour tout ne N, on a arctan (—”j = nun2 avec —2~ >0, donc 0 < arctan (—”j = nun2 < 5 et:
n n n

T
O<u’<—.
2n

PR u
Le théoréme des gendarmes permet de conclure que u,” — 0, donc u, —0 et -~ —0.
n

On a alors :

n
n

u u u 1
arctan(—”j ~—% = nu’~—" = u,~— (caru,>0).
n n n

N L. : 1
Par comparaison a la série de Riemann convergente Z—z on peut conclure que :
n

La série Zun converge.
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Exercice 4

Ona D :{ae R’ \Zun" converge} cR..

Si D est non vide, alors ¢’est une partie non vide de R minorée par O : elle admet une borne inférieure m >0.
On a alors :

D c[m,+ oo].
De plus, par caractérisation de la borne supérieure, pour tout réel x >m , il existe ae D telque m<a<ux.

X—a a

Alors, pour tout ne N, u" =u" “u’ =o0(u,') car x—a>0 donc u,"* —0.
Comme Zun“ converge et est a termes positifs, ZMJ‘ converge et donc xe D.

Ceci prouve que :
Im,+o[CD.

Ainsi, |m,+ o[ € D c[m,+ o[, donc D =]m,+ o[ ou [m,+ o[ et finalement :

L’ensemble D est vide ou bien de la forme [m,+ o[ ou ]m,+ o[ avec m=0.

(Inn)°

1 . . . 1
Pour u, =——,ona D=, car pour tout réel a >0, — 0 (croissances comparées) donc —=o(u,’) .
n

Inn

1 ) L1 ‘- )
Pour u, =—, on aimmédiatement D = |1,+ oo[ (séries de Riemann).
n

Exercice 5

1) a. Pour tout entier naturel n >2, on a, en intégrant par parties (on peut car fest de classe C'):
w,=[" fwdi=fm=[tf®O]_ =" 1f@0di-fm
=nf)==Df=D=[" tf Odi=f)=-D[f )~ f(r=D]=[" 1 )
=(n—D| :_1 fwdr—| 1 tf(t)dt

Soit finalement :

w,=[" (n=1-nf @)dr

On a alors :

Wn

:U:_l(n—l—t)f'(t)dt‘S.[:_l|(n—1—t)f'(t)|dt:j:_l|n—1—t||f'(t)|dt.

Or, pour tout t€ [n—1,n], n—l—t|zt—(n—1)£1, donc :

Wn

<["|Fla




PSI* 6

b. Pour tout entier naturel n>2, on a i .[ :_1| f '(t)|a’t = Ln| f '(t)| dt . Or, LX| f '(t)|dt admet une limite finie
k=2

quand x — + oo, donc la série ZI l| f '(t)|dt converge et par comparaison, z w,| converge, donc :

La série z w, est absolument convergente.

c. D’apres ce qui précede, 2wn est absolument convergente, donc convergente. Or, pour tout entier naturel

n>2,ona f(n) =In_l f(dt—w, , ce qui permet de conclure immédiatement que Z f(n) converge si et

seulement si Z I ’ 1 f(®)dt converge. Enfin, Z I kk 1 f(@®)dt = Ln f(t)dt etainsi :
" k=2"""

La série z f(n) converge si et seulement si la suite ( .[ ln f (t)dt) converge.
neN"

2) Remarquons déja que comme g et  sont positives sur R, les fonctions x Lx gt)dt et x> jlxh(t)dt

sont croissantes sur R, , donc elles admettent une limite finie en + oo si et seulement si elles sont majorées.

D’apres les hypotheses, c’est le cas pour x> J-lx g®)dt. De plus, h=o0(g). Alors, il existe un réel
+oo

ae[l,+oo[, tel que V xe[a,+oo[, h(x)< g(x) et:
j Ch(ndr = j h(ndr + j “h(ndr < j h(ndr + j “gdr .

Comme x J-lx g(t)dt est majorée, x — J-X g(t)dt aussi et donc, x> LX h(t)dt I’est aussi. Ainsi :

X I lx h(t)dt admet une limite finie quand x — + oo

1
et )y —— = sont de méme nature.
2 (n+DIn(n+1) 2 S

3) Remarquons que les séries z 0
ninn

La fonction f:x> ; appartient & C'([1,+oo[,R) et V xe[1,+ o[ :
(x+DIn(x+1)

In(x+1)+1
((x+DIn(x+1))"

f(x)=-

Alors, V xe[1,+ oo :

1 1 1 1 1 1
|f '(x)| = 2 + 2 S 2 ( + 2 ] °
(x+1" { In(x+1  (In(x+1)) (x+D)"(In2 (In2)

Donc :

. ' 1 1 X dt _ 1 1 l_ 1
J\11 (t)|dts(1nz+(1nz)2jIl (r+1)° _(ln2+(ln2)2j(2 x+1j'

1 1 1 . x . .

Comme 3T < > la fonction x> .[ 1 | f '(t)|dt est majorée sur [1,4+ oo[. Comme elle est croissante sur cet
X+

intervalle, elle admet une limite finie en + co.
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La fonction f vérifie donc les hypotheses de la question 1, et ainsi, z

et (Lﬂ f (t)dt) ~ sont de méme

nlnn neN’

nature.

Or, Vne N :

I dt I In'(z+1)

I f@ar G+DInGE+) I +1)

di=[In(In(+1))]" =In(In(n+1))~In(In 2).

Comme lim In(In(n+1))=+ oo, la suite (Lﬂ f (t)dt) ~ diverge vers + .

n—>+o0 neN

Finalement :

La série Z diverge.

nilnn

3) a. La fonction fest de classe C' sur [1,+ o[ et V xe& [1,+ oo :

lcos~/x | |sinJ}|< 11

hS +— et:
x\/_ + 252 2

1 1 1 1 1 1
j|f (t)|dt—j (2 %/2+t2jdt:{_$_;} :2—$—;S2.

Ainsi, x> .[lx|f '(t)|dt est croissante (car |f '(x)| >0) et majorée sur [1,+ o[, donc :

Alors, V xe[l,+oo[,0ona |f'(x)|<

X I 1X| f '(t)| dt admet une limite finie quand x — + oo.

b. V xe[l,+ [, en posant le changement de variable u = \/; (soit t =u’ et df =2udu),ona:

Jxsinu
du .

«sin/t J}sinu
dtzj
1

jl”‘f(z)azz:j1 dudu _2j

En intégrant par parties, on obtient alors :

Jx
x —cosu Jx —cosu cos \/; Jxcosu
L f(t)dt—Z[[ » l —L - 7 duJ—Z[cosl— \/; —L = du}.

Ainsi, on a bien, V xe [1,+ oo :

Jx
jf(r)dr—zj st 2(cos1—cos*/;—j1 C(b’;“du}

NS

cosu

Vx du 1
du < .[ —-=1—-—=<1, donc, comme plus haut, on peut conclure que la

1oy \/;

du admet une limite finie quand x — + co. D’apres le résultat admis, il en va de méme

c. Ona Vxe[l,+oo[, .[

cosSu

2
u

fonction x — I
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Jxcosu . cosvx
pour x> I —du . Comme lim
1 u X—>+ oo A [x

=0, la fonction x> JT f(t)dt admet, elle aussi, une limite finie

quand x — + oo. Ceci prouve que la suite (Lﬂ f (t)dt) converge.
neN"

Or, d’apres la question a, la fonction f vérifie les hypotheses de la question 1. Ceci nous permet de conclure que
la série Z f(n) converge, autrement dit :

sin \/;

La série Z converge.

n




