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Corrigés des exercices du stage de pré-rentrée

Exercice 1 : Symboles ¥ et T1
1) Ona:

Donc :
o 1 n
Tk(k+1) n+l1
2) Ona:
1 a(k+1)(k+2)+bk(k+2)+ck(k+1) (a+b+0)k* +Ba+2b+c)k+2a
k(k+1)(k+2) k(k+1)(k+2) k(k+1)(k+2) '
Par identification :
, a+b+c=0 1
b e b ¢ i dbte=0 o Y
k(k+D)(k+2) k k+1 +2 _
2a=1 b=-1

1 1(1 2 1)
nc, —=—| ———+——| et:
k(k+D)(k+2) 2\k k+1 k+2

n

Sl LI )
o k(k+1)(k+2) T2\k k+1 k+2) 2\k k+1) 2:5\k+1 k+2

1 n 1 1 1n+1 1 1 1 n+l
—ak_l(;‘m)‘i(z‘m) {;mm ;HHJ
A R 1 :lz(n+1)(n+2)—2

- 4n+1D)(n+2)

iy 3 _
212 Bk+1l) SEk+)  (n+D(n+2)

Donc :

< 1 _ n(n+3)
o k(k+1)(k+2) - 4(n+1)(n+2)
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3) Avec u, =(=2)", (u,), estune suite géométrique de raison — 2.

R ST YOS bl ol

1-(=2) 3
,1-(=2) 1-(=2)"
b. Zuk Z( = W ZT

1— (_2)2n+1 4 22
. kz(;uk Z(— )k = Y =

2n 2n . . 1_ _ n+l _ n 2n+1 1\ n+l
A Su ==t o+ b2

. U,
k=n k=n 1_(_ 2) 3 3

4n+1 _ 1

4n+1 1
e. Zqu Z( 2)%* = Z4k 3
k=0

2",

f. Z(uk+n) 2uk+2n Z( 2)" +n(n +1)—ﬂ+n(n+l)

k=0
n+l
g. Zuk+n 2( 2 +n ( 2) ——+n
k=0 k=0 3
_ n+l
h Y, +k)= Zuk+2k Z( 2)! + ”(””) 122" net])
k=0 k=0 3 2
n 2n _1\" n+l
. Zumzzukzﬂzn,
k=0 k=n 3
1 (( 2)”)n+1 (n+1) (n+1)
. n n " n nk —_— —_— 1__2nn+ 1+2nn+
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4) Pn:In“[(Hvk).
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Probléme 1 : Un probleme d’analyse
Partie A : Etude de fonction

1) Ona e"—1=0 si et seulement si x=0, donc la fonction f est bien définie sur R . Elle est de plus continue
sur R" en tant que quotient de telles fonctions.

X

-1 ) .
Enfin, liH(l) ¢ = liH(l) e’ =1, donc hrr(l) f(x)=1= f(0) et festcontinue en 0.
x—= X x— x—

Finalement :

fest continue sur R .

2) a. La fonction h est définie et dérivable sur R en tant que somme de telles fonctions et pour tout x€ R :

2

h'(x)=(1+x)e™" —(l+x+%je”‘ +%x2e”‘ =0.

Ainsi, &' est nulle, donc & est constante. Comme £(0) = e’ —1 +%I:t2e “dt=0 :

La fonction /4 est nulle.

Alors, pour tout xe R :
2 2
h(x)=| 1+ x4+ e”‘—1+1j e ldi=0 & lj e 'di=1-| 14x+ |e
2 240 2Jo >
2
= lexj- e 'di=e" | 1+ x+—
2 0 2

Soit, pour tout xe R :

2
b. On a donc ex—(1+x+%j=%exj'o t*e ~'dt pour tout xe R.

e Pour tout xe R, et pour tout 7€[0,x], 0<e ' <1, donc 0< t’e " <t*. Par croissance de I’intégrale, on

obtient (avec 0<x):
oy X5 S I opro o X
OSI te dts_[ t'dt=|—| =— = 0<—¢e I te 'dt<—e".
0 0 3], 3 2 0 6
D’ou, pour tout xe R, :

2 3
0Le"—1-x——<—¢".
2 6
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Pour tout xe R_

I’intégrale, on obtient (avec x<0):
0 0 0
0< j t'e”'dt < I tre dt = e_”J‘ tdt=—e"

D’ou, pour tout xe R _

Ainsi, on a bien :

et pour tout fe€[x,0],

O<e™

= e

- X
<e ’,

donc

0<t’e™’

<t’e

- X

et par croissance de

3 3
‘”‘x—sj e 'dt<0 = x—sle”‘J‘ e 'dt <0.
0 6 2 Jo

1+x

3 3
X X X| 2 . s s ., . .
c. Avec % Sue‘ | , le résultat de la question précédente peur s’écrire plus simplement pour tout xe R :
2 3 2
<ler—1- __<ﬁ i XA
0<le’ —1—x < e e".
2 6 6
Donc, pour tout xe R
0<|é _i x_1 Sme‘x‘.
X 2| 6
| | M e'—1-x 1 .
Comme hm =0, le théoréeme des gendarmes donne hrr}) —2—5 =0, soit :
X —> x
e —1-x 1
lim———=—
x—0 X 2
e —1+x N .
Or, quand x -»0,ona —x — 0, donc hn}) > = hn% > soit
xX—> X t=—xt— t
.oet=1+x 1
x—0 X 2
d. Pour tout réel x non nul, on a :
xe'
f)=fO0) 1 xe'—e'+1 xe' x—1+e "
= = x - x 2 _f(x)
x—0 X x(e* —1) e —1 X
—1+x

Avec lir% f(x)=1et lim

Ainsi :

2
X

, on obtient finalement :

i L= FO) _

x—0

x—0

1

5

fest dérivable en 0 avec f'(0) = ;
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e. Comme fest dérivable en 0, 2~ admet bien une tangente au point d’abscisse 0 et son équation réduite est :

y=F O+ fO = x+1

3) La fonction fest dérivable sur R" en tant que quotient de telles fonctions et pour tout xe R’ :

(e"+xe")e'=1)—xe'(e")

)= e
Soit :

oo e(ef=1-x)

f0== oo

4) La fonction f' estcontinue sur R" en tant que quotient de telles fonctions.

De plus, on a vu que limﬂ = 1 et f'(0)= l Alors :
x—0 X 2 2

e (e —1-x) x Ve —-1-x 1 1
lim f'(x) =lim————=—=1lim| " =IxI’x==== f(0).
x—)()f() x>0 (" =1)? x_>o|: (ex_J 2 } 2 2 A

Donc, f' estcontinue en 0 et ainsi :

f " est continue sur R.

5) Posons h(x)=e"—1—x.

La fonction / est définie et dérivable sur R en tant que somme de telles fonctions et A'(x) =¢e* —1.
e Sur ]O,+o[, h'(x) >0, donc & est strictement croissante et A(x) > h(0)=0.

e Sur |—o,0[, h'(x) <0, donc & est strictement décroissante et A(x) > h(0)=0.

Ainsi, pour tout xe€ R, ona h(x)>0 et h(0)=0, donc, pour tout xe R :

h(x)=e"—1—x2=0, avec égalité seulement en 0.

X

e'(e"=1-x) e

On a vu que pour tout xe R, f'(x)=
que p J (0 e (@ 1)

h(x) et, d’apres ce qui précede, ona f'(x)>0.

Comme f'(0)= % >0, on a finalement, f'(x)>0 pour tout xe R, et donc :

fest strictement croissante sur R .
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6) Ona:
. . ) , . . xe'
e lim xe' =0 par croissances comparées, donc lim f(x)= lim =0
x—>—oo x—>—oo s |

X

) . xe .
e Jim f(x)= lim = lim =+o0,
X—> 400 x40t ] xote]—p
On obtient ainsi le tableau :
X | —o0 + oo

7) Comme li_mf =0:

¢ admet I’axe des abscisses (Ox) pour asymptote horizontale en — co.

8) Pourtout xe R, g(x)= f(x)—x= re _=2¢ —xe - x xe_ ‘
e —1 e —1 e'—1 1-¢e*

- X

Or, lim xe " =0 par croissances comparées, donc :

X = +o0

lir?m g(x)= lirJrrlm[f(x) - x] =0

On en déduit immédiatement que :

La droite A:y=x (la premiére bissectrice) est asymptote oblique a2 %~ en + .

9) On construit le tableau de signes de g :

X — 0 + o0
xe " - 0 +
- - 0 +
g(x) + 1 +

Ainsi, pour tout xe R, g(x) >0, soit f(x)>x etdonc:

¢ est toujours au-dessus de A.




1°® année

10) Avec les asymptotes et la tangente en 0, on obtient la courbe :

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Partie B : Etude d’une suite récurrente

1) Comme la fonction fest définie sur R, la suite (u, ), est bien définie quel que soit u, € R.

Dans la question 9 de la partie A, on a vu que pour tout x€ R, f(x)> x, donc pour tout ne N :
u,,=fw)>u,.

Ainsi :

La suite u est strictement croissante.

2) Siu converge vers une limite /€ R, alors f(/)=/{ car f est continue sur R. Or, on vient de rappeler que
pour tout xe R, f(x)>x,donc f(x)#x etl’équation f(x)=x n’admet pas de solution. Ceci montre que la
suite u ne peut pas converger, et ainsi :

La suite (u,),., ne converge pas.

3) Comme u est croissante, soit elle converge (si elle est majorée), soit elle diverge vers + c. On vient de voir
qu’elle ne converge pas, donc :

lim u, =+oo

n—>+oo

Partie C : Etude d’une suite implicite
1) Soit ne N".Onadonc ne N’

D’apres la partie, la fonction f est continue et strictement croissante sur R, de lim f =0 a lim f =+
— 400

D’apres le théoreme de la bijection continue (théoreme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions
strictement monotones), tout réel strictement positif est atteint exactement une fois pas f.

Ainsi, il existe un unique réel a, tel que f(a,)=n et:
fx)=n & fx)=f(a,) & nx=a,.

. a . )
Ainsi, x, =—" est ’'unique solution de f(nx)=n dans R et donc :
n

L’équation f(nx)=n admet une unique solution dans R .
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x, est 'unique solution de f(x)=1= f(0), donc:

2) Remarquons que pour tout ne N', f(nx,)=n>1= f(0) et comme f est strictement croissante, on a x, >0

avec égalité si et seulement si n=1.
Onal-e ™ =0=ux, et, pourtout ne N" tel que n>2 :

nx,
nx e nx -

n = n =n Pt X zl—e nx”.
nx, —nx, n
e =1 l-e ™

fnx,)=

Ainsi, pour tout ne N* :

nx,

On a vu que x, >0 pour tout ne N*, donc O<e ™ <1 et 0<x =1-e¢ ™ <1, donc:

x,€[0,1]

3) Pourtout ne N :

n+l>n < f((n+x,,)> f(nx,).

Comme f est strictement croissante, on obtient :

(n+1x

n+l

>nx,

4) D’apres les deux questions précédentes, on a alors, pour tout ne N :

n = (n+D)x, n —(n+D)x,

nx, <(n+1)x &S e"m>e S l-e"<l-e

n+l At 'xn < xn+1 N

Ainsi :

Lasuite (x,) _ . eststrictement croissante.

5) Comme (x,) .- est strictement croissante, soit elle converge (si elle est majorée), soit elle diverge vers + oo.

Or,si lim x, =+o0, alors :

n—> oo

lim x, =+ = lim nx, =+ = lime "™ =0 = lim x, = lim (1-e¢"")=1.

n—+oeo n—+oeo n—+oeo n—+oo n—+oeo

Ceci est absurde, donc (x,) - converge vers une limite /e R.
Comme x, 2 x, >0 pour tout entier n=2,ona ¢2=x, >0 etdonc:

lim nx, =+oo.

n—+oo
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Alors :
lim x, = lim (1-e "")=1.
n— +oo n— +oo
Et ainsi :

La suite (xn)neN* converge vers 1.

Exercice 2 : La série harmonique

1) Soit ke N". Pour tout réel te [k,k+1], on a ﬁ < l < % , et par croissance de I’intégrale :
+ t

IkHLdt:L kHdtSJ-Hlﬂﬁj-k“ldt:lj-kﬂdt.
Eok+1 k+17k koot ko k kJx

Soit :

LSln(k+1)—lnk£l
k+1 k

. . ) ) 1 1
2) Soit ne N . Pour tout entier k compris entre 1 et n, on a ﬁ <Ink+1)—Ink < ; et en sommant de k=1
+

a k =n, on obtient :

n

nooq z 1
— <31 D-Ink]<S> —.
;k+l<;[n(k+) nk]<;k

Or:
n 1 n+11 n+11 1 n+11
o Y —=3-=3_——-=>——1;
Lo &k &1

n

Y [lnGk+D-Ink]=In(n+1)~Inl=In(n+1).

Donc :

n+l 1

|
ZZ—ISln(n+1)SkZ:};

k=1

La double inégalité ci-dessus donne pour tout ne N :

H, —1<In(n+1)
In(n+1)<H, '

Ceci donne entre autres H,,, <1+In(n+1) pour tout entier n =1, soit H, <1+Inn pour tout entier n>2.

Comme H,=1=1+Inl, I'inégalité est aussi vraie pour n=1 (c’est méme une égalit€) et donc, pour tout

ne N :

In(n+1)<H <l+Inn
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3) Comme lim In(n+1)=+o et In(n+1)< H,, on obtient par théoréme de comparaison :
n—+oo

lim H, =+oo

n—>+oo

De plus, pour tout entier n>2,0ona Inn >0, donc :

(1) H, 1+ ln"”n(Hlj H 1 1 1\ _H 1
nintl)  H, It+hnn elic— 4] & l+—n|l+-|<2o<i+—.
Inn Inn Inn Inn Inn Inn Inn n) Inn Inn
) 1 1 . 1 PN
Et comme lim | 1+—In|1+—||= lim | 1+—— |=1, le théoréeme des gendarmes permet de conclure que :
n—>+eo Inn n n—+e Inn
lim H, =1
n—+eInp

] 2]
4) a. Onapourtout ne N, § = = —et:
: P LT A

2n+2 2n 2n 2n
SM_Sn:Zl_Zl: LU DU SR NS SN SRS SR S 1 .
ik Sk Shk 2n+l 2n+2 (Shk on+l 2n+1 2(n+1) n+l1 (2n+1)(2n+2)

Donc, S,,, =S, >0 etainsi:

La suite (S,) . est strictement croissante.

b. En repartant de ﬁﬁln(k+l)—lnk S% eten sommantde k=n+1 a kK =2n, on obtient :
+

2n 1 2n 2n 1 1
—XZ In(k+1)—-Ink|< - & S+ ———<In@2r+D)-Inn+D)H<S .
kzzn-i—lk"_l k:ZrH—I[ ( ) ] k:zn-Hk " 2n+1 n+l ( ) ( )= 5,

Soit :

n+l n+ n=>+eo n+l 2n+1 n+l
le théoreme des gendarmes :

Comme ln(2n+1j:ln(2—%j, ona lim ln(2n+1j: lim {ln(zn_ﬂj ! + ! }zan, et d’apres

lim S, =In2

n—>+oo

5) Pourtout ne N* :

u,—u=H_ —-Inn+)-H +Inn=H, —H, —ln(n+1)+lnn=ﬁ—[ln(n+l)—lnn].

n

) 1 ..
Or, d’apres la question 1, —1 <In(n+1)—Inn,donc u,  —u, <0 etainsi:
n+

La suite (u,) .- est décroissante.
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D’apres la question 2, on a pour tout ne N, In(n+1) < H, <1+Inn, soit :
O<In(n+l)-Inn<u, <1.

Ainsi, la suite (u,) . est bornée, et comme elle est décroissante :

La suite (un)neN* converge.

Exercice 3 : Equations différentielles

1) a. Comme fet x> e“ sont dérivables sur R, g:x+>e™ f(x) I’est aussi en tant que produit de telles
fonctions et pour tout xe R :

g =e"f'()+ae” f(x)=e"(f'(X)+af(x)).
Comme pour tout xe R, e* #0, on peut alors écrire :
f estsolutionde (E) surR < VxeR, f'(x)+af(x)=h(x)
& VxeR, e (f'(x)+af(x))=e"h(x)
o VxeR, g'(x)=e"h(x)

Ainsi, on a bien :

fest solution de (E) sur R si et seulement si pour tout xe R, g'(x)=e“h(x).

b. Toutes solution de (E) sur R est dérivable sur R (car (E) est d’ordre 1).
Alors, si fest une fonction dérivable sur R, on a avec les notations précédentes :
f estsolutionde (E) surR < VxeR, g'(x)=e"h(x)
& VreR, gx)=e"f(x)=k+][ e"h(t)dr avec ke R

& VxeR, f(x):ke—“*+e-‘”j:e“'h(z)dt avec ke R

Remarquons que pour tout ke R, x> ke “ +e .[ ; e h(t)dr est dérivable sur R, et finalement :

Les solutions de (E) sur R sont les fonctions x> ke™ ™ +e‘“"J‘0x e“h(t)dt avec ke R.

2) a. L’équation > —3r+2=0 est une équation du second degré dont 1 est racine évidente.

Comme le produit des deux racines vaut 2 :

Les solutions de r* —3r+2=0 sont 1 et 2.

b. Comme f est deux fois dérivable sur R, f' est dérivable sur R, et g = f'— f est dérivable sur R en tant
que différence de telles fonctions :

g'=f"f".
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Avec (E"): z'—=2z=0,ona:

g estsolutionde (E") surR < g'-2¢=0
& f'-f=2f-1)=0
s f"-3f'+2f=0
& f estsolution de (E') sur R

Ainsi, on a bien :

festsolutionde (E") sur R si et seulement si g est solutionde (E"): z'—2z=0 sur R.

c. L’équation (E") estde la forme z'+az=0 avec a=—-2, donc :

X

Les solutions de (E") sur R sont les fonctions x > pe™ avec pe R.

Alors, d’apres la question précédente, f est solution de (E') sur R si et seulement si f'— f est solution de

(E") sur R, donc si et seulement si fest solution de y'—y=pe** sur R avec pe R.
D’aprés la question 1 (avec a=—1 et h(x)=pe™), les solutions de y'—y=pe™ sur R sont les fonctions
x> ke* +exj:e"uez’ dt avec ke R.
Or, pour tout xe R, J-;e”uez’ dt = u.[;e’ dt =p(e* —1) et:
ke* + ex.[ox e'ner dt =ke* +ue*(e* —1)=(k—p)e* +pe™ =he* +ue™
avec A=k—L.

Finalement :

Les solutions de (E") sur R sont les fonctions x —> Ae* +pe”* avec A,ueR.

N . . . 2
Remarquons que 1’on trouve la forme x> he™ +ue™ on r, et r, sont les racines de I’équation r*—=3r+2=0
appelée « équation caractéristique » associée a (E").

Exercice 4 : Probabilités

1) En supposant que personne ne triche lors de la donne, on peut supposer toutes les distributions possibles
sont équiprobables. Par ailleurs, seul le chien nous intéresse ici, donc on suppose que tous les chiens sont
équiprobables. Pour construire un chien a quatre joueurs, il faut choisir au hasard 6 cartes distinctes parmi les

78 cartes du jeu complet, I’ordre du choix n’important pas. C’est une combinaison : il y a donc ( 6) chiens

possibles.

Pour déterminer la probabilité qu’il y ait au moins un bout dans le chien, calculons la probabilité qu’il n’y en ait
aucun : on doit alors choisir les 6 cartes de chiens parmi toutes les cartes du jeu, sauf les trois bouts, donc parmi

75
75 cartes : il y a ( 6 j possibilités.
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La probabilité qu’il n’y ait aucun bout dans le chien est alors :

75) 751
6 ) 69161 T5xT4xT3xT2xT1x70 _ 3x71x10 _ 2130
Po (78j 78! 78xT7TxT6X75x74x73 13x11x19 2717

6 726!
ceg e . . . 2130
Alors, la probabilité qu’il y ait au moins un bout dans le chien est 1— p, = I_W’ et donc :
. e . . . 587
A quatre joueurs, la probabilité qu’il y ait au moins un bout dans le chien est p = 17 =0,22.

2) On reprend le méme raisonnement a trois joueurs, avec un chien de 3 cartes. La probabilité qu’il y ait au
moins un bout dans le chien est alors :

75 751
\3) 711, I5XT4xT3 | 25x37x73 _ 8551
(78j 78! 78x77%x76 26x77x38 76076

3 75131

Ainsi :

A trois joueurs, la probabilité qu’il y ait au moins un bout dans le chien est 786505716 =~0,11

On constate que la probabilité est plus faible, ce qui est normal car il y moins de cartes dans le chien, donc
moins de chances de choisir un bout dans le jeu.

3) Si on joue a cing joueurs, mais avec a nouveau un chien de 6 cartes, le calcule st exactement le méme qu’a
quatre joueurs et donc :

La probabilité qu’il y ait au moins un bout dans un chien de 6 cartes est la méme a 4 ou 5 joueurs.

4) On joue 10 parties d’affilées a quatre joueurs et a chaque parties on regarde si on a au moins un bout dans le

chien (succes, de probabilité p:%) ou pas (échec, de probabilit¢ 1—p). Les donnes étant supposées

indépendantes les unes des autres, on reconnait un schéma de Bernoulli. La variable aléatoire X donnant le
nombre de succes (nombre de parties ol il y a au moins un bout dans le chien) suit une loi binomiale de

N 587
parametres n=10 et p=——

2717

a. La probabilité qu’il n’y ait jamais de bout dans le chien lors des 10 tours est alors (1— p)'’, donc :

10

La probabilité qu’il n’y ait jamais de bout dans le chien lors des 10 tours est (%) = 0,09
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b. L’évenement « il y a au moins une fois un bout dans le chien » est I’évenement contraire de « il n’y a jamais
de bout dans le chien », donc :

10
La probabilité qu’il y ait au moins une fois de bout dans le chien lors des 10 tours est 1— (%j =(,91.

c. La probabilité qu’il y ait exactement cinq fois un bout dans le chien est :
10Y . 587 Y (2130
1-p)Y =252 — | | =—| .

(5]17 a=pr) (2717) (2717)

La probabilité qu’il y ait qu’il y ait cinq fois un bout dans le chien lors des 10 tours est environ 0,035.

Ainsi :

d. Le nombre moyen de parties sur 10 pour lesquelles il y aura au moins un bout dans le chien est correspond a
I’espérance de la variable aléatoire X. Comme X suit une loi binomiale de parametres n et p, on a :

E(X)=np =105 =870 _, 5
2717 2717

Ainsi :

Il y aura au moins un bout dans le chien pour environ 2,2 parties sur 10 en moyenne.

Probléme 2 : Intégrales de Wallis et formule de Stirling
Partie A : Les intégrales de Wallis
1) Pour tout ne N, la fonction ¢+ cos" ¢ est continue sur R, donc sur [O,g}. Ainsi, son intégrale sur ce

segment est bien définie, donc :

I, est bien définie pour tout ne N.

/2
0

2) Ona I, =I;/2dt =[] " et 1, :.[;mcostdt = [sint]g/z, donc :

3) La fonction t > sinzcos™'t est dérivable sur R en tant que produit de telles fonctions et sa dérivée est
t+> costcos" t—(n+1)sintsintcos” ¢, soit :

t>cos"t—(n+1)sin’rcos” t =cos"* t—(n+1)(1—cos’t)cos" t = (n+2)cos" >t —(n+1)cos" t .

Ainsi :

n+l

La dérivée de ¢+ sintcos™" ¢ est £ (n+2)cos" > t—(n+1)cos"t.
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On a alors :
/2

.[Om [(n +2)c0os™2 £ —(n+1)cos” z] dt = [sin tcos™! t] , =0

Or, par linéarité de I’intégrale :

/2 a2 n /2 42 /2 n
[ [(1+2)c0s™ 1=(n+1)ycos" t |di = (n+2)[ " cos™ 1dt =(n+ D) * cos" tdi = (n+2)1,,, = (n+DI,.

Ainsi, (n+2)I ., —(n+1)I, =0, soit pour tout ne N :

n+2

n+l
n+2 "

I

n+2 =

4) on veut prouver par récurrence sur p que pour tout pe N : l,,>0et 1, >0.

® Onal,= E >0 et I, =1>0, donc la propriété est vraie au rang p=0.

e Supposons la propriété vraie a un rang pe N.
D’apres la question 3 (appliquée a n=2p eta n=2p+l),ona [, , =%12p et 1,,., :% 2pils
donc I, , et I,, sontde méme signe, ainsi que I, et 1, .
Or, par hypothese de récurrence, 1,,>0 et I,,,,>0. Alors, I1,,,=1,,,,>0et 1, =1, , >0, etla

propriété est vraie au rang p+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout p € N, soit pour tout pe N :

I >0et]/ >0

2p+l

I2k+2

5) Soit pe N'. D’apres ce qui préceéde, on a pour tout ke N, I,, #0, donc est défini et :

2k

P I2(k+1) :&ii 121)—2 12[7
k=0 IZk IO 12 14 121)—4 12[7—2
Soit :
ITI 2(k+1) 2
k=0 0
I
De plus, pour tout ke N, I,,,, =M12k, soit M:E’ donc
2k +2 I,, 2k+2
IZ_p_ﬁIZ(k+l) ﬁ 2k +1 _IX3X5X..x(2p=1) _IX2X3X4X5x6X..X(2p-DX(2p)
I, o I, +352k+2  2Xx4X6X..X(2p) (2><4><6><...><(2p))2
@p)! _ 2p)! __ @p)!

T (@XDX@XDX@x3)X.X@xp)) (2 xIx2x3x.xp) 2/ X(P
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.. L .
Ainsi, avec [, = E’ on obtient :

_m_@2p)!
T2 ()

12k+3

6) De la méme fagon, on a pour tout ke N, 1,,,, #0, donc est défini et pour tout pe N :

2k+1

”112k+3: 2,,+1 I—i 2k+2  2X4X6X..X(2p) (2><4><6><...><(2p))2:22/)(19!)2

=0 Lo I, L1ok+3 3x5x.. X2p+1) 2p+1)! Qp+D!
Et, avec I, =1, on obtient :
_27(pY’

7) Posons u, =(n+1)I,,,1, pour tout ne N. Avec la question 3, on a alors pour tout ne N :

n+l

n+l1

=n+2)1 ,1I ., (n+2)—21 I =m+DI I

o . T T .
Ainsi, la suite (u, ), est constante. Comme u, =11, = 2 onau,=u,= B pour tout ne N, soit:

o
n+)I I =—
(n+1) )

n+l

Tc n n : 92 Z
8) Pourtout ne N et tout re [0,5} ,ona 0<cost <1, donc cos"'r<cos"t et par croissance de I’intégrale :

/2 ntl /2 n
I =I cos tdtSJ-O cos"tdt=1,

n+l 0
Comme I, >0 (d’apres 2), on peut écrire :

1
0<—L <1 (1).
i @

n

. . I
Au rang suivant, ceci donne 0 <2< etavec [ ,, =

I, on obtient :

n+l n+2
+1 _1
n+l I, <1 o n+21n+121 o Ml Ly @).
n+21 n+l I n+2 I

Finalement, avec (1) et (2), on obtient bien, pour tout ne N :

n+l S£<1

n+2 I

n
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9) Posons v, = In\/;. On a alors pour tout ne N’

vn+2:ln+2 Vn+2: n+1 In \1n+2: n+1 (n+1) n +2n+1
n+2 Jn+2 (n+2)n V n?+2n

2
. |n"+2n+1 . .
Or, pour tout ne N, 1/2— >letv, >0,donc v, ,>v .Comme v, >0=v,, cecireste vrai pour n=0.
n°+2n

Donc, pour tout ne N, v, ., >v, . Ceci permet de conclure que les suites (v,,) . €t (v,,,,) .y sont strictement

croissantes.

Alors, soit (v,,) . converge, soit converge diverge vers + . Il en va de méme pour (v, )

peN peN *

De plus, comme v, >0 et v, >0, 51 (v,,) .y Ou (v,,,,) .y converge, c’est vers un réel strictement positif.

T /
Or, d’apres la question 7, on a pour tout ne N, (n+1)1,,1, g, donc v, v = B Ll , et pour tout pe N :
n+

T | 2p
Ve TN

T . . . .
Alors, lim VypaVay = 2 ce qui rend impossible la divergence vers + o de (v,,) oy etde (v,,,) on-

p—+
Ainsl, les suites (v,,) . €t (v,,,,) .y convergent vers £>0 et £'>0 respectivement.

+1 1 .
" <L <1, donc pour tout pe N
n+2 I

n

D’apres la question 8, on a pour tout ne N,

2p+1 2p+1<V2,,+1< 2p+1
2p+2\ 2p Va, \ 2p .

Comme lim 2ptl 12p+l = lim 2ptl =1, le théoréme de gendarmes permet de conclure que :
p=+= 2p+2Y\ 2p p=+=\l 2p

v A
. 2 p+l
lim 2 =—=1 = /('=/.
P+ v2p

Ainsi, (v,,) oy €t (v,,,,) o convergent vers la méme limite £>0.

. . T | 2p
Enfin, en revenanta v, v, =—

2\ 2p+1

et en passant a la limite, on obtient 0? =g ,donc /= \/% (car £>0).

p—+oo p—>+o n—+o

. . (L . . T .
Finalement, lim v, = lim v, , = > ce qui permet de conclure que lim v, = 5 et ainsi :

. T
La suite (In\/Z)nGN CONVErge Vers \/; .
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Partie B : La formule de Stirling

1) Pour tout ne N* :

n+l
uH—un:Zlnk—(n+l+%jln(n+l)+n+l {Zlnk ( jlmm}

n+l

_ka ka (n+1+%jln(n+1)+(n+%jlnn+n+l—n

:ln(n+1)—(n+l+%jln(n+l)+(

:1_( ;j(ln(n+1) Inn)= (m%)ln(nﬂj (%)m(l%)

Ainsi, pour tout ne N :

jlnn+1

l\.)lr—‘

un+l_un :1_f(n)

2) La fonction f est deux fois dérivable sur [I,+o[ en tant que produit de telles fonctions et pour tout
xe[l,+oo] :

1
)
f'(X)=1n(1+lj+(x+lj X :ln(1+lj—(x+lj 21
X 2 1+1 X 2)x +x
X
2
xX+x x+x 2)(x"+x)° 2(x"+x) x+x 2(x"+x)

Sur [I,+oo[, f" est strictement positive, f' est strictement croissante. Or, lim f'(x) =0, donc sur [l,+oo[,
X —>+oo

f ' est strictement négative et ainsi :

fest strictement décroissante sur [1,+oo[ .

3) Ona f(x)=(x+ljln(l+lj=xln(1+lj+lln(l+lj et:
2 X x) 2 X

lim lln(1+lj=0

T im (0 =1
1m X)=

lim xln(1+1j = lim le ot

X—+oo X h_l h

Comme f est strictement décroissante sur [1,+oo[ et lim f(x)=1,ona f(x)>1 sur [1,+oo][.
X +oo

Ainsi, pour tout ne N', f(n)>1,donc u,, —u, =1- f(n)<0 et:

u est strictement décroissante.
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4) Si u est positive, elle est minorée par 0. Comme elle est décroissante
converge vers une limite /.

La suite (u,)

5) Pourtout ne N ,ona v, =¢“ et comme la fonction exponentielle est continue sur R, donc en /

La suite (v, )+ converge vers une limite L=e".

6) Pour tout ne N*, v >0 et:

Inv, =u, =Zlnk—(n+%jlnn+n:ln(nk
k=1

k=1

Donc, v = nte” =n! ! (ejn soit :
) - - T — | 9 .
" n'dn Nnl\n

e [2]

2p)!
D’apres I’exercice précédent, on a ,,lir?w 1,,\2p E avec I, = nzz(Ti)!)z.

N . 2 n "
Or, d’apres la question précédente n!= vn\/; (—] avec v - L=e >0, donc
e

2
VZp@(p

e

r

n_2p)!
L2 =S PP Al 2 52
22p|:vp\/;(ej:| 2 Vpp

Y 1 ) v
Et ainsi, — — ,|— , soit, avec L’; #0 pour tout pe N

P
’ 2
v, 21 v,
2
y
L —>2n
vy,
v? I’
Comme v. > L>0,0ona 4 —>—=L etdonc L=+/2%
v, L
P
. n! .
Finalement, comme v, = —, on obtient :
n
N
e

V”@(zepjzpzﬁ—_ﬁ (

; J 1nn"2+n—1n(nv) In (n" f)+1n(e)—1n(

=



