Exemple de séries entiere et équations différentielles

Equation :
(E): xy"—(+x)y'—y=0.
Soit fune éventuelle solution développable en série entiere sur |—r,r[ (avec r>0).

festdeclasse C” sur |—r,r[ avec:

f(x)= z a,x"
f'(x)= Z:nanx”_1 = z (n+1a,, x"

xf'(x)= z na, x"

n=0

xf"(x)=x z n(n—a,x""> = z (n+Dna, x"

n>2 n=0

On a pour tout xe]—r,r[ :

xfr)=A+x) ()= f(x0)=0
& Z (n+Dna, x" - Z (n+Da,, x"— Z na,x" — Z ax"=0

n20 n20 n20 n=0

& Y[’ -Da,, —(n+Da, |x" =0

n20

= Z:(n+1)[(n—1)an+1 —a,]x" =0

n=0

Par unicité du DSE, on obtient pour tout ne N :

(n+)[(n-Da,, —-a,]=0 & (n-Da,, =a, (*).

Ceci donne a, =0 (en prenant n=1) et a,=—a, =0 (en prenant n=0) et pour tout n =2 :

1

Ay =4,

On prouve par récurrence que si a, =0, alors a, =0 pour tout ne N et si a, #0, alors a, #0 pour tout n>2.

Dans ce dernier cas, on peut écrire pour tout n >3 :

Soit pour tout n =2 :

Donc :




Equation :
(E): 20+x)’y"+(1+x)y'—y=0.
Soit fune éventuelle solution développable en série entiere sur |—r,r[ (avec r >0).

festdeclasse C” sur |—r,r[ avec:

f(x)= z a,x"
f'(x)= Znanx”_1 = Z (n+Da,, x"
f"(x)= _z n(n— l)ana;’"2 = Z (n+2)(n+Da,,,x"

On a pour tout xe]—r,r[ :

20+ %)° f ')+ A+ f ()= f(x) =0

& 2f"(xX)+4xf () + 227 F () + )+ xf'(x)- f(x)=0
& 2> (n+)(n+a,,x" +4xy (n+Dna, x"" +2x>D n(n—-1a,x"">
n>0 nx1 n=2
+ z (n+Da,, x"+ xz na,x"" — Z a,x"=0
n>0 nx1 n=>0
& D 2n+2)(n+Da,,x"+ Y 4n+Dna,,x"+) 2n(n—1a,x"
n=0 nx1 n=2
+ z (n+Da,, x"+ z na x" — z ax"=0
n=0 nx1 n=0
e D 2n+2)(n+Da,,x"+ Y 4n+Dna,,x"+) 2n(n—1a,x"
n=0 n=0 n=0
+ z (n+Da,, x"+ Z na, x" — z ax"=0
n0 n20 n0

& Y [20+2)(n+Da,,, +4n+1na

n0

S z [Z(n +2)(n+Da,,, +(n+1)(@n+1)a

n0

w+2n(n=1a, +(n+a,,, +na,—a,]x" =0

+Q2n+1)(n-1a,]x" =0

n+l

Par unicité du DSE, on obtient pour tout ne N :

2(n+2)(n+Da, ., +(n+1)(4n+1a,,, +2n+1)(n-1)a, =0 (*).

n+2 n+l

C’est une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 mais, malheureusement pas a coefficients constants, donc il
n’y a pas de méthode toute faite (pour vous) : il faut ruser.

1 astuce (assez courante) : on pose u, =nla, et on multiplie la relation de récurrence par n!, ce qui donne :

2u, , +(@4n+Du, , +2n+1)(n—-1u, =0.

2°™ astuce (de I’observation : 4n+1=2n+2n+1...) : récrire la relation ci-dessus sous la forme :

2(u,,, +nu,,, )+ Q2n+1)(u,,, +(n—-u,)=0.

Puis, on pose v, =u,, +(n—1u,, ce qui donne pour tout ne N :

n+l

2 +Qntly, =0 & v =- 2"2” v
_ !
On prouve alors par récurrence que v, = (—1)" 1X3X"';(2n D v, =(=1)" (42nn)'. V, , SOit :
n!

(2n)!

U, + (l’l—l)l/ln = (— l)n m

o (avec L=V, =u, —u,=a,—a,).



3™ astuce (similaire a la premiére) : on réécrit la relation ci-dessus, pour tout n>2 :

D"y D", 20! _an(znj 1

(n—-D!  (=-2)!  4'nln=-D!  \n 4"

Soit avec w, = m , pour tout n>2 :
(n—=2)!

Donc, par télescopage, pour tout n>3 :

n-1 n—1 2k n—1 2k
Wz_wn:Z(Wk_Wk+1):a k( jlza k( ji_la

k=2 = k)4 = k)45 2
_1 n _ n !
Avec w, _ D, _CDn a,=(=1"n(n-1a,,ona w, =2a, =lao—la1 =—loc, donc pour tout n =3 :
(n-2)! (n-2)! 2 2 2

Et la formule reste vraie n =2, donc avec — o = a, —a,, on obtient pour tout n =2 :

-D" n (2K 1
= —a,)——S avec S =) k —.
an (a() al ) n(n _ 1) n—1 n ; [ k 4k

V1+x _nZO

. N . . 1 3
solution du probléme. Les deux premiers termes de cette suite sont a, =1 et a, =— ) (donc a,—a, = > ).

3 . L 1 2n) x" ) 2n) 1 o
L’énoncé dit que x> Z(— 1" o est solution de (E), donc que | (—1)" m doit étre
n n
neN

Or, la suite (an )nGN vérifie une relation de récurrence linéaire double (la relation (*)), donc elle est parfaitement

définie par ses deux premiers termes.

n
Alors, sion pose a,=1 et a, = —% (donc a,—a, =§), on doit avoir a, = (- 1)”( j4_1" pour tout n>2.
n

-1 2n
On vérifie que c’est le cas, c’est-a-dire que pour tout n =2, 3D S, =C=D" L , Soit :
2n(n—-1) n 4"

il (kN1 2 2n) 1
s =Nk —=Znn-1 —.
i kZ‘ (kj4" 3n(n )(nj4"

4
En effet, on a bien S2_1=l=g2(2—1) izetpourtoutn22:
2 3 2)4
2n+2 2 2 2
Zrin| T 2| L 22, G RCED I L2 g L
3 n+l )4 3 n)4" 3 4(n+1) n)4" 3 n )4"
2
:gn (n+1)2(n+1)(2n2+1)_(n_1) n) 1
3 4(n+1) n )4"
2 | 2n+1 2n) 1
=—n -n+l1 —
3 2 n 4"

2n) 1
=n _:Sn_Sn—l
n)4"

Ce qui prouve le résultat en faisant une somme télescopique.



(2)

Autre méthode a partir de la relation u, ,, +(n—Du, =(—1)" oc (avec a0=a, —a,) et avec u, =nla,, on

n+l

peut écrire pour tout ne N :

(n+Da,,, +(n-"Da, =a(-1)" (2'”)' 41n (- 1)( j4i

Avec

Z( 1" ( j4—1nx" sur ]—1,1[, on a pour tout xe |— R, R[ avec R =min(r,]) :

n=0

Z(n+l)an+1x +Z(n Da, x" —OLZ( 1" ( j4_1nx"

n=0 n=0 n=0

o
= (n+Da, x"+x» nax""'=> ax"=
; 1 ; ; Vi+x
(04
& I+ f'(x)-f(x)=
/ / Vi+x

sur |- R, R[.

1 y= o
+x7  A+x)\1+x

Donc fest solution de y'—

. 1 .
Les solutions de y' Tox y =0 sont de la forme x+> k(1+x) et la méthode de variation de la constante donne
+x

. T 2 o
une solution particuliere x — — —1— , donc :
+Xx

2 o

fx)= k(l+x)——\/m.

. 2
Et toujours avec ax=a, —a,,ona f(0)=aqa, =l<—§(a1 —a,), donc :

1
k =§(2a1 +a,).

Et ainsi r =R =1 et pour tout xe |- 1L1[ :

f(x)=a,+ax— aO)Z( 1)( j%x".

———( a1y | A
= a, —a, T

Et, pourtout n =2 :



