
Exemple de séries entière et équations différentielles 
 

Equation : 

( ) : '' (1 ) ' 0E x y x y y− + − = . 

Soit f une éventuelle solution développable en série entière sur ] , [r r−  (avec 0r > ). 
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Par unicité du DSE, on obtient pour tout n ∈ℕ  : 

[ ]1 1( 1) ( 1) 0 ( 1)n n n nn n a a n a a+ ++ − − = ⇔ − =    (*). 
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Equation : 

2( ) : 2(1 ) '' (1 ) ' 0E x y x y y+ + + − = . 

Soit f une éventuelle solution développable en série entière sur ] , [r r−  (avec 0r > ). 
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Par unicité du DSE, on obtient pour tout n ∈ℕ  : 

2 12( 2)( 1) ( 1)(4 1) (2 1)( 1) 0
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n n a n n a n n a+ ++ + + + + + + − =    (*). 

C’est une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 mais, malheureusement pas à coefficients constants, donc il 

n’y a pas de méthode toute faite (pour vous) : il faut ruser. 
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 astuce (assez courante) : on pose !
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( ) ( )2 1 12 (2 1) ( 1) 0n n n nu nu n u n u+ + ++ + + + − = . 

Puis, on pose 1 ( 1)
n n n

v u n u+= + − , ce qui donne pour tout n ∈ℕ  : 

1 1

2 1
2 (2 1) 0

2
n n n n

n
v n v v v+ +

+
+ + = ⇔ = − . 

On prouve alors par récurrence que 0 0

1 3 ... (2 1) (2 )!
( 1) ( 1)

2 4 !

n n

n n n

n n
v v v

n

× × × −
= − = − , soit : 

1

(2 )!
( 1) ( 1)

4 !

n

n n n

n
u n u

n
+ + − = − α     (avec 0 1 0 1 0v u u a aα = = − = − ). 



3
ème

 astuce (similaire à la première) : on réécrit la relation ci-dessus, pour tout 2n ≥  : 
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Et la formule reste vraie 2n = , donc avec 0 1a a− α = − , on obtient pour tout 2n ≥  : 
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L’énoncé dit que 
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solution du problème. Les deux premiers termes de cette suite sont 0 1a =  et 1
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définie par ses deux premiers termes. 

Alors, si on pose 0 1a =  et 1

1

2
a = −  (donc 0 1

3

2
a a− = ), on doit avoir 

2 1
( 1)

4

n

n n

n
a

n

 
= −  

 
 pour tout 2n ≥ . 

On vérifie que c’est le cas, c’est-à-dire que pour tout 2n ≥ , 1

23 ( 1) 1
( 1)

2 ( 1) 4

n
n

n n

n
S

nn n
−

 −
= −  

−  
, soit : 

1

1

1

2 21 2 1
( 1)

4 3 4

n

n k n
k

k n
S k n n

k n

−

−

=

   
= = −   

   
 . 

En effet, on a bien 2 1 2

41 2 1
2(2 1)

22 3 4
S −

 
= = −  

 
 et pour tout 2n ≥  : 

1 2

2

2 2 2 2 22 1 2 1 2 (2 2)(2 1) 1 2 1
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

13 4 3 4 3 4( 1) 4 3 4

22 2( 1)(2 1) 1
( 1) ( 1)

3 4( 1) 4

22 2 1 1
1

3 2 4

2

n n n n

n

n

n n n nn n
n n n n n n n n

n n n nn

nn n
n n n

nn

nn
n n

n

n
n

n

+

+       + +
+ − − = + − −       

+ +       

   + +
= + − −   

+   

 + 
= − +      

 
= 


1

1

4
n nn

S S −= −


 

Ce qui prouve le résultat en faisant une somme télescopique. 



Autre méthode à partir de la relation 1
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