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Résumé du chapitre 10 : Intégration sur un intervalle

Dans tout le chapitre, et sauf mention contraire, I est un intervalle de R et f est une fonction définie sur I et a
valeurs dans K=R ou C.

I - Fonctions continues par morceaux
I-1. Définitions
Rappels :
® Une subdivision d’un segment [a,b] est une famille ¢ =(a,,q,,...,a,) telle que a,=a, a,=b et pour
tout ke [0;n-1], a,<a,,,.
¢ Une subdivision 6=(q,,q,,...,a,) d’un segment [a,b] est régulicre si pour tout k e [[O;n—l]], a,., —a,

ne dépend pas de k et vaut alors — a

. Dans ce cas, on a pour tout k€ [0;n] :
n
b—a
a, =a+k .
n

Définitions :

Une fonction f définie sur un segment [a,b] est dite continue par morceaux (cpm) sur [a,b] s’il existe

une subdivision 6=(q,,q,,...,a,) de [a,b] telle que pour tout ke [[O;n—l]],fest continue sur ]a, ,a,,,[

et admet une limite finie en a,” eten qa,_,. La subdivision G est dite adaptée a f.

Une fonction f est continue par morceaux sur un intervalle / si elle ’est sur tout segment inclus dans 1.

Notation : On note CM(I,K) 1’ensemble des fonctions continues par morceaux sur / et a valeurs dans K.

Propriété :
e CM([a,b],K) est un sous-espace vectoriel de B([a,b],K) (fonctions bornées sur [a,b]), stable par
produit.

e CM(I,K) est un sous-espace vectoriel de K', stable par produit.

I-2. Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment
Définition :
Soit fe CM([a,b],K) et 6= (ay,a,,...,a,) une subdivision de [a,b] adaptée a f.

. b b i ~
L’intégrale de f sur [a,b], notée .[[ b]f ou j f ou j f(t)dt, est E J-[ f, avec:
a, a a k=0

@ty

limf enag,

L

fk x> f(x) surla,,a,l.

limf ena

1

k+1
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Propriétés :

Soient f'et g deux fonctions continues par morceaux sur [a,b].

Linéarité de lintégrale : Pour tout (A,u)e R*, ona J‘[a’b] M +ug) = kj[a,h]f +ul g.

[a,b]

e Positivité : Si fest réelle et positive sur [a,b], alors I[ b]f >0.

e (Croissance de 'intégrale : Si f < g sur [a,b], alors I[a b]f < j[a 08

e [négalité de la valeur absolue ou du module : J-[a . f‘ < j[a b]|f| :
o Inéoalités de 1 : < | 1 lgl.
negatites de ta moyenne U[a,h]fg‘ i?g J I[a,h] 8

Si m est un minorant et M est un majorant de f'sur [a,b] (f a valeurs réelles), alors :

1
< <
m_b_aj‘[a’b]f_M.

® Relation de Chasles : Pour tout ce [a,b], [a,h]f = La’c]f +I[C’b]f.

2
o [négalité de Cauchy-Schwarz : (j[ h]fxg) < (j[ h]fz)x( [ h]gz).

® Changement de variable : Si @ est une bijection de classe C' de I dans J avec [a,b] < J , alors :

o'

o) f (Q(u))du.

¢ (@)

[ o]

II - Intégrales généralisées ou impropres

II-1. Intégrales généralisées sur [a,+ o]

Dans cette partie, a est un réel fixé.
Définitions :

Si fest une application continue par morceaux sur [a,+ oo[ et a valeurs complexes.

+ oo x
L’intégrale .[ f(t)dt converge ou est convergente si la fonction x |—>J- f(t)dt admet une limite finie

+ o0 + o0
lorsque x tend vers + oo. Si tel est le cas, on note I f(®)dt ou I f cette limite.

Dans le cas contraire, on dit que I’intégrale diverge ou est divergente.

Propriété :
+ o0
Si f est continue par morceaux sur [a,+oo[ et a valeurs positives, alors j f(®)dt converge si et

seulement si x > I f(t)dt est majorée.
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Corollaire :

Si fet g sont continues par morceaux sur [a,+ o[ et 0< f < g, alors :

® i rwg(t)dt converge, alors Imf(t)dt aussi ;

°* i rmf(t)dt diverge, J-Mg(t)dt aussi.

II-2. Intégrales généralisées sur un intervalle quelconque

Soient I=|a,b| un intervalle de R avec |=]ou[, ac RU{—o}, be RU{+}, a<b, et f une fonction a

valeurs réelles ou complexes, continue par morceaux sur I.
Définitions :

b
L’intégrale I f(t)dt est dite impropre en a (resp.enb) si a¢ I (resp. be I).

On dit qu’elle converge ou est convergente si, pour tout ce I, les fonctions xHJ- f(t)dt et

V> I ’ f(t)dt admettent une limite finie lorsque x tend vers a et y tend vers b.

Dans ce cas, on note Ibf(t)dt , ou Ihf , Ou encore L f, lalimite de ny(t)dt quand x >a et y > b.

Dans le cas contraire, on dit que I’intégrale diverge ou est divergente.

Notation : Par convention, [ f ]a = hgn f—lim f et on utilise cette notation quand les deux limites existent et

sont finies.

II-3. Intégrales de référence

a. Intégrales de Riemann :

Définition :
. +eo dt 1dt e .
Les intégrales I R et I oy sont appelées intégrales de Riemann.
t t

Propriété :

. 1dt . ) .
L’intégrale I ,Ja » impropre en 0, converge si et seulement si ot <1 et vaut ) dans ce cas.
t -
e s +eodt ) )
L’intégrale I | T impropre en +eo, converge si et seulement si ot >1 et vaut N dans ce cas.
t o —

b. Autres intégrales de référence :

Propriété :

. o . . +oo 1
Pour ae R, 'intégrale j e *dr converge si et seulement si o> 0 et dans ce cas, I , € Yt =—.

+
0 o
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Propriété :

Pour tout réel a >0, I'intégrale J-; Intdt converge et vaut .[ Oa Intdt=alna-a.

II-4. Propriétés des intégrales généralisées

a. Propriétés usuelles :
Propriétés :

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur / =| a,b| (comme défini plus haut) telles que les

b b
intégrales j f(t)dt et j g(t)dt convergent.
., . s > s 2 b b b b
e Linéarité de l’intégrale : Pour tout (A,1)e K-, I (Af +u1g) converge et j A +ug)= kj f +;.LI g.
b
e Positivité : Si fest réelle et positive sur /, alors j f=20.
De plus, si f est continue sur I, alors L f =0 si et seulement si fest nulle sur /.
. b b
e (Croissance de l’intégrale : Si f < g sur I, alors .[ f SJ- g.

® Relation de Chasles : Pour tout ce I, jbf:_[cf+jbf.

b. Changement de variable :

Propriété :
Soit f:1 — C, continue par morceaux sur / et @ une bijection strictement monotone de classe C' d’un
intervalle J =| OL,B| dans I.
- B , . . (b
L’intégrale j f ((p(u))(p (u)du converge si et seulement si I f(t)dt est converge et, dans ce cas, les
o a

deux intégrales sont égales.

c. Intéeration par parties :

Soient fet g deux fonctions de classe C' sur I.

Si [ f (t)g(t)]z converge, alors les intégrales I ’ f(@)g'(t)dt et jb f'(t)g(t)dt sont de méme nature et en cas de

convergence, on a -

[ rogmd=[rosm] [ rwswar.
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I1I - Intégrales absolument convergentes et fonctions intégrables
II1-1. Généralités
Définitions :

Soit fune fonction continue par morceaux sur / = | a,b | .

b b
On dit que I’intégrale I f(t)dt est absolument convergente si I’intégrale j | f (t)|dt converge.

Dans ce cas, on dit que la fonction f est intégrable sur /.

b b
On dit que I’intégrale I f(t)dt est semi-convergente si elle converge sans que I | f (t)| dt converge.

II1-2. Propriétés de comparaison

Lemme :

Soient f'et g deux fonctions continues par morceaux et positives sur / =| a,b| tellesque f<g.

Y b ) b b
Si j g(t)dt converge, alors j f(t)dt aussi et I f(t)dtsj g(t)dt .

Théoreme :
Soit fune fonction continue par morceaux sur / = | a,b | .

b
Si I’intégrale j f(t)dt est absolument convergente, alors elle est convergente et dans ce cas, on a :

U:f(t)dt‘ <[lr@lar.

Propriétés :
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a,b[ avec be R ou b=+ oo

b b
, alors si g est intégrable sur [a,b[, f1’est aussi avec I |f| SI |g| et si fn’est pas intégrable

e Si|f|<|s
sur [a,b[, g ne ’est pas non plus.

e Si f= ?(g) ou f = g(g), on a les mémes résultats que ci-dessus.

e Sif ~8, alors f'est intégrable sur [a,b[ si et seulement si g I’est.

Corollaire :

Si a et b sont finis et f est continue par morceaux sur [ =[a,b[ (resp. I =]a,b], resp. I =]a,b[) et admet

b
une limite finie en b (resp. en a, resp. en a et b), alors j f(@®)dt converge.

Propriété : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur / =| a,b| (comme défini plus haut) telles que les

o b b o b
intégrales J-a [ et J-a g~ convergent. Alors J-a fg converge et :

() (1)
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I11-3. Espace L'(I,K) des fonctions intégrables

Notation : On note L' (I ,K) I’ensemble des fonctions définies sur /, a valeurs dans K, continues par morceaux

et intégrables sur /.

Propriétés :
Muni des lois usuelles, L' (I , K) est un K- espace vectoriel.

L’application f Hjb|f| est une norme sur L' (1,K)NC°(1,K).



