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Résumé du chapitre 13 : Variables aléatoires discretes

Dans tout le chapitre, Q est un ensemble muni d’une tribu A .

I - Variables aléatoires discretes
I-1. Généralités
Définition :

Une variable aléatoire discréte X sur (€, A) est une application définie sur Q, dont 'image X (Q) est au

plus dénombrable et telle que I’image réciproque de tout singleton {x} € X (Q) par X appartienta A .

Lorsque X (L) c R, on parle de variable aléatoire réelle (var).

Propriété :
Soit X une variable aléatoire discrete sur (Q,.A).

Pour tout U < X(Q), X ~'(U) est un événement, c’est-a-dire X ~'(U)e A.

Notations :
e L’ évenement X '(U) estnoté (XeU) ou{XeU}.
e Lorsque X(Q)c R, pour un réel x quelconque, on peut noter (X > x) (et analogues avec <, <, >), pour

désigner I’événement X ~' ({z e, 7> x}) =X ([x,+ oo [) (et analogues).

Corollaire :

Soit X une variable aléatoire discréte sur (Q,ﬂl). Si f est une fonction définie sur X (), alors

f(X)=foX estune variable aléatoire discrete sur (Q, A).

I-2. Loi d’une variable aléatoire discréete

Dans toute la suite, on se place dans un espace probabilisé (Q, A, P) et X est une variable aléatoire discrete.
Propriété et définition :

L application P, :.7 (X (Q)) —[0;1];A+> P(X € A) est une loi de probabilité sur (X (Q),.7 (X (Q))),
appelée loi de la variable aléatoire X.

Propriété :
‘ La probabilité P, est parfaitement déterminée par la donnée des P(X =x) quand x décrit X ().

Propriété :
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur Q telles que X ~Y .

Pour toute fonction f définie sur X(Q)=Y(Q),ona f(X)~ f(Y).
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IT - Couple de variables aléatoires discretes

Dans cette partie, X et Y sont deux variables aléatoires discretes.

Le couple (X,Y) estune variable aléatoire sur £ et on note :
e pourtout (x,y)e X(Q)XY(Q) :

P(X=xY=y)=P((X=x)n¥ =y)).
e pour tout (A,B)e .7 (X (Q))x.7(Y(Q)) :

P(Xe AYeB)=P((Xe A)n(Ye€ B)).

I1-1. Loi conjointe et lois marginales

Définitions :
L’application de X (Q)xY(Q) dans [0;1], qui, & tout (x,y) de X(Q)XY(Q), associe P(X =x,Y =y)
est appelée loi conjointe du couple (X,Y).

Les lois marginales de (X ,Y) sont les lois de X et de Y.

Propriété :
Pour tout (A,B)e .7 (X (Q))x.Z(Y(Q)),ona:

P(XeAYeB)= > P(X=aY=b).

(a,b)e AXB

Corollaire :

Soient A et A" sont deux parties disjointes de X (2) et BcY(Q).Ona:

P(Xe AUAYe B)=P(Xe AYeB)+P(XeA,YeB).

II-2. Indépendance

a. Loi conditionnelle :
Définition :
Soit ye Y(Q) tel que P(Y =y)#0. L’application :

P

(r=y)

tX(Q)—=[0:1] 5 x> By (X =x)

est appelée loi conditionnelle de X sachant (Y = y).

b. Indépendance d’un couple de variables aléatoires :
Définition :
Les variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si, pour toutes parties A< X(Q) et BCY(Q),

ona:
P(XeAYeB)=P(Xe AAXP(YeB).

Autrement dit, les évenements (X € A) et (Y € B) sont indépendants.

Onnote X1 Y.
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Propriété :
Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si, pour tout (x,y)e X(Q)xY(Q) :

P X=xY=y)=P(X =x)XPY =Yy).

Propriété :
Si X et Y sont indépendantes, alors pour toutes fonctions f et g, définies respectivement sur X (£2) et
Y(Q), f(X) et g(Y) sont des variables aléatoires indépendantes.

c. Mutuelle indépendance :
Définitions :
Soit X, ..., X, des variables aléatoires sur Q. On dit que X,,..., X

sont indépendantes ou mutuellement

n

indépendantes si pour tout (x,,...,x,)€ X, (Q2)X...x X (), les événements (X, =x,), ..., (X, =x,) sont
mutuellement indépendants.

Si (X,),.y est une suite de variables aléatoires sur €2, les variables aléatoires X, sont mutuellement

indépendantes si pour toute partie finie A N, la famille finie (X,),, est une famille de variables

neA

aléatoires mutuellement indépendantes.

Des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) sont des variables aléatoires
qui suivent toutes la méme loi de probabilité et sont indépendantes.

Propriété :
Si X, .. X,
(A,...A) e 7 (X (Q))X..X.7(X,(Q)), les événements (X, € A) sont mutuellement indépendants.

sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes, alors, quel que soit

d. Lemme des coalitions :

Propriété : Lemme des coalitions

Si X,,..., X, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes et f et g sont des applications
définies respectivement sur X, (Q)X..xX, (Q) et X
f(X,,...X,) et g(X

(Q)x..x X, (L), alors les variables aléatoires

m+1

wa10--» X, ) sont indépendantes.
III - Lois usuelles
III-1. Lois usuelles avec X(Q) fini

a. Loi uniforme :

Si X est une variable aléatoire sur €, la loi P, peut étre uniforme quand X (€2) est fini : toutes les valeurs de

X (Q) ont la méme probabilité, égale a % avec p=Card(X(Q)).

b. Loi de Bernoulli :

Définitions :
Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire n’ayant que deux issues possibles (notées en
général succes et échec).

Une variable aléatoire de Bernoulli est une variable aléatoire X telle que X (Q)={0,1}.
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Une loi de Bernoulli est la loi de probabilité associée a une épreuve de Bernoulli ou a variable aléatoire de
Bernoulli.

Si pe[0;1] est la probabilité de « succes » ou de (X =1), p est appelé parametre de la loi, qui est alors
notée . % (p) . Pour une variable aléatoire de Bernoulli, X, on note X © % (p) ou X ~ . Z(p).

c. Loi binomiale :

Définitions :

Un schéma de Bernoulli est une expérience aléatoire consistant a répéter une épreuve de Bernoulli
plusieurs fois de suite et de maniere indépendante.

Une loi binomiale est la loi suivie par la variable aléatoire donnant le nombre de succes a 1’issue d’un
schéma de Bernoulli. Si I’épreuve de Bernoulli est répétée n fois et p est le parametre associé a I’épreuve,
la loi binomiale est notée .% (n, p) et n et p sont les parametres de cette loi.

Onnote: X © % (n,p) oubien X ~ % (n,p).

Propriété :

Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale .% (n, p). On a pour tout k € [[O,n]] :

P(X =k) =(ij"<1— Py

Propriété :
Si X,,..., X, sont n variables aléatoires de Bernoulli mutuellement indépendantes et toutes de méme

parametre p, alors X, +...+ X, suit la loi binomiale . % (n, p).

I11-2. Loi géométrique

Définition :

Si on répete indéfiniment et de maniere indépendante une épreuve de Bernoulli de parametre p, alors le
rang d’apparition du premier succes suit une loi géométrique de parametre p.

Onnote: X © <(p) ou X ~<(p).

Propriété :
Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre pe 10,1[.
Ona X(Q)=N",etpourtout ke N :

P(X =k)=(1-p)"'p.

Propriété :
. . , . . . , PR < *
Si une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parametre p, alors pour tout ne N ,ona:

P(X >n)=(1-p)".
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III-3. Loi de Poisson

Définition :

Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre A , avec A€ Ri, si X(Q)=N, et pour tout
neN :

n

P(X =n)=e‘””—.
n!

Onnote: X © Z(A) ou X ~.7(MN).

IV - Série génératrice
IV-1. Fonction génératrice d’une variable aléatoire a valeurs dans N
Définition :

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N .

La fonction ou série génératrice de X est la série entiere :

G, (1) =§P(X =n)t".

Propriétés :
Le rayon de convergence d’une série génératrice G, est au moins égal a 1 et G, est continue sur [— 1,1]

et de classe C” sur ]—1,1[ (au moins).

La loi d’une variable aléatoire a valeurs dans N est enticrement caractérisée par sa fonction génératrice.

Propriété :
Si X, et X, sont deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N .
Quand les séries convergent, on a :
Gx,+x2 = GX, Gx2 .
Le résultat se généralise a n variables aléatoires X ,..., X, mutuellement indépendantes :

G

X 44X, GX, GX,, .

IV-2. Série génératrice des lois usuelles

Propriété :

Soit X une variable aléatoire a valeurs entieres.

® Si X (€) estfini de cardinal N et X suit une loi uniforme, alors G, (¢) = N Z t" sur R.

neX (Q)

Si X Z(p), G, (t)=pt+1—p sur R.

Si X H(n,p), Gy(t)=(pt+1-p)".

1 1
Si X9 Z(p), G —__pr - .
1 (p), Gy () sy sur} - l—p{

Si X . Z(\), Gy(t)="" sur R.




