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TD du chapitre 18 : Applications géométriques des fonctions vectorielles

Exercice 1

2 .
. , L x(t)=cos” ¢t +In(sin¢
Etudier et représenter la courbe paramétrée par ® ) (sin?) .
y(t) =sintcost

Exercice 2

Soient #” un cercle de centre Oet de rayon a >0 et A un point de ce cercle. Déterminer, puis étudier le lieu de
I’orthocentre H du triangle OAM lorsque M décrit & . La courbe obtenue est appelée une strophoide droite.

Exercice 3

Déterminer un paramétrage de la courbe plane C d’équation (x> + y*)’ =(x* —y?)* et en déterminer les points
singuliers (s’il y en a).

Exercice 4

2 2

Soit Z la courbe plane d’équation x—2+% =1l,avec a>0,b>0eta>>b.
a

Trouver les normales a Z les plus éloignées de O, I’origine du repere (et centre de symétrie de £).

Exercice 5

Soit f:(x,y,2) > x> +y>.
1) Tracer I'intersection de X = f ' ({1}) et du plan P d’équation z=0. Dessiner 'allure de X .
2) Soit M, un point de X de coordonnées (x,,y,, z,) . Donner une équation du plan tangenta X en M.
3) Soit ge C'(R*,R) telle que la restriction de g 2 ¥ admet un extremum local en M.

Soient G,:R > R; t+> g(cos(t+9),sin(t+¢),z,) et G,:R—>R; 1> g(x,, 5,2 +1) avec pe R et
(x5, ¥,) = (cos @,sin @).
a. Montrer que G, et G, sont dérivables en 0, et calculer leurs dérivées.

b. Montrer que Vg(M,) est colinéaire a Vf(M,).

Exercice 6

On définit X par I’équation xyz=1.

1) Montrer que X est une surface réguliere.
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2) Etudier I'intersection de X avec les plans d’équations respectives x=x,, y=1y, et z=z,. En déduire
I’allure de X.

3) Montrer que pour tout plan tangent a X, le tétracdre formé par ce plan et les trois plans engendrés par les
vecteurs de base a un volume constant (indépendant du plan tangent).

1 .
© Le volume d’un tétraédre ABCD est donné par V., = s det(AB,AC,AD)|.

Exercice 7

Soit S la surface d’équation cartésienne x° +y> +z> —2xyz =1.

1) Quelle est I’intersection de S avec le plan (xOy) ?
2) Quels sont les points singuliers de S ?
3) Quelles sont les droites tracées sur S ?

4) Montrer que la partie de S limitée au cube [—1,1]° admet le paramétrage suivant :

(u,v) > (cosu, cosv, cos (u+v)).

Exercice 8

Fenétre de Viviani : Soit un réel a >0 et C la courbe paramétrée par :

x=asin (2t)
y=a(l—cos(2r))
z=2acost

Montrer que C est tracée sur une sphere, un cylindre parabolique et un cylindre de révolution, que 1’on
précisera.

Exercice 9

2
Soient les surfaces : S, : y*(x*+z°)—x"—3z"=0 et S, :—x2+y7+z2=1.

Montrer, qu’en chacun de leurs points communs, les plans tangents a S, et S, sont perpendiculaires.

Exercice 10

1) Soit f:(x,y,2) (x+y+z+1)(l+l+l+lj. Apres avoir justifié qu’elle est de classe C? sur (R')’,
Xy z

calculer la matrice hessienne de fen (x,y,z)€ (R*+ )’ , puis rechercher les extrema de f sur (Rif .

2) Mémes questions pour f :(x,y) > (x+ y)[l+lj sur (R)*.
Xy

Exercice 11

Soit f:(x,y) > (x> —y)(3x* —y). Montrer que la restriction de f a toutes les droites passant par (0,0) admet
un extremum local strict en (0,0) mais que fn'a pas d’extremum local en (0,0).
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IT'S UNBELIEVABLE How I CAN'T REMEMBER I DON'T KNOW IN THAT CASE,

MUCH HOMEWORK I THE LAST TIME I WHAT ALL MY  SWEETIE, IT'S ALL IN

HAVE To Do TONIGHT / HAD THIS MANY TEACHERS WERE WHY DoN'T I THoueMT How You
\ THINGS DUE! THlN‘KlN('J.’ 1 Do THE You HAD SAY IT.

Exercice 12

Soit & la courbe plane paramétrée par f :1+> (x(7), y(t)) =(acost, bsint) ol a et b sont deux réels tels que

a>b>1 (le plan étant rapporté  un repére orthonormé (0,7, j)).

[ 2 2 T
On note e = Na b et L la longueur de & , donnée par L =4 .[02 JX'(@) +y'(e)dt.
a

La courbe & est une ellipse et la réel e est son excentricité.

1) Montrer que Tt(a+b) < L<T+[2(a® +b%).
2
+ oo 1 2n en
2) Prouver que L=2ma|1- .
) a { ;2;1—1{(;1)22"”

3) Déterminer I’aire de la surface délimitée par & .

Exercice 13 (Centrale)

Soit f:R* = R la fonction définie par :

iy>0
Fl,y)=1+x" oY

0 sinon
On appelle S la surface de R* d’équation z= f(x,y).
1) La fonction fest-elle continue sur R*> ? de classe C' ? Déterminer ses lignes de niveau.

2) Soit ae R . On considere la droite D, , de pente a et passant par le point A(l,1) et C la courbe tracée sur S

dont la projection orthogonale sur le plan d’équation z=0 est D, .

Soit M un point de C. Déterminer la tangente a C en M.

Exercice 14 (Centrale)

1) Soient fet g deux fonctions de C'(R*,R) et m=max(f,g).On note :
E={(x,»eR’ f(xy)=g(x )}
F={(.yeR? f(x,y)>g(x,}
G={(x, e R’ f(x,y)< g(x, )}
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On suppose qu’il existe un point de R* en lequel m réalise un minimum local.
1) Quediresi ac FUG ?
2) On suppose que d e E . Montrer que la famille ((Vf)(a),(Vg)(a)) est liée.
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