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Corrigé du DM n° 1

1) a. Onaa,= o (b,),donc |an|: o (b).

Comme (b,),_, est positive et an converge, la série Z|an| converge et ainsi :

Zan converge absolument.

De plus, pour tout réel € >0, il existe N € N tel que pour tout entier n = N :
|an| <eb,.

On a donc, pour tout entier n = N :

+oo +oo
D lal<ed b, .

k=n+1 k=n+1
+o00 +oo
Or, par inégalité triangulaire, on a z a,| < z |ak , donc pour tout entier n > N :
k=n+1 k=n+1
+ 00 +oo
R.(a)|=|> a|<e D b =tR,(b).
k=n+1 k=n+1
Ceci prouve que :
R (a)= o (Rn(b))
n—+oo
b. Onsuppose que a, ~ b, .
n—+oo
Comme (b,),_, est positive, (a,),_ est positive a partir d’un certain rang et |an| =a, ~ b,.

n—+o

Alors, comme an converge, la série Z|an| converge et ainsi :

Zan converge absolument.

La relation a, ~ b, se récrit a,—b,= o (b,). On peut donc utiliser le résultat de la question
n—+oo n—>+oo

précédente :
R (a-b)= o (R,D)).

—+oo

+oo

Or, pour tout ne N, R (a—b)= > (a,—b)= D a,— D, b =R,(a)—R,(b),donc:

k=n+1 k=n+1 k=n+1
R(@)-R,(b)= o (R,®).

Soit :

R,(a) ~ R,(b)

>+
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2) a. Comme les séries sont positives, si a, = o (b,) et Zan diverge, alors :

n—>+oo

Z b, diverge.

Les suites étant positives, on a de plus :

lim S, (a)= lim S, (b)=+oo.

n—>+oo
Comme ci-dessus, pour tout réel €>0, il existe N € N tel que pour tout entier n=> N :
0<a, <eb,.

On a donc, pour tout entier n > N +1 :

0< > a,<e) b <ed b o 0<5,(a)-S,(a)<e[S,(b)-S,b)]|<eS, D).
k=N+1 k=N+1 k=0
Ceci donne 0< S, (a)<eS§ (b)+S,(a) etavec S (b)>0 (la suite (b,),_ st strictement positive), on peut
écrire :
0< 5,() <e+ Sw(@) .
S, (b) S, (b)

.S ) ) )
Or, lim SN—((Z)) =0 (car S, (a) est une constante et lim §, (b)=+0), donc il existe N'e N tel que pour
) . Sy(a) .. ) \
tout entier n > N', 0 <———=<¢€ et ainsi, pour tout entier n = max (N +1,N ), ona:
0< 5,(@) <2e.
S, (D)
Ceci prouve que lim 5,(@) =0 et donc que :
n—+oo Sn (b
S (a)= n_>0+m(S" (b))
b. Comme les séries sont positives, si a, ~ b, les séries sont de méme nature, donc si Zan diverge :
an diverge.
De plus,si a, ~ b,onaa,—-b,= o (b),donc |a,—-b|= o (b,).

La série Z|an —bn| est a termes positifs, donc :

® soit elle converge et dans ce cas, Z|ak —bk| = o (S,()) car lim S, (b)=+oo ;

k=0 e

e soit elle diverge et dans ce cas, on montre comme plus haut que Y |a, —b,|= o (S,(b)).
k=0 nore
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Or, pour tout ne N :

‘z o)|< Sla -

Donc, Z|ak -b |— o (S,(b)) entraine S, (a)—S,(b)= o (S,(b)) etainsi :

S(@ ~ 8,0)

1
nn+1)...(n+p-1)

3) Soit un entier p > 2. Posons, pour tout ne N, u

n =

1 L. . 1 . .
Ona — ~ u, etcomme p =2, lasérie de Riemann Z—p converge. Alors, d’apres la question 1, Zun
n

nf n—o+e

converge et :

+oo

ZM

k= n+1k n_H—mk =n+l

Or, pour tout ne N*:
1 3 1 _ (n+p-1)—n

D1+ p—2) A Dnt p-Datp—D) i Dt p—ntpp) L

Donc, on a par télescopage :

= e ! !
,;1”" _k;H p—l(k(k+1)...(k+p—2) - (k+1)...(k+p—2)(k+p—1)j

1 & | 1
B p—lk_n+1(k(k+1)...(k+p—2)_(k+1)...(k+p—2)(k+p—1)J
1 1
Cp=l1(m+D..(n+p-1)

1 1 ) — 1 1 !
Et comme D D ~ - on obtient Z u, -~ —1 = et finalement :
n+l)..(n+p-1) n>+=n ket "ot p—ln
-— 1 1 1

P N o p-1
k:n+1k ot p_ln

. Alors, pour tout ne N*, on a:
— np_l

< 1 1 1 < 1 1 1 1 1 1 1
u” _u"+1 = z F_ p—1 - z _p+ p—1 = p - p-1 - p—1
< p—1ln ek p—=1(n+1) (n+1)" p—-1{n (n+1)
- ~(p-1)
SN\ R R
n’ n p—1n’ n

i g (Ul e e () e (1)
n’ n no+elp p—1n’ n 2 nt noelp 2’ n-+=\ pf
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1

nP

- 1
Ainsi, u,-u,,, -~ ya ;
n—+e D pbt

. Comme p>2, la série Y converge, donc la série Y (u,—u,,,)

+1
converge aussi et d’apres la question 1 :

+ o0 +oo 1
Z(”k _uk+l)n:+m2(_§kp+lj'

k=n k=n

=1 1 1 hia .
Comme u_ = — 0,ona Z(u —u,,,)=u, etainsi:
n kp 1 p—1 n—+oo k k+1 n
k=n+1 p_ n k=n

- 1
)

T
"hote D —~ kPt

R . (o <« 1 1
D’apres la question précédente, on a z — ~ — ~
fen kl n—+o p(n_l)p n—+o pnp

et ainsi :

| I 1 1

u, = ———

—1 ~ - *
tOSnkT p=1n" e 2n?

Ceci permet d’écrire :

5) Commengons par prouver que la suite (H, —Inn) converge. On a :

«
neN

(H,,~In(n+1))-(H, —lnn)+2i=Hn+1 ~H —In(n+1)+Inn
n

1 n+l) 1 1 1
= —In =— 1—111 1+—
n+l n nyt n

1 1 1 1 1 1 1 1
=— 1——+ o0 — - ———2+ o0 — :——2+ o0 —
n n no+e\p n o 2n° n-o+=\p 2n° no+e\p

Comme la série ziz converge, la série Z‘[(Hn+1 —In(n+1))-(H,—In n):| converge aussi et, ainsi, la
n

suite (H, —Inn) . converge. On appelle v sa limite.

*
neN

. ) . a b ¢ 1
Supposons qu’il existe trois réels a, bet c tels que H, =Inn+y+—+—+—+ o |—|.
n no on nore\n

Posons alors pour tout ne N :

u, =Hn—y—lnn—£—£2.
n o n

Remarquons que quels que soientaetb,ona uy, —— 0.
n—>+oo

Pour obtenir un équivalent de u, en —, on voudrait obtenir un équivalent de u,,, —u, en —.
n

n
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On a pour tout ne N* :

-2
=1_—a+2+%{1—(1+lj }—ln(Hlj
n+l n n n
a l—a 1 1 1 1
=—+—|l-——+—5-—=+ o |
n n n n- on note\n
S N
n 2n® 3n’ 4n* no+=\nt

2a—1 2-3a+6b 3—4a+12b 1
7t 3 - 4 t o\
2n 3n 4n n—>+eo

Pour obtenir un équivalent de u,,, —u, en i4 , il faut :
_1
2a-1=0 =5
&
2-3a+6b=0 1
On a alors :

_ 1
Uy —U,= 0 | —|.
n—+e\ n

La série de Riemann 2—4 est strictement positive et converge, donc, d’apres la question 1 :
n
+ oo e 1
U, —U)= o0 — |
2 ~u)= 0 |\ D

+ o0
1 ) )
Comme ZF ~ (question 3), on obtient, avec u, ————>0:
P n

>+ 3p

n—+e| p°

~— 1
z(uk+1_”k):_”n: 0 (_sj
k=n

Ainsi, unan—y—lnn—L+ L _ 0 (ij et donc :

2 3
2n 12n~ n-+=\n

1 1 1
H =Inn+y+—- + o |—
! Y 2n 12n° n—>+°°(n3)




