PSI* septembre 2025

Corrigé du DS de Mathématiques n° 1

Probleme |

I — Résultats préliminaires
Q1. Posons:
E=(e,.ne,) F=(fires ), G=(815» 8,)>

Mf,f(f) = (a,',j )lSi,an > Mf,g(g) = (b[,j )lSi,an > Mf,g(g of)= (Ci,j )lSi,an

Ona M, (8)My z(f)= (}Z bl.’kak’jj et pour tout je€ |I1,n]] :
=1

I<i, j<n

(gof)(ej):ici,jgi = g(f(ej)): g(zn:ak,jfkazn:ak,jg(fk)
= iak,j (ibi'kgij = iiak“jbi,kgi = iibi,kak,jgi = i(ibi,kak,jjgi

n
Par unicité de coordonnées dans la base G, on obtient ¢, ; = Zbi,kak, ; pour tous i, j€ [Ln],
k=1

ce qui prouve que I’on a bien :

Mf,g(gof):Mf,g(g)Mf,f(f)

Q2. D’apres la question précédente, on peut écrire :
Mj:,g(f) = Mj:,g(id o f) :Mf,g(id)Mf,f(f)
=My c(d)M yp(f cid) =My ;(d)M;  (fIM 5 ;(id)

En posant P =M .(id) et Q=M ; ,(id),onabien P,Q€ GL, (R) car id est bijective et :

Mf,g(f):PMf(f)Q

II - Etude de deux endomorphismes de M (R)
Q3. Le produit matriciel étant une application bilinéaire de (M, (]R))2 dans M, (R), I’application
®, , estbien définie sur M, (R), a images dans M, (R) et linéaire.

De plus, la transposition étant linéaire, tTe .E(.?Vln (]R)) .Or, ¥ Po = () po°T est la composée de
deux endomorphismes de M, (R), donc est un endomorphisme de M (R).

Finalement :

®,, et ¥, , sont bien des endomorphismes de M, (R).
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Q4.

Qs.

Soit Ne M, (R).Ona:
®,,(M)=PMQ=N <& P (PMQ)Q'=P'NQ™' < M=P'NQO".

M,(R) = M, (R)

Ceci prouve que P, , est bjective, de réciproque P : .
p q P.O ] proq P.O { N — P'NO

La transposition étant involutive (ToT=1id ), elle est bijective. Alors, ¥ PO =o poo°T estla

composée de deux bijections, donc est bijective, de réciproque T o P}, =To D},

Ainsi :
®,, et ¥, , sont bien des automorphismes de M, (R).
Etona:
q);’,lQ =, 0!
[ MEB) = M, ([R)
B :{ M (P_IMQ_I)T =P H'MTQH =Py 'MT(Q")! =% ) gry

Comme P et Q sont inversibles, pour toute M € M, (R),ona:
rg (CIDP,Q(M)) =rg (PMQ) =rg (PM ) =rg(M)
rg(‘I‘P’Q(M)) = rg(PMTQ) =rg (PMT) =rg (M") = rg (M)

Ainsi :

®,, et ¥, , conservent le rang.

Pour toute M € M (R),ona:
det®, ,(M)=det(PMQ)=(det P)x(det M )x(det Q) = (det P)x(det Q)x(det M )
detW, ,(M)=det(PM'Q)=(det P)x(det M )x(det Q) =(det P)x(detQ)x(detM ")
=(det P)x(det Q)x(detM )=det®, ,(M)

Par définition, @, , et ¥, , conservent le déterminant si et seulement si pour toute matrice M
de M,(R),ona det®,,(M)=det¥,,(M)=detM, soit :

(det P)x(det Q)x(detM )=detM .

Or, ceci n’est vrai pour toute M € M, (R) que si (det P)x(detQ)=1, donc :

®,, et ¥, , conservent le déterminant si et seulement si (det P)x(detQ)=1.
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Q6. Soient P,Q,P',Q'e GL (R).Pour toute M € M (R),ona:
e D,,00,,(M)=D,,(P,,M)=(PP)M(Q'Q) ;
¢ W, 0P, (M)=W, (P, (M))=P(P'MQ) 0=(PQT)MT(PTQ);
Or, PP',Q'Q,PQ",P" Q,e GL, (R) et donc :
* ®,,00,,=0 € L, (et L, est stable par composition) ;

el,.

PP.Q'Q

[ ] \PP,Q e} CI)P',Q' = \P

POT.PTQ
Alors, avec ¥, ,, =P, 0T :

o @, 0¥, ,=0,,0P,,01=D,,,,°T=¥ el,;

PP'.Q'0

o W, oW, =Y, 0P, p0T=Y, 15 0T=P, 1 . 0ToT=D el,.

0 0 POT.PTQ

Finalement, pour tous ©,0'e L, U L,, on aencore ®c®'e L, UL, et donc:

L, U L, est stable par composition.

Q7. Ona @, , =idy  ,donc 1=, , ot=W, , etainsi:

te L,

Supposons que T€ L.

Alors, il existe P,Qe€ GL (R) tel que T=® soit pour toute M € M, (R) :

P.O>
M)=M"=®,,(M)=PMQ.

En particulier, pour M =1, , on obtient PQ =1, ,donc Q= P~ et pour toute M € M (R) :
M'=PMP"' < M'P=PM.

En notant E, ; les matrices de la base canonique de M (R) (E, ; ne contient que des 0, sauf un
«ieme

1 au croisement de la i*™ ligne et de la j*™ colonne), on a E, ; = (Si!kSM)M e

Si P:(ockj) - alors pour tous 7, j€ [1n] :

1<k, (<

E,P=PE, & E,P=PE, & (61,1« [P]u) :([P]k,i SM)

1<k, (<n 1<k, (<n

Ainsi :
. sik;tj:ﬁ,onobtient[P]kizo;
e i=(#k=j,onobtient [P] =0.

Finalement, P =0, ce qui est absurde pour une matrice inversible.
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Qs.

Ainsi, supposer que T€ L, méne a une absurdité, donc :

te [,

Supposons que £, N L, soit non vide. Soit @ L, L, .
Il existe alors P,Q,P',Q'e GL, (R) tellesque @ =P, , =¥, , =P, 0T,

On a vu dans la question Q3 que CID;{Q. =P ., donc :

Pl*l,Qv*

— P! —db! —
1=, ) 0@, , 0T=D}! ) o®, , =D D,

plo! ° 0"

Or, d’apres la question Q6, (IDP._, od po € £l ,donc Te L, ce qui contredit le résultat de la

0!
question précédente. Ainsi, £, N L, non vide méne & une absurdité, donc :

LNnL, =0

III - Endomorphismes de rang donné
HHIA -

Q9.

- ieme

Rappelons M . (f) la matrice dont, pour tout je& ﬂl,n]] ,la colonne est formée des

coordonnées du vecteur f(e j) dans la base B'. Ceci permet d’écrire immédiatement:

MBB(f) :In

II1.B -

Q10. Comme B= (el, s € Bz) est une base de R", on a:

Vect (e, ..., e,) ﬂVect(fBz) =Vect(e,, ...,e, ) Nker f ={0}.
Soit (A, ..., A, )€ R* tel que A, f(e,)+...+ A, f(e,)=0.Comme fest linéaire, ceci se récrit :
f(he+..+0e)=0 & Ae+..+Ae ekerf.
Et comme A, +...+ e, € Vect(e,,...,e, ), ona e +..+ e € Vect (e, ...,e, ) Nker f ={0},

soit klel +...+7ukek =0. Enfin, comme la famille (el, s ek) est libre (car extraite d’une base),

on peut écrire A, =...=A, =0. Ceci prouve que :

La famille (f(e), ..., f(e,)) est libre.

Comme la famille (f(e,), ..., f (e, )) est une famille libre de k vecteurs en dimension 7, on a :

k<n
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Q11.Ona Bz(el,...,ek,Bz) et pour tout e€ B,, f(e)=0.
Avec B'=(f(e),..., f(e), fius--s f.),0On obtient :

Ik ; Ok n—k
M = s =g
55 (f) [On—k,k 1;- On—k mk
Remarquons que comme B = (el, s €, fBz) est une base de R", on a :

rg(e,,....e,)+rg(B,)=k+dimker f =dimR" =n.

Et, avec le théoreme du rang, on obtient :
rg (f)=n—dimker f =k .

I1.C -
Q12. Appelons f1’endomorphisme de R" canoniquement associé a M.

Sir=0,onaM=0,=®,,(0,)=9,, (Jn,O) quelles que soient P et Q dans GL (R).

Si r>1, fest non nul, et d’apres les questions Q9 (pour r=n) et Q11 (pour r<n) et la
remarque ci-dessus, il existe deux bases B et B' de R" telles que M4, (f)=J,,.

Or, d’apres la question Q2, il existe deux matrices P et Q appartenant a GL (R) telles que
My (f)= P‘lMBC (f)Q7', ot B, estlabase canonique de R”".

Comme M =M (f), on obtient P'MQ'=J  soit:

n,r?

M =PI, 0=0,,(),)

Finalement, quel que soit r :

Il existe deux matrices P et Q de GL,(R) telles que M =P, , (JW) .

hi.p -

Q13. Notons f et g les endomorphismes de R*> canoniquement associé 4 A et B respectivement, et
B, la base canonique de R?.Onaalors A= MBL (f) et B= MB(_ (g).

Si B et B' sont deux bases de R?, alors d’apres la question Q2,on a :

Mg (f) =My 5 Gd)My (fIMyy (id) =My 5(id)AM g 5 (id)
My 5(8) =My 5(id)My (§)My g (id) =My 5.(id)BM 4 (id)

-1

Et en posant P, = (MB(_,F(id))_1 =My, (id) et Q, = (Mmi (id)) =My 5(id), on obtient :

A=FMyy(f)Q, et B=PMyyz(8)0,.
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On cherche ici deux bases de R*, B=(¢,e,) et B'=(g,,¢,), telles que M ,.(f) =((1) 8) et

My, (2) :(2 g) avec (a,B)e R2\{(0,0)}, soit :

fe)=¢,
fle;)=0
gle)=0¢,
8(62)2682

Comme rg (f)=1,ona dimker f =2—rg(f)=1 (d’apres le théoréme du rang).
Considérons ¢, € R* tel que f(e,)#0 et e, un vecteur non nul de ker f .
Comme ¢, ¢ ker [, la famille B=(e,, e,) est libre, donc c’est une base de R”.
Ona rg(g)=1, donc Img est une droite. Soit €, un vecteur directeur de Im g . On a alors :
g(e)=0g,
{g(ez) =Pe,
avec (a,B)e R”.

Comme pour f, on a dimker g =1, donc si g(e,) = g(e,) =0, alors ¢,e, € ker g, donc e, et e,
sont colinéaires, ce qui est faux. Ainsi, soit g(e,) #0, soit g(e,) =0, soit (o, ) # (0,0).

Posons enfin €, = f(e,).

Par hypotheése, InA=Im f et InB=Img sont distincts. Or, ces deux sous-espaces sont des
droites, donc Im f NIm g ={0}.

Si €, et €, sont colinéaires, alors €, € Vect(e,)=Im g . Mais € = f(e,)e Im f .
Ainsi, € € Im f nIm g ={0}, soit €, =0. Ceci est absurde car on a choisi ¢, de telle fagon que

g = f(e)#0. Ainsi, € et €, ne sont pas colinéaires, et B'=(¢,, €,) est une base de R*.

fle)=¢ Iy 10
 fe)=0 2= g
On a bien , donc et comme (c,B)#(0,0), en posant
g(e) =0, (00
My (g)=
g(ez)zﬁez o p

P, =My 5 (id) et Q, =My 5(id), on peut alors conclure que :

Il existe P,,0, € GL,(R) et (a,B)e R*\{(0,0)} tels que A:PZ((I) g)Qz et B:Pz(gg)Qz-
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IV — Endomorphismes de M, (R) conservant le rang
IV.A -
Q14. Ona t©(B)=B,, ©(B,)=B,, ©(B,)=B, et 1(B,)=B,, donc :

1000
0010
0100
0001

M 'y )=

Q15. Remarquons que :
©(B,+B,)=1(B,)+1(B,)=B,+B, =B, +B,
(B, —B,)=1B,)—u(B,)=B,—B,=—(B,-B,)
De plus :
Vect(B,, B, +B,, B, - B,, B,) =Vect(B,,2B,, B,— B,, B,)
=Vect(B,, B,, B,—B,, B,)
=Vect(B,, B,, B;, B,) =M, (R)
Donc, B=(B,, B,+B,, B,—B,, B,) est une famille génératrice de 4 vecteurs de M, (R), qui
est de dimension 4 : ¢’est une base de M, (R).
D’apres le début de la question, dans cette base on a :

0
My ()= _0

—_
—_o O O

[ el
SO = O

0

Comme T =M, (t)=PMy ()P~ avec P= Pﬂ;i ,on a bien :

1000 1000
_Slo1 00|, o8 0110
T=P 00-10 P avec P—PBM— 01-10l
0001 0001

Q16.Ona:
ermi=rne=({ 3 )o0)(5 1)=(5 4)
onam=rao=(* 10 D(s 1)-(os )
ooty =rno=(2 2) 00 )< D)= )
R 4 ) AR
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Ceci permet d’écrire :
ae ag be bg

af ah bf bh
ce cg de dg|
cf ch df dh

My (@)=

Soit :

My, (1)

_(aU bU
U dUu

jrg(M) avec U=(; i):QT.

1V.B -

Q17.

Q18.

Ona ®e L(IMZ(]R)) et pour toute matrice M € M,(R), rg(P(M))=rg(M).
Soit M € M,(R) telle que ®(M)=0,.On aalors rg(M)=rg(P(M))=0, donc M =0, .
Ainsi, ker®={0, } .

Ceci veut dire que ® est injectif et comme M, (R) est de dimension finie (égale a 4), ® est

bijectif, soit :

® est un automorphisme de M, (R).

Ona rg(B)=rg(B,)=1et B +B,=1,,donc rg (B, +B,)=2.Comme ® conserve le rang :

rg (CID(BI)) =rg (CID(B4)) =letrg (CID(B1 +B4)) =2.

Ona rg(®(B))=rg(P(B,))=1 (donc In®(B,) et InP(B,) sont des droites de R?).

Si Im®(B)) =ImP(B,) =Vect(X,) avec X, R*\{0}, alors pour toute X € M, (R), on a
®(B)X =1 X, et D(B,)X =1, X, avec A, A, eR et:

(B, +B,)X =®(B)X +P(B)X =X X, +A,X, =\, +1,)X, .

Ainsi, Im®(B, + B,) c Vect(X,), donc rg(P(B,+B,))<1, ce qui contredit ce que 1’on vient
de trouver. Ainsi, Im®(B)) # Im®(B,).

Les matrices ®(B,) et ®(B,) de M,(R) vérifient donc les hypotheéses de la question Q13,

0 OjQZ ol et B

donc il existe P,,0, € GL,(R) telles que ®(B,)=P, ((1) g) Q, et &(B,)=P, (oc g

sont des réels tels que (o, B)#(0,0). Ceci donne :

_ p-i (10 _ pei _(00
@, (P(B))=P"B(B)Q; _(0 oj et @, . (P(B))=P"' BB, _(a Bj'
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Enposant P=P"'et O, =0, " :

Il existe P, Q, € GL,(R) et (a,B)e R*\{(0,0)} telles que :

10 00
®,, oq>(31)=(0 Oj et c1>,,1,Q10c1>(B4):(OC Bj.

a;
] b, ' ' a, b,
Q19. On a pour tout je[[L4], C, = . | et B, =®'(B))=a,B,+bB,+c;B,+d B, :(Cf dj-j'
J J J
d;
> . Loz , 10 , 00
Or, d’apres la question précédente, ®'(B,) =( 0 0) et ®'(B,) :(oc Bj’ donc :
1 0
0 0
C = 0 et C, = o
0 p

Q20. Par hypothese, @ conserve le rang, et d’apres la question Q4, que @, , conserve le rang

Q21.

aussi, donc pour toute M e M,(R), rg(CID'(M)):rg(CIDPI,Ql (CID(M))):rg(CID(M)):rg (M)

et ainsi, ®'= CIDPl 0 ° & conserve le rang.

Alors, pour toute matrice non inversible M de M,(R), on a rg (CID'(M )) =rg(M)<?2, donc
®'(M) n’est pas inversible et donc, det(P'(M))=0.

Or, pour tout i€ [[1, 4]] , g (B;) =1, donc n’est pas inversible et ainsi :

a. )
det((ID'(Bi))z‘ ’ ":0.
C

i i

Soit, pour tout i€ {1,2,3,4} :

ad,—bc, =0

,donc B, + B, n’est pas inversible, et d’apres ce que I’on vient de voir :

Ona Bl+Bzz((1) 0

—
N—

det(B',+B',)=det(®'(B,+B,))=det(®'(B)+PD'(B,))=0.
, , (10 a, b\ (l+a, b, _ N
Or, ®'(B)+® (Bz)—(o 0j+(cz dj_( ¢, d , donc, avec a,d, —b,c, =0 :
det(®'(B)+P'(B,))=(1+a,)d, —byc, =d, +a,d, —b,c, =d, =0.
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10

De méme, B, + B, =(1 0

j, donc B, + B, n’est pas inversible, et :

det(®'(B)+P'(B,))=d, +a,d,—b,c, =d, =0.

Ainsi :

1v.C -

Q22. Onaavec C,=(q, b, ¢, d, )T =(100 O)T (Q19), d,=d,;=0 (Q21) et ¢, =0 :

Q23.

a, a, a, a, la, a, O
b b, b, by| |0b, by O
¢ ¢, ¢ c,| |00 ¢ c
d d, d, d| |00 0d,

=b,cd, .

Or, d’apres les questions Q3 et Q17, © no €t @ sont des automorphismes de M, (R), donc
©'=P, , oD est aussi un automorphisme de M, (R) et ainsi, det®'=detM '=b,c,d, #0,
ce qui permet de conclure que :

Les nombres b,, c,, d, sont tous les trois non nuls.

la, a O
0b, b 0
00 ¢ c
00 0d,

Onavuque M'=

De plus, b,c; =0 et ¢; #0, donc b, =0. On veut donc montrer que a, =0.

0 0
c, d

4

a, 0

On a alors B, :CID'(B3):( O) et B, :CID'(B4):(

j, donc :

C

3 4

a

0
' v 3
B3+B4_(C3+C4 d4j.

De plus, comme dans la question Q21,on a rg(B',+B',)=rg(B,+B,)=rg (0 0

1 1)zl,donc:

det(B' +B",)=ad, =0

la, 00

Comme d, #0, on obtient bien a, =0 et M '= 05,00
: 00 ¢ ¢

00 0d,

Reste a montrer que ¢, =a,c, et d, =b,c;.
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Toujours avec le méme raisonnement que plus haut :

e B +B, :(8 De GL,(R), donc B',+B', & GL,(R) et:
det(B',+ B',) =det (®'(B)+®'(B,) =| © ZZ =a,d, ~bc, =0 ;
4 Uy
. Bl+BZ+B3+B4:G DeEGLz(R),donc B'+B',+B',+B',¢ GL,(R) et :
. , , , 1+a, b,
det(B',+B',+B',+B',)= =(1+a,)d, —b,(c;+¢,)=0.
cte, d,

Ainsi, a,d, =b,c, et d,+a,d,—b,c;—b,c,=d,—b,c;, =0, donc :
d, =b,c,.

ayd, _ a,byc;

Enfin, comme b, # 0, on peut écrire ¢, = , ce qui donne :

2 2
Cy = a,c,.

Finalement, quand ¢, =0, on a bien :

1a 0 0

0b 0 O
M'= 0 6 e ¢ |3vee g =ax, et d, =b,c,.

3 4

00 0 d,

Q24. On vient de voir que :
la 0 O

0b, 0 O U o,
M'=M, (®")= =
0 0 ¢ ayc, 0, c,U
0 0 0 by,

I a,
avec U = .
0 b,

D’apres la question Q16, on a alors :
M'=My (P)=My (P,,)
(10 ot (10
avec P_(O c ) et 0=U —(a b )

3 2 2

Ainsi, ®'=®, € L.

Or, d'=® o ° ® et d’apres Q3, ¢ B €St bijective de réciproque cI);ll 0 = P . donc :

R0

D= <I>P]_|’Q]_, o'= (DP;‘,Q,“ od',
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Comme CDP;‘,Q;‘ € L, et L, est stable par composition (vu dans la question Q6), on obtient :

de L,
1V.D -
la, a, O 1000
Q25. Comme dans la question Q23,ona M, (P") = 06, b, 0 et My (7)= 0010 , d’apres la
ca Oc, ¢, c ca 0100
00 0d, 0001
question Q14. Alors :
la,a, 0)1000 la a O
S , 0B, b, 0]|0010|_|0b, b, 0
My, (Plot) =My (PIM;, (1) = O0c,c,c, ||0100 Oc, ¢, ¢
00 0d,)\O0O01 00 0d

N

Or, b,c, =0 (conclusion des questions Q20 et Q21) et ici ¢, #0, donc b, =0 et ainsi :

la,a, O

, 0b, 0 0

My, (@'e1)= 0 03 c, C
3 2 4

00 0d,

Q26. Les applications @' et T sont des automorphismes, donc ®'ot aussi et M, (P'oT) est donc
inversible. Or, si b, =0, M, (®P'oT) contient une ligne de 0, donc n’est pas inversible. Ainsi,

b, #0 et comme b,c, =0 (conclusion des questions Q20 et Q21), on a:

c;=0

Q27. Comme @ et T conservent le rang, ¥ =P o1 conserve le rang.
De plus, B, et B, sont symétriques, donc T(B,)=B, et T©(B,)=B, ,d’ou:
Y(B)=Pot(B)=P(B) et Y(B,))=Po1(B,)=DP(B,).
On peut donc introduire les mémes matrices B, et O, que dans la question Q18, ainsi que

I'endomorphisme ¥'=®, , o ¥ =P, , cPoT=P'o1.

Or, le troisieme coefficient de la deuxi¢me colonne de M Y (W" est nul, ce qui valide
I’hypothese de la partie IV.C pour M, (¥'). On peut donc lui appliquer la conclusion de cette
partie, autrement dit : ¥ e £,. Or, tot=id , donc :

O =Po(ToT)=(PoT)oT=Yor.

Et ainsi :

de L,
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V — Endomorphismes de M, (R) conservant le déterminant

Q28.

Q29.

Q30.

Ona A#0, telle que ®(A)=0,. Comme P conserve le déterminant :
det A =det(®P(A))=0.

Donc, A¢ GL,(R) et ainsi, rg (A) <1. Mais comme A#0,,onaaussi rg(A)=1 etainsi:

rg (A)=1

Ona N=P(,-J,)0=PQ—-PJ,Q=PQ—A,donc:
det(A+ N)=det(PQ)=det PxdetQ .
Comme P et Q sont inversibles, det P #0 et detQ # 0, donc :
det(A+N)=0.
Par ailleurs :
det(A+ N)=det(P(A+N))=det(P(A)+D(N))=det(DP(N))=det N
=det(P(I,~J,,)Q)=det Pxdet(I, - J,,)xdetQ

10 10 00
—dethdethdet((o 1)_(0 OD—dethdethdet(o 1)—0

Ainsi, det(A+N)#0 et det(A+N)=0, ce qui est absurde, donc il n’existe pas de matrice A
non nulle de M, (R) vérifiant ®(A)=0,. Ceci se reformule en ker® ={0,}, donc P est

injectif et comme M, (R) est de dimension finie, ® est bijectif, d’ou :

® est un automorphisme de M, (R).

Soit Ae M,(R).
e Sirg(A)=0,alors A=0, et rg (CID(A))zrg (CID(OZ))zrg 0,)=0=rg(A).

e Sirg(A)=1,ona det(P(A))=detA=0, donc rg(P(A))<1. Mais comme A#0,, ona
®(A)#0, (P estinjectif), donc rg (P(A)) =1 etainsi: rg(P(A))=1=rg(A).

* Sirg(A)=2,alors Ae GL,(R), donc det(P(A))=detA#0 et P(A)e GL,(R),d’ou:
rg (CID(A)) =2=rg(A).

Finalement, dans tous les cas, rg(®(A))=rg(A) et donc :

® conserve le rang.
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Q31. On admet que tout endomorphisme de M, (R) qui conserve le déterminant conserve le rang.
Or, on a admis a la fin de la partie IV qu’un endomorphisme de M, (R) conserve le rang si et

seulement s’il appartient a £, U L, .
Ainsi, si e L (Mn (R)) , conserve le déterminant alors ®e £, U L, .
Réciproquement, soit @€ L, U L, . Il existe P,Q e GL,(R) telque ®=®,, ou¥,,.

Or, d’apres la question QS, ®,, et ¥, , conservent le déterminant si et seulement si
(det P)x(detQ)=1.

Ainsi :

Les endomorphismes de M, (R) qui conservent le déterminant

sontles @, , et ¥, , tels que (det P)x(detQ)=1.

Probleme 2

Q32.a. Onaa,= o (b,),donc |an|: o (b).

n

Comme (b,),_, est positive et an converge, la série Z|an| converge et ainsi :

Zan converge absolument.

De plus, pour tout réel € >0, il existe N € N tel que pour tout entier n > N :
|an| <eb,.

On a donc, pour tout entier n > N :

+ o0

S la]<e Y b,

k=n+1 k=n+1

+ o0 + 00
z a,|< Z |ak

k=n+1 k=n+1

+ o0 + o0
Zak SEZbk.

k=n+1 k=n+1

Or, par inégalité triangulaire, on a , donc pour tout entier n =2 N :

Ceci prouve que :

k=n+1
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b. Onsuppose que a, ~ b, .
n—+oo
Comme (b,),_, est positive, (a,),., est positive a partir d’un certain rang et |an| =a, ~ b,.
n—>+oo
Alors, comme an converge, la série Z|an| converge et ainsi :
Zan converge absolument.
Larelation a, ~ b, serécrita,—b, = o (b)).
n—+o n—+oo
On peut donc utiliser le résultat de la question précédente qui permet d’écrire :
+ o0 + 00 + o0 +o
S a-3b=3(a-b)= o (z bkj.
k=n+1 k=n+1 k=n+1 TN k=n+l
Soit :
+o0
Ya - Xh
k=n+1 k=n+1
‘- . 1
Q33. Comme p =2, la série de Riemann ZF converge, donc :

+oo

La suite ( z ipj est bien définie.
neN

k=n+1

La fonction ¢ — — est définie, continue et décroissante sur [1 ,+ oo [
t

Pour tout ke N, on a (k;l)” < ip < ki” pour tout 7€ [k, k+1] . Par croissance de I'intégrale,
+ t

on obtient :

SJ-kﬂdz_J-kﬂ 1 di = 1 .

k+1
(k+1)”—~[k (k+1)” N T T

k+l k+l

Comme Z— converge et j —>0 pour tout ke N*, Zj 7 converge. On peut donc

sommer la double inégalité precedente de k =ne N al’infini, ce qui donne pour tout ne N* :

htkad midt & 1
z(k+1)" kzI oy -To
= 1 =1

Onaz(kﬂ)" Z zk” n” P

k= n+l k=n+1

widi e dt 1T 1
ZI 7l _[ <p—1)t”‘1l U
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Donc, pour tout ne N

LS;ISL_FZL P ;l_ig Lg;l
Sak”  (p=Dn""  n" (S KT (p—=Dn" n" S5 k" (p—-Dn”"
1 1 1

Or,

S — ———, donc le théoreme de gendarmes appliqué aux
(p—Dn"" n” o= (p—Dn” ¢ PP

équivalents permet de conclure que :

s 1
Gk e (p=Dn””

Q34. On pose pour tout ne N', u, = z ! !

e k”  p=ln
- 1 1 1 - 1 1 1

Uy =l = D —+——1
k”? —1n” kn+2kp I (n+1)""

k=n+1

. Alors, pour tout ne N",ona:

p-1

11 (1
C(m+1? p-1{n"" (n+1)”1

_Aop (D)2 1_1 p—l_(p—l)pi2+ o iz
n’ n o n-o+e\n p—1n’ n 2 nt onote\n

Ainsi, u, —u,,, ~ —-—

Comme

—u,,, ) converge aussi et d’apres

la question 1 :

k=n noEe
- 1 1 1 <~
Comme u_ = —_—— O,ona u, —u u et ainsi
p-1 n—+ k+1
ko k p—1 k=n
u - -2yl

- 1 1 1 o
D’ apres la questlon pI'CCCdCl’ltC on a z il p et ainsi :
k n—>+oo p(n 1) n—>+oo pn
P R
kP p=1n"" nose 2p?
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Ceci permet d’écrire :

Q35. a. Commengons par prouver que la suite (H, —Inn) converge. On a:

¥
neN

(H,m—ln(n+1))—(Hn—lnn)+2i:Hn+1—Hn—1n(n+1)+1nn

n
- —ln(n—i_ljzl ! —ln(1+lj
n+l1 n ny 1 n

1 1 1 1 1 1
=— 1——+ o — — ———2+ o —
n n n-o+=\p n 2n° n-+=\n

2n?  no+e p?

Comme la série ziz converge, la série Z:[(Hn+1 ~In(n+1))-(H,-In n):| converge aussi
n

et, ainsi :

La suite (H,—Inn) . converge.

M
neN

On note 7 sa limite.

b. Posons pour tout ne N, u, = H, —lnn—y—z—. On a alors pour tout ne N :
n

—Hn+1(+lnn+i
n+l) 2n

u,,—u =H _  —y-In(n+l)-

n+l n 2(
1 1 (n+1j 1
= - —In +—
n+l 2(n+1) n 2n
-1

-1 +i—ln 1+l _ L 1+l +i—ln 1+l
2(n+1) 2n n 2n n 2n n

1 1 1 1 1 1 1 1 1

=—|l-—+=+ o0 |5 ||+——|——5+—=+ 0 | =
2n n o n° nore\p 2n \n 2n° 3n’ n-o+e\n
6n’  no+e\n’

o 1 L. . iy 1
Ainsi, u,,, —u, -~ — et comme la série strictement positive ZF converge , on peut
n—+e G0 n

utiliser la question Q32.b pour conclure que :

+ oo + oo 1

> (e —1,) ~ —.
k+1 k 3

k=n Nt k=n 6k
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Or, d’apres la question précédente, lim u, = lim (H ,—Inn— y—zij =0, donc:

n—+oo n—+o n

+ 00

2(“k+1_“k):_“n-

k=n

- 1 1

Comme d’apres la question Q33, » — ~ ~ , on obtient :
P d Q e | note D(n—1) no+e 2n?
S (), - Ly 1L
ten s k " note p— k3 n—o+e G 2]’12 )

. 1 o
Soitu,=H —-Inn—-y—— ~ — et ainsi :

2n n—+e  12n

2

1 1 1
H, =lnn+y+—- + o |—
" v 2n  12n’ n—>+°°(n2j

=D
k

c. La série z vérifie le critere spécial des séries alternées, donc converge.

De plus, pour tout ne N :

k=1, k pair k k=1, kimpair k

2n 1 2n 1 2n 1
R IR e o,

k=1, k pair k=1, k pair k=1, kimpair

n 1 2n 1
--25 3l
2k ok

sl
ok ATk

:HZn_H

n

Or, anlnn+y+i+ 0 (lj,soit lim n|:Hn_(]nn+'Y+iJj|:0'

2n n-o+e\p n—>+oo n

Donc lim (2n)[H2n —(1n(2n)+y+ ! H =0 et ainsi :
2(2n)

n—>+oo

H2n=1n(2n)+y+i+ 0 (llenn+ln2+y+i+ 0 [lj
dn n—-+=\n 4n n-+=\n
Alors :

A = lnn+ln2+y+i - lnn+\(+i + o 1 =ln2—i+ 0 1 .
4n 2n) n-+=\n 4n n-+=\n
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Ainsi :
_ 2n
2(2n) n—o+=\2n
De plus :
A2n+1:A2n+L:1H2—i+ o (lj+ 1 =In2-— 1 " 1 + oo ( 1 J
an+l 4n rore\n) 2n+l 22n+1) 2n+1 #o+=\2n+1
Ainsi :
2n+l
A2n+1:1n2_L+ o0 .
22n+1) no+=\2n+1
On adonc :
_ 2n
A, =m2—1ED7 L, (LJ
2 2n n—+o 21’!
2n+l
A2n+1:1n2_l¢+ 4] 1
2 2n+1 o=\ 2n+1
D’ou:

A =m2-2 0 0@(1)

n n
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