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Corrigé du DM n° 3
Exercice 1
1) Posons f,(x)= ! 1 . Pour ne N, la fonction f, est définie et continue sur
n+n’x n(l + nx)
R\{— l} Ona f, (0)—— donc Zf (0) diverge et pour tout xe R’ \{— —} f,x) ~ % et la
n no+e ptx
série Z— est a termes de signe constant et converge, donc :
n°x

La fonction f est définie sur D =R’ \{— l,n € N*} :
n

Remarquons que pour tout ne N, la fonction f, est décroissante sur tout intervalle inclus dans D.

Soient deux réels a et b tels que a<b et [a,b]C D.
Comme O0¢ D, [a,b]C ]R*+ ou [a,b]cR” et pour tout xe [a,b] et tout ne N*

: RIACE !

n+n n+na

IR RS T 13
|fn(x)|Smax(|n | 2b| < max - ’n2|b| =

Alors :

)

La série Z—z converge, donc Z f, converge normalement sur [a,b].
n

avec L= max(

Ainsi, Z f, converge normalement, donc uniformément, sur tout segment inclus dans D, et pour

tout ne N*, f, est continue sur D, donc, f est continue sur tout segment inclus dans D, ce qui permet
de conclure que :

La fonction fest continue sur D.

2) Soit xe R’ et g :tH>

——. La fonction g est continue et décroissante sur [1,+ co[. On peut

r+t°x
donc utiliser la comparaison série intégrale qui donne pour tout ne N

s+ [ gAY g (< g. 0+ [ 8. (a1
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Avec g (n)= = f,(x), on obtient pour tout ne N’

n+n-x

n 1 n & n 1 n
f0+] gx(t)dt=n+n2x+jl gx(t)dts;fk(x)sjg(xHL gx(t)dt=m+.[l g (tydt (¥)

Et:

) gx(t)dt—jl = 1{;—lﬂt}h—[lm In(1+x0)]’

—In| —2 —1n(Lj:1n(1+x)—1n(x+lj
1+ xn 1+x n

=0 et lim Z f.(x)=f(x), on

Donc, lim J-ngx(t)dtzln(1+x)—lnx et comme lim
n—+o J1 n—+o n+n X

obtient en passant a la limite que n tend vers 1’infini dans (*) :

1n(1+x)—1nx£f(x)SL+ln(1+x)—lnx.
1+x

Or, n(I+x)—=lnx ~ L +In(I+x)—Inx ~ —Inx, donc le théoreme des gendarmes appliqué

x=0" 1+ x x—0

aux équivalents permet de conclure que :

f(x) ~ —Inx
x—0"

1

Quand x -+ ,0na f,(x) ~ ——,onpeutalors conjecturer que f(x) ~ 2—=—
X+ px X =+ n>l nx

Pour tout ne N', posons g, : x = x f,(x) sur R, .

e Pourtout ne N', g (x)=

1
n+n2x X —+oo n2
X 1 L. 1
S——=— et la série Z_z converge,
I’l+l’l X nx n n

e Pour tout xe R’ et tout ne N°,

3
donc avec Z g, converge normalement, donc uniformément, sur R, .
On peut donc conclure que :
+oo + o0 + o0 1 752
lim X)= lim X)=) —=—.
lim 3 00=3 lim g,9=3 2= %

2

Or, ign(x):ixfn(x):xifn(x):xf(x), donc xf(x)w% et ainsi :
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3) Remarquons que 1’on peut écrire Dz]—oo,—l[U(UN N*}_%’_ﬁDUR:
€ +

Pour tout ne N, la fonction f, est décroissante sur tout intervalle inclus dans D, donc la fonction
+ o0

f= Z f, est elle aussi décroissante sur tout intervalle inclus dans D, en particulier sur ]— 0o, —1 [ ,

n=l1

sur —i,—L pour tout Ne N” et sur R’ .
N N+1

Déterminons les limites.
® Avec les équivalents trouvés dans la question précédente, on obtient :

lim f(x)=4+0c et lim f(x)=0.
x—0" X—+oo

* Pour tout entier n>2, f, est définie décroit sur | —oo,— 1] et lim £, =0, donc :

1

7 -
n

sup

xe|—oeo,—1

1 L. . .
Comme Z_z , la série z f, converge normalement, donc uniformément, sur ] —oo,—1] [ .
n

Alors, lim f(x)=)_ lim f,(x), soit:
X —>—o00 =l X—> —o0

lirflwf(x) =0.

e Soit Ne N'. Pour tout ne N” tel que n> N +1 et tout xe —i,—; ,ona:
N N+1
N+1 N
—<f () S———.
n(N+1—n) n(N—n)
N+1 N+1 N+1
Et comme ~——5 et L~—E2, les séries 2— et
n(N+1—n) n n(N—n) n N+1 n)

N .
Z— convergent et on peut ecrire :
(N=n)

-~ N+1 -~ N
PIrrEm SR ACE > n(N=n)’

n=N+2 n=N+2 1

Donc, z f, est bornée sur } - i,— L [
n=N+2 N N +1

. . 1 1
De plus, pour tout ne N tel que n< N, f, est continue sur {——,——}, donc, pour
+

- ) .- 1 1
N2>22, an I’est aussi et ainsi, an est bornée sur }—N,—m{

n=1 n=1

Ainsi, Zf + Z [, =f—fy— fy. estbornée sur }—i —L[

n=N+2
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Or:
lim [fy(0)+ fy,(0]= lim L 1 —too
H(_i}* N N H[_i)* N+Nx N+1+(N+1)>*x
N N
im [f,(0)+fo,(0]= lim - ! e
N N v o] N+Nx N+1+(N+1)1>x
N+1 N+1
Et ainsi :

lim f(x)=+ccet lim f(x)=—oo.

PEN N
N] N+l

* On prouve de la méme fagon que Y f, = f — f; est bornée sur | —2,—1[ et donc que :
n=2

lim f(x)= lim_f(x)=—co.

On peut finalement construire les tableaux de variation :

X | —o -1
0
f \
—®
Pour tout Ne N™ :
1 1
O __
N N+1
+ 00
f \
— 00
x |0 + o0
+ o0
f \
0
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Exercice 2

Soit xe R.

e Six>0,alors f,(x)= o (e™) et la série géométrique Ze‘"" converge, donc z S, (x)

n—+oo

converge.
e Six=0, lim f(0)=1etsi x<0, lim f, (x)=+0o,donc z f,(x) diverge grossierement.

Ainsi :

fest définie sur R, .

Pour tout ne N, f, estde classe C” sur R’ en tant que quotient de telles fonctions.

nx

Soient ne N et ke N. Posons g :xt=>e

avec g x> (=n)e™, h':x—>n et K =0 quand k>2.

et h,: x> 1+nx. Ces deux fonctions sont C* sur R

nx

Ona h, f, =g, etavec la formule de Leibniz, on obtient pour tout xe R, et pour k >1 :

k

Z['fjh:“(x)f;’“'“(x):gff><x> & A+ fP)+knf ()= (m)'e .
l

i=0
Ceci implique que pour tout xe R, tout ne N et ke N :

(_n)k e—nx_k n
1+ nx

] fn(k_l)(x) <nfe™+k
+nx

£ = £ ).

Soient a€ R, et ne N. Notons |¢||_ = ?up [|(p|.
xe[a,+ oo

e _
= o0 (e na/2).
n—>+oo

<e " .Donc,
1+nx

fn”w existe et |

[, =f,(x) =

Pour tout xe€ [a,+ o[,

fn

oo

Supposons que pour ke N, fn‘k‘“H existe et an(k_l’H = o (e™?).Pourtout xe[a,+ o[ :

n—+o

‘fn(k’ (x)‘ <nfe ™ +k ‘fn(k_l’ (x)‘ <nfe ™+ k‘

(k=1)
£

Donc H fn(k)H existe et :

(k) k _—na
f, HmSne +k‘

(k-1)
£

Or, nfe™™ = o (e ™?), donc avec ‘

n—>+oo

fn(k‘”u = o (e "*), on obtient pour tout x€ [a,+ oo :

n—>+oo

Ceci prouve par récurrence que pour tout n€ N et tout ke N :

ffk)”f o (e,

n—>+oo

an(k)uw existe et an(k)uw = o (e"?).

n—>+oo
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R R 2 oo —nal2 k 3 3
Or, la série la série géométrique Ze "= converge, donc ZH 1! )H converge et ainsi, pour tout

* #* : 4
ac R, ettout ke N, z fn”‘) converge normalement, donc uniformément sur [a,+ oo .

n=0

Ceci prouve que fest de classe C~ sur [a,+ oo[ . Ceci étant vrai pour tout a€ R, :

festdeclasse C” sur R, .

Exercice 3

Gl

1) Posons f (x)=
x+n

. Pour tout entier n =2, la fonction f, est définie et continue sur R \{— n} .

Et pour tout xe R\{-n,ne N,n>2}, (
0, donc la série Z(— 1"

1, (x)|) Y décroit a partir d’un certain rang et converge vers
nz

f, (x)| vérifie le critere spécial des séries alternées, donc converge.

Ainsi :

La fonction f est définie sur D=R\{-n,ne N,n>2}.

2) Remarquons déja que |-1,1[c D.
. z f, converge simplement sur ]—1,1[.

® Pour tout entier n =2, f, estde classe C” sur ]-1,1[ (c’est une fonction rationnelle) avec
pour tout ke N* et pour tout xe |—1,1[ :
*) . (D!
x)=(-1)'——-.
[, x0)=0=1) et
e Pourtout ke N, tout entier n>2 (donc n—1>0) et tout xe ]-1,1] :
k!
0)
X)——.
fn ( )‘ (n_l)k+l

1

—7 converge (car k+12>2), donc la série
n

Or, pour tout ke N', la série de Riemann z

k! .. o .
ZW converge et ainsi, Y f*’ vérifie I'hypothése de domination sur ]—1,1[, pour
n_

tout ke N, Alors, z fn(k’ converge normalement, donc uniformément sur |—1,1[.

Toutes les hypotheses sont bien réunies pour conclure que :

festdeclasse C” sur |—1,1].
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3) D’apres la question précédente, on a pour tout xe |—

Pour tout xe ]—1,1[, la suite [ >

IRTRVACEDY

(_ 1)n+1
(x+n)*

n22

j est décroissante et de limite nulle. Donc la série
n=2

(_ 1)n+1

n)’

n=2

(x+n)
(_ )n+l
z ( vérifie le critere spécial des séries alternées et ainsi, f'(x)= z
X+ n
. , . -1’ 1
strict de son premier terme, qui est > = > < 0
(x+2) (x+2)

Ainsi, f'(x)<0 pour tout xe ]—1,1[

De plus, comme z f,(x) vérifie le critere spécial des séries alternées (dés son premier terme quand

et f est strictement décroissante sur |—

L1[.

xe]-1,1[),onapourtout n=2 ettout xe |—-1,1[ :
S 10| <[ fa ) = <L
[t I x+n+l n
Comme l -0, Z f, converge uniformément sur ]—1,1[, donc :
n
(=1 (=D" (- 1) -n"
hm X hm lim =In2
f() —1*[; +nj ;x% " x+n ,;‘ ; n
(=1)" (=1" (=1)" =™
hm x)= lim lim = =)y —
Jx= xo1° (; ;x—ﬂ x+n ; n+l ; n
n+l
z( 1) INTLIERY S
n>1 2 2
On obtient ainsi le tableau :
x| -1 1
In2
f \
In2-0,5
4) Soit xe ]—1,1[ fixé. Pour tout N € N et tout entier n>2 :
N+1
)
N k - N k N+l
xX+n nl_i_f ni—o n n 1+ ni— n xX+n n
n n
Donc :

(1)

f()Z

n=2

=> (="

n22

1)n+k

18- -2

LD

Sfrgen

n=2

x+n

-5

octobre 2025

est du signe
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n

(__ )n+k

La série harmonique alternée z

k
|
- z !

converge et pour tout k >1, la série Z‘
n

1"+k L
- ) x* converge absolument donc converge. Ceci implique que

converge auss1 donc z

N+1
1 X
Z - converge, avec !

X+n n

n+N+1 N+1

FO0- Z(Z( Ok j =T I

k=0 \_n22 n22

De plus, pour tout xe |—1,1[, tout Ne N et tout entier n =2 :

|(_1)n+N+l xN+1 B | |N+1 1 l|x|N+1
x+n o' x+n " T n-ln )
Et Mﬂ;_;(ﬂ_;j_l donc, pour tout xe ]—1,1[ ettout Ne N :
( 1)n+k ( 1)n+N+1 N+1 1 N4l N4l
-3 S R s

. . N+1 e N
Enfin, comme lim |x| =0 (car |x| <1), le théoreme des gendarmes donne :
N —+o

=0.

Jim ‘f(x) z(z( Dn j

k=0 \_ n=2

( n+k

+ o0
Ainsi, pour tout xe |—-1,1[, f(x)= Zakxk avec a, = z pour tout k€ N, et donc :
k=0

n=2

fest développable en série entiere sur |—1,1] .




