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Corrigé du DS n° 2

Mines-Ponts - 2006 - MP — Maths 2

I. Quelques propriétés des racines de P,

Q1. La fonction cot est définie et dérivable sur ]O,Tt[ comme quotient de telles fonctions et pour

— sin xSin X —COS X COS X -1
= <0.

tout xe]O,n[,ona cot'x = — =—

sin” x sin” x

Ainsi, sur ]0,713 [, cot continue (car dérivable) et strictement décroissante de lim cot x =+ o
x—0"

a lim cotx =—oco. Avec le théoreme de la bijection continue, on peut alors conclure que :

x>

La fonction cot réalise une bijection de ] 0,7 [ sur ] — oo, + 00 [ =R.

Q2. Soit ne N .Ona P =X (X -1)...(X —n), donc pour tout ke [[O,n]], P (k)=0.
Ainsi, pour tout k e |I0,n —1]] :
* la fonction polynomiale x > P,(x) est continue sur [k,k +1] et dérivable sur |k, k+1][ ;
* F(k)=F(k+D)=0.
D’apres le théoréme de Rolle, il existe x, , € | k,k+1[ tel que P(x,,)=0.

Onaalors O<x,,<l<x, <..<k<x, <k+l<..<n-1<x,, <n,doncles x, , sontdeux

a deux distincts. On a ainsi trouvé n racines réelles distinctes de P,'.

Or, degP, =n+122, donc degP'=n=>1 et ainsi, P admet au plus n racines réelles

n

distinctes et donc ne peut pas admettre plus d’une racine comprise strictement entre k et k+1.

Finalement :

Pour tout ke [[0, n —1]] , P admet exactement une racine réelles x, , dans ] k,k+1 [ .

Q3. Ona Pn':i fl (X —i) et pour tout ke [0,n], ﬁ (X—i):X”—( Zn: in"‘1+,,,

k=0 i=0,i#k i=0,i#k i=0,i%

Donc :
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Q4.

Et:

[ ij: ( i_kj: (n(n+1)_kj
k=0 \_i=0,i#k k=0 \_i=0 k=0 2

n(n+1)_ a k:(n+l)n(n2+1)_n(n2+1):nz(r;+1)

=(n+1)
Ainsi :

2

Sachant que les racines de P,' sont les x,, pour ke [0,n—1], on a alors avec la formule de

Viete donnant la somme des racines :

n*(n+1)
n-1 - o
xnk :4
= n+1

Soit :

2

X =
n,k
k=0 2

2

(xnk —k):nz_ixnk —nz_l:k _n_nn-l) , soit :
’ =0 k=0 2 2

n— n—1

Alors, Zl:ocn,k

k=0 k=0

Ona P, =H(X—k),donc :
k=0

n

Pn-X)=TJ((n=X)=k) =] (- X +n-k)=(=D)""[[(X -(n—k)).

k=0 k=0 k=0

Et en réindexant (k'=n—k renommé k), on obtient H(X —(n-k)) :H(X —k)=P(X), ce
k=0 k=0

qui donne :

P(n=X)=(=D""P,(X).
En dérivant, on obtient — P'(n— X ) =(—1)""P'(X), soit P'(n—X)=(-1)"P'(X).
On a alors pour tout k € [[O,n—l]], P'(n—x,)=(-1)"P'(x,,)=0 et:
k<x,, <k+l & n-l-k<n-x,, <n—k.

Donc, n—x,, est 'unique racine de P,' strictement comprise entre n—1-k et n—1-k+1,

soit, pour tout ke [0,n—1] :
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Q5. Pourtout ke[[0,n—1] ,ona x,, +x,,,, =n,donc:

o, 0, =X, —k+tx,, —(-1-k)=x,, +x,, . —k—-n+tl+k.

Soit :

L’entier n =2 est fixé.

Q6. D’apres Q2 et Q3, la fonction x = P, '(x) est polynomiale de degré n, de coefficient dominant

X

PR

, X

n,n—1

n+1>0 polynomiale et admet n racines réelles distinctes x

n,0°

(avec

k < x,, <k+1 pour tout ke [0,n—1]). On a donc pour tout xe R :

lim P, '(x)= (n+l)ﬁ(x—xn’k ).

k=0

Alors, P

n

s’annule et change de signe en chaque x, , avec :

e P'>0 sur]x

wnt» T 0 [ (car Iim P '(x)=+o);
e P 'estdusignede P '(k),doncde (—1)"*, sur :lxn’k_l,xn,k [ pour tout ke [[1,n—1] ;
e P 'estdusignede P '(0), doncde (—1)", sur :I —%,X,, [ pour tout k € [[l,n—l]].

On obtient le tableau de variations de P, suivant la parité de n.

e Sinestpair:

X —®© O xn.O l xn.l cen xn.lk Zk +1 xn.2k+1 Zk + 2 e xn.n—l n +®©
P (x) + 0 - o0 0 - 0 -0,
+ o0
® Sinestimpair :
x —® 0 X0 1 X1 cee X2k 2k+1 X 2k+1 2k+2 s Xym1 R T
P (x) 0 - 0 0

+

P, m\@\ 7 /ﬁ/ \ \/HO

Q7. Pourtout ke [[0,n—1],ona:

n

=" P (x,, ) =D T [ (5,0 = /)

:(_1)n_k1:!(xn,k _j)gll(xn,k _j) :I:!(Xn,k _j)gll(j_xn,k)
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Q8.

Q9.

Or, k<x,, <k+1,donc:
® pourtout je [[O,k]], X, —Jj>0;
e pourtout je[k+Ln], j—x,, >0.

Ainsi, pour tout k € [[0, n —1]] :

(=1 P,(x,,) >0

On a bien :
P(X)=[X(X-1)..(X =(n=D) (X —n)=(X —n)P,_,(X).
Donc :
P (X)=F_ (X)+(X=n)P_'(X).

Alors, pour tout k€ [[O,n—l]] ,onaavec P_ '(x,_,)=0":

P (x, ., )=P_(x,_ )+ ('xn—l,k - n) P '(x, . )=F_(x,_ ;).

Si n>3, alors n—12>2, et on a, d’apres la question précédente, (— Dt

D""P " (x,_,)=(-D""P_(x,,)<0 pourtout ke [0,n—2].

Pn—l(xn—l,k) >0 . soit

Pour n=2,0na P,'(x,)=F(x,)=x, (xm —1) <0 (car O0<x,<1).

Ainsi, pour tout n>2 et tout ke [[O,n — 2]] :

(=" P, (x,,,) <0

Soit ke[[0,n-2].Ona x,_,,x, €]k k+1].

D’apres la question Q6, P,' est du signe de (—1)"™ sur :I k,x,, [ c :I Xy k1o X [ et du signe
opposé sur ] X, k+1 [C ] Xy k> X ket [

Alors, (=1)"*P.'>0 sur ] k,x, [ et (—1)"*P'<0 sur ] X, k+1 [

Or, d’apres la question précédente, (— n"* P'(x,,,)<0,donc x,_, , € :I X, 0 k+1 [ et ainsi,

pour tout k€ [0,n—2] :

Xk <Xk

Q10. On a bien :

P(X)=X[(X-1)(X-2)..(X-n)]
=X[(X-)((X-D=1)..((X-D=(-D)]=X P_ (X -1)

4
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Donc :
P'(X)=P_ (X-D+XP_'(X-1).

Alors, pour tout k€ [[1,n—1],ona k—-1€[0,n—2] etavec P_ (x,_,,,)=0 :
P, ) = Py () (1) Py () = P () -
D’apres la question Q7, on a pour tout k € [[1, n— 1]] , k—1e [[O, (n—=1)-— 1]] ,donc :
(D" P (%) = (DR (L 0) > 0.

Ainsi, pour tout k € |I1,n —1]] :

-D""P'(A+x,,,,)>0

Q11. Soit ke [1,n—1], donc k—-1€[0,n—-2].
Onax,,, €|k—1k[,donc1+x, , €]k k+1].
D’apres la question Q9, (—=1)"*P,'>0 sur ] k,x, [ et (—1)"*P.'<0 sur ] X, k+1 [

Or, d’apres la question précédente, (— 1)”_" P'd+x,,,)>0,donc 1+x,_,, € :I k,x,, [ , Soit

pour tout k€ [[1,n—1] :

I+x, 0 <X,

Q12. On veut prouver que pour tout entier n>2, ona o,,<a,, <o, ,<..<d, < soit

n,n—12
pour tout ke [[O,n—Z]], o, <O, Or:
e D’apres la question Q9, pour tout ke [0,n—-2], x,, =, +k<x,_, =0, , +k,soit:
(X'n,k < (X'n—l,k
e D’apres la question QI11, 1+x,_, =l+o,_, +tk-1=0,_, +tk<x, =0,  +k
pour tout ke [[l,n —l]] , Soit :
an—l,k—l < an,k .

Donc, quand n =3 et pour tout k |I1,n - 2]] ,ona o, <0, <O, .

Ceci implique que pour tout entier N =n—122 et pour tout K =k —1e [0,N -2] :

aN,K < G‘N,K-H :

Ainsi, on a bien :

o, croit lorsque k croitde 0 a n—1.
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I1. Un développement asymptotique
Remarquons que comme I' est strictement positive et dérivable sur R’ , ¥ est bien définie sur R’ .

Q13. Pour tout entier n>2, n—1€ R, doncona I'(n)=(n—1)T(n—1) et [(n—1)=0.

Ceci permet d’écrire :
I'(n)
=n
I'(n-1)

Par télescopage, on a alors :

I'(n) _yy_I'%)
I'd) =2Tk-1)

=ﬁ(k—l)=(n—l)!.

Ainsi, pour tout entier n =2 :

I'(n)=T'1)(n-1)!

Q14. D’apres la formule de Stirling, on a n! ~ +/27n (ﬁj , donc il existe une suite (g,) . de

e neN

.. * n !
limite 1 et telle que pour tout ne N, n!=¢ «21n (—j .
e

On a alors pour tout entier n =2, I'(n) >0 et :

In(C(w) _ (T @=DY) _In(C®) In(2-DY

n n n n
In(T'(1 N In(C(
_In(rm) ())+lln(£j:—n( ())+lln(n!)—ln—n
n n n n n n
In(T°( ’
:—n( ())+lln(£n\/2nn(ﬁj J—ln—n
n n e n
In(I'(1
:M+l(ln£n+lln(2n)+llnn+nlnn—nj—ln—n
n n 2 2 n

:1nn—1—h1—"+l(1n(r(1))+1nsn+11n(2n)j
2n n 2

Or, Ing, ————0, donc In(I'(1))+Ing, +%ln (2m)=o(Inn). Avec 1121_n =o0(1), on obtient :
n

=lnn-1-—+o
n 2n

In(T'(n)) Inn (lnnj

n

Q15. La fonction T" est dérivable sur R’ et pour tout xe R, I'(x+1)=xI[(x). En dérivant, on

obtient :
I'x+D)=xI'(x)+IT(x).

6
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Q16.

Q17.

Q18.

Alors, pour tout xe Ri :

_TG+D) _xD0+T0) _ 2T, ()
[(x+1) x[(x) x[(x) xI(x)

W(x+1)

Soit, pour tout xe ]R*+ :

Y(x+1)= lI’(x)+l
X

Pour tout ne N :
o(n+1)—0(n)=¥m+D)—In(n+1)-¥(n)+Inn
=‘P(n)+l—‘P(n)—ln(1+lj=l—ln(1+lj
n n) n n
Donc :

¢(n+1)—¢(n)=l—(l—%+o(%n=%+o(%j.
n \n 2n n 2n n

. 1 . . 1 .
Ainsi, ¢(n+1)—d(n) ~ 7 et la série positive ZF converge. Donc, par comparaison avec
n n

une série a termes positifs :

La série de terme général ¢(n+1)—0¢(n) converge.

La série de terme général ¢(n+1)—0(n) converge, donc grace au théoréeme liant suite et série :

La suite (¢(n))

L converge.

On a admis que la fonction ¥ est croissante, donc pour tout xe R’ :
P(lx])<P@)<P(| x]+1).
Comme In| x |<Inx<In(| x|+1),ona —In(| x |+1)<—Inx<—In| x| et donc:
Y(lx])-In(|x[+1])<¥@x)-Inx<P(|x |+1)-1n| x].

Soit :

¢(LxJ)+lanJ— ln(LxJ+1) <o(x) < ¢(LxJ+l)+ ln(LxJ+1)— In LxJ .

Ou encore :

¢(LXJ)—IH[1+ﬁJS¢(x)£¢(LxJ+1)+ln(l+L%j.
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Q19.

Q20.

Or, lim ¢(| x])= lim ¢(| x|+1)=C et lim In 1+—J 0, donc :

X—>+oo0 X—>+oo0 X—>+oo0 I_xJ

xlirfl{q’(LxJ)_ln(lJrnﬂ—Xl_lglw_ (Lx J+1)+m[1+mﬂz

Par le théoréme des gendarmes, on obtient alors :

lim ¢(x)=C

X—>+oo0

On suppose C #0.Comme lim ¢0(x)=C, pour tout réel € >0, il existe Ae R’ tel que pour
toutréel x>A,ona |¢(x)—C| <e.

Quitte a remplacer A par 1 (si A <1), on peut supposer que A >1. Alors, pour tout réel x> A :

I = = 1(ca x
‘;L (6)~C)ar S—L |¢(t)—C|dtS—(L |¢(z)—c|dt+jA|¢(;)_c|dt)

q)(t) Cdt+ sdt—£+1s x—A <£+18x—£+8
X X X X X

avec B= LA|¢(I) - C| dt.

B o . , . B
Comme ——————0, il existe A'e R, tel que pour tout réel x> A', —<e€.
X X

Alors, pour tout x>max(A,A')e R, ,ona <2e¢.

ljl’“(qxz)—c)azz
X

Ceci prouve que lim lJ-X(q)(t) —~C)dr=0.0r:
x—too x ol
C
—j o(1)—-C)d :—j 01 di=C -+

C 1 L.
Comme ————-—0, on obtient lim — q)(t) dt=C etcomme C # 0, on peut écrire :
X X—>+o x

Lxcb(t)dt ~ Cx

X+

Pour tout xe R,
jlxq)(t)dt:jlx(‘P(t)—lnt)dt:jlle(t)dt—Lxlntdt:j r((t)dt jlntdt

Comme T est strictement positive et de classe C' sur R, on peut écrire :

[ o@dt=[In(T(t))~tInt+1] =In(TC(x)) - xIn x+x~In (1)) -

8



PSI* octobre 2025

Alors :
_ In (F(l)) +1

X

M—lnx+l
X

1 ex
— [ odr =

.1 . . (In(T(x)
Avec lim — 1(1)(t)alt:C,0nobtlent: Iim | ————=—-Inx+1|=C.

X—>+o x X >+ X

n—+oo n

) R . In(C(n))
Ceci donne pour des valeurs entieres : lim | ————=—Inn+1 |=C

In(T In(T"
Or, d’apres la question Q14, —n( (n))—lnn+1 ~ __lgln’ donc lim [—( (n))—lnn+1j:0
n n n— e n

et ainsi, C =0, ce qui contredit ’hypothese C #0.

Finalement, C # 0 meéne a une contradiction, donc :

c=0

Q21. Soit xe Ri. Pour tout me N, on a avec la question Q15 :

‘P(x+m+1)—‘P(x)=i(‘1‘(x+j+l)—‘{’(x+j))=i !

=0 Xt
Donc :

P+, 1‘—lnm=‘P(x+m+1)—lnm
~,-:0x+]

=¥ (x+m+1)—In(x+m+1)+In(x+m+1)—Inm

=‘P(x+m+1)—ln(x+m+l)+ln(l+x—+1j
m

Or, d’apres la question précédente, lim (‘P(x+ m+1)—In(x+m+ 1)) =0 et comme on a aussi

m—>+oo

lim In (1 +x—+1j =0, on obtient pour tout x€ R, :

m— +oo m
. -1
lim | W(x)+Y ———Inm =0
m— +oo =0 x+J
Q22. Pour tout ne N, la fonction f, est bien définie sur R, et pour tout xe R, 0< <let:
x+n

fn(x)=L+ln(l— ! jzh( ! j
x+n x+n xX+n

avec h(t)=t+In(1—¢) définie sur |0,1].
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La fonction & est dérivable sur ]0,1[ en tant que somme de telles fonctions et pour tout
re]0,1] :
1 t
h'(t)y=1-—=—-——-<0.
© 1-t -t

Ainsi, h est strictement décroissante sur ]0,1] .

Or, pour tout ne N', x>

est strictement décroissante sur R’ et 2 images dans ]0,1],
xX+n

donc f, est strictement croissante sur R, .

De plus, lim f (x)=0 etquand n=>2, lirr})fn(x):lﬂn(l—lj.
X—+oo x— n n

Ainsi, pour n =2, f, croitde l+ In (1 —lj a0, donc :

n n
l+ln(1—l)‘.
n n

fn

fn

. =sup|f,|=
R,

Or, l+ln(1—lj=l—l—%+0(%j, donc
n n n n 2n n

converge, donc Z” 1, ||m converge et ainsi :

=)

1 1
oD 1 sé . 1
i et la série positive zan

La série de fonctions z f, converge normalement sur R .

n22

On a alors pour tout entier n>2 et tout xe R,

Zf(x)zi[—ﬂn x+n-1)- ln(x+n)}
) +Z[ln x+n-1)- 1n(x+n)]

=2

n2-x

=> +In(x+1)=In(x+m)

S x+n

| 1 1
=z —~Inm——-——+Inm+In(x+1)—In(x+m)
o X+n x x+1
=[z ! —lnm}—l—L+ln(x+1)—ln(l+£j
‘o X+n x x+1 m

m—>+oo n:0x+n m—+oo

D’apres la question précédente, lim {z ! —In m} =—W¥(x) etona lim In (1+1j =0,
m

donc lim {z fn(x)} =—‘P(x)—l—%+ln(x+l), soit pour tout xe R,
m—+ oo = X x+

+* 1 1
;fn(x)——‘l’(x)—;—m+ln(x+l)

10
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II1. Comportement asymptotique des o ,

Q23. La fonction x> P, (x) est définie et dérivable sur R et s’annule en O, 1, ... , n. Donc, la

fonction h: x> In|P,(x)| est définie et dérivable sur R\[0,n].

=ln‘x(x—1)...(x—n)‘ =Zn:ln

j=0

Pour tout xe R\[[0,n], ona h(x) =

s P &1
h(x)—Pn(x)—]Z_(;x_j.

Or, pour tout ke [0,n-1], x,, € R\[[O,n]] et P'(x,,)=0, donc:

h'(x,,)= %, O—Zn:

P(nk)_ /Oxnk J

Avec x,, =0, +k,on obtient :

< 1 d 1 < 1
Z—_ =0 © z—_ ,+Z—_ -=0.

k 1 n—k-1 1
:Z .,—ZO—_ ——=0.
, J = ,

Soit pour tout k € [0,n—1] :

k 1 n—k-1 1
> -

0+ G d-o, )+

Q24. Soit 1€ ]0,1[ fixé. Pour tout ne N ,ona:
nt—1<|nt|<nt et n(l-t)<n—|nt|<nl-1)+1.

Comme t>0etl—r>0,0na:

lim | nt|= lim (n—|nt])=

n—+oo n—+o
On reprend la série de fonctions z f, dela question Q22.
n>2
s . . , *
On a vu que cette série converge normalement, donc uniformément, sur R, , de somme :

> L :xH—lP(x)—l—LHn(xﬂ).
= x x+1

Pour tout entier n =2, posons :

n

P (x) - Z

k=0 X+

= sup |- +In(x+n).

XE ]R

a, = sup|~ ‘P(x)—l—%ﬂn (x+1) ka(x)

xeR’, X Xx+

11
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La convergence uniforme de Z f,donne lim a,=0.

n—+oo
n22

Pour tout entier n tel que LntJ >2 et n— LntJ >2 (ce qui est possible car lim |_ntJ + o0 et

n—>+oo

lim (n—I_nt_|):+oo), on peut écrire, avec u, =0, € |0,1[cR] et 1-u,€]0,1[cR] :

n—>+oo n,|nt|
]
-WYu,) - z +ln(un+|_nt_|)SaLmJ
kO n
—|_ntJ—1
_‘P(l—un)— ; m"'lﬂ(l l/l +n— LntJ )_a_LmJI
Or, avec la question précédente, on a :
L] n=| nt |1
-y 1 - -¥Yd-u)- ——+In(1- - -1
(,) = Z +n(u,,+LntJ)H (A-u)= 2, (l—un)+k+n( u, +n—|nt | )}

LntJ 1 n—Lm‘J—l 1
=—Wu,)+¥Y(l-u,)- z - z ﬁ
J

k=0 an,LntJ +k k=0 (l_an,tnt

+ln(un +|_nt_|)—1n(1—un +n—|_nt_|—1)

:_T(un)+\P(l—un)+ln(|_nt_|)+ln(|_zzj+1J—ln(n—|_"d) ln(l—n Lan]

:_lp(un)+‘P(1—un>+1n[ngnf,£4} (LnJ ] ln( n— Lntj]

n—LmJ—l

+1n (u, +LntJ)} {— Wa-u)-

Et:

[nt ] 1
@) kzz(;un+k

+ln(1—un+n—LntJ—l)}

o (d—u)+k
lP LntJ 1 l lP 1 n—LntJ—l 1 1 1
<|— — — — — — — —
< (u,) ; n+k+ n(un+Lm‘J)+ d-u,) kzz(; (l—un)+k+ n( u,+n Lm‘J )
S a'_ntj + anfl_nrjfl

Pour tout entier n assez grand :

S, T -

—\P(un)+W(l—un)+1n[nETtJtJ]+1n(LZ';J+1]—1n(1-n_”—fnd} <

or, lim (a,, +a,;,,)

lim. (‘P(u) w1~ u>+ln( LL’TJJ (LntJ j““(l_n LntJ]]

12

=0, donc :
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Q2s.

Comme 0<u, <1, lim | nr|=+oco et hm (n LntJ) +oo,0na:

ﬂ’w@“(ﬁﬁ“]‘l“(l‘n—ufnq]]:

lim [‘P(un)—‘P(l—un)+ln( L"IJD

n—+oo

0<nt—1<LntJSnt

Et enfin, pour n assez grand, on a ,
O<n(l-1)< n—|_ntJ <n(l-1)+1

1
a=n) n=|nt] _n-n+1 1= _n-[m] 70,
nt | nt | nt—1 t | nt | 1

R . . on—|nt| 1-r
Avec le théoreme de gendarmes, on obtient lim =——,dou
o+ | nt | t

1irpw(lp(un)—lp(1—un)+1n (1—7D =0

On vient de prouver que pour tout 7€ |0,1[, lim (¥(u,)—¥(1-u,))=In (%j
n—>+oo —t

L’énoncé donne pour tout x€ |0,1[, T(x)T(1-x) = et comme toutes les fonctions en

Tx)
jeu ici sont dérivables sur |0,1[ (I est de classe C' sur R, donc sur ]0,1[), on peut écrire

pour tout xe |0,1] :

['(0)[(1=x) ~T() (1 - x) = g 2B
in” (7x)
Et comme I'(x)I'(1—x) =— #0, on a pour tout xe 0,1 :
sin (7tx)
W) —W(l—x) = I'(x) 3 I'd-x) _ I'Ird-x)-Irx)I''a-x) . Cf)s (1tx) — Tcot ().
I'x) T'd-x) I'x)I'd-x) sin (Ttx)

Pour tout ne N, u, = O, | € ]0,1[, donc on peut écrire :
Y(u,) —¥Y(1-u,)=mcot(nu,).
D’apres Q1, la fonction cot réalise une bijection continue de ]O, n[ dans R . Sa réciproque,

notée arccot, est elle-méme une bijection continue de R dans ]0, n[, vérifiant pour tout

xe]0,1[, arccot(cot (mx)) =7x . Ainsi, on peut écrire pour tout ne N :

u, = larccot(%(‘l’(un) —‘P(l—un))j .

T

13
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Par continuité de arccot sur R et avec lim l(‘P(un) —W¥(l-u,))= lln (Lj, on obtient :
T

n—+oo U 1—-¢

. 1 1 t
lim u, =—arccot| —In| —
n e T T \1-t

Probleme 2

Q26. On E = Vect( o for fises ) ), donc E est engendré par une famille finie, d’ou :

E est de dimension finie.

La famille (f_l, Jos fiseees fp) est génératrice de E.
Montrons par récurrence sur pe N* que cette famille est libre.

e Initialisation : Pour p=1,soit (A_,,A,, A, )e R® tel que A_ f, +A,f, +A, f, =0.

Alors, pour tout xe J, on a 7\,_11n(1+x)+7u0+1;Ll =0.0r:
+Xx

A X’
k_lln(l+x)+k0+l+‘x :k_(x—;j#»o+7L1(1—x+x2)+xgo(x2)

;\‘—1 2 2
:k()+kl+(7u_l—kl)x+(kl—7jx +Xgo(x )
Par unicité du développement limité, on obtient :
Ay +A, =0 A == A =0
A,-A=0 o {7\’—1 3 =20, & A =A=A,=0.
20, —A_, =0

Ainsi, la famille ( o fos fl) est libre et la propriété est vraie au rang 1.

e Hérédité : Supposons la propriété vraie Aunrang p—le N,
Soit (A, A, Apses b, ) R? tel que A, £ + Ao fy + A, fi 4.+, f, =0.

On a alors pour tout xe J :

A
A In(d+x)+A,+ M +.+—2—=0
1+ (1+x)?

Soit :
A A+0" In(d+x)+A,(1+x)" + 4,0+ 0" +.+L, (+x)+A, =0.

Et en faisant tendre x vers — 1, on obtient A p = 0.

14
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Alors, on a A_ f +A fy+A fi+..+A, f, =0 et par hypothese de récurrence, la
famille (£, f,, f,..... f,,) estlibre, donc A_ =2, =4, =..=L,_ =0.

Ainsi, A, =A, =7, =...= , =0 et donc la famille (f_l, Sos fiseees fp) est libre.
La propriété est vraie au rang p.
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour pe N'.
Ainsi, la famille ( oo fos fireees fp) est libre et génératrice de E : c’est une base de E, donc la
dimension de E est le cardinal de cette famille, soit :
dimE=p+2
Q27. L’application @: f — f(0) définie sur E est linéaire, c’est donc une forme une forme linéaire
sur E. Elle est non nulle car @(f,) = f,(0)=1.
Ainsi, kero={f€ E\ f(0)=0} =F est un hyperplan de E, donc :
F est bien un hyperplan de E.
Q28. L’application g:x+> (1+x)f'(x) est bien définie sur E car toutes les fonctions f, sont

dérivables sur J, donc toute fonction de E (qui est une combinaison linéaire des f, ) I’est aussi.

On a pour tout u(f) :L et les applications v:h+—> i et d: f+— f' sontlinaires (linéarité de
1 1

la dérivation), donc u =vod I’est aussi.
Enfin :

® f_l':fl,dOI’lC u(f—l):f();
e f,=0,donc u(f,)=0 ;

e pourtout ke[, p], fk':xH—%,donc u(f)=—kf,.

(I+x
Ainsi, pour tout k€ [-1, p], u(f,)€ E, donc:

u(E)=Vect (u(f. ), u(fy), u(f),....u(f,)) < E.

Ainsi :

u est bien un endomorphisme de E.

15
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Q29.

Q30.

Q31.

On vient de voir que :
u(E)=Vect (u(f ), u(fy), u(f),....u(f,))=Vect(f),0,= fi,....— Pf, ).

Donc :

Imu =Vect(f0,fl,..., fp)=G

Comme la famille (f_l, Sos fisees fp) est libre, la famille (fo, Sis oo fp) I’est aussi et donc :

rg () =dim(Vect (f,. f,..... f,)) = p+1.
Par le théoréme du rang, on a :

dimkeru =dimE—-rg (u)=(p+2)—(p+1)=1.

Or, on a vu que u(f,)=0, donc Vect( fo)ckeru et comme f,#0 (f, est la fonction

constante x+> 1), on a dim(Vect (f, )) =1=dimkeru, donc :

keru =Vect( f,)

F—>G
est
fulf)

Par définition, F — E et on vient de voir que Imu =G, donc I’application u :{

bien définie et est linéaire. De plus :
e Festun hyperplande E, donc dimF =dimE-1=(p+2)—-1=p+1=dimG ;
o keri=kerunF =Vect(f,)NF={\,\Ae R,Af,(0)=A=0} ={0}.

Ainsi, i est injective et ses espaces de départ et d’arrivée ont méme dimension donc :

| F>G ) )
u: est un isomorphisme.

J = ulf)

Prouvons par récurrence sur n que pour tout ne N, la fonction A, est définie et continue sur J.

e [nitialisation :
fo. @)

1+¢

. () In(d+ .. . x
La fonction x— G = n(+x) est définie et continue sur J, donc A, : x Hj
1+x 1+x 0

est bien définie et de classe C', donc continue sur J.

dt

Ainsi, la propriété est vraie au rang n=0.
e Heérédité :

Supposons la propriété vraie a un rang ne N, donc A, est définie et continue sur J.

16
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h,(x)
1+x
est bien définie et de classe C', donc continue sur J.

X—h"(t) dt
0 1+¢

Alors, la fonction x = ——— est bien définie et continue sur J. Alors, &, : x> j

La propriété est donc vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour ne€ N, autrement dit :

La suite de fonctions (/4 )’ZGN , définies sur J, est correctement définie.

n

Q32.0na:
' S (t) sIn(i+n . _[1 1 2
hy x> j di=| o [2(ln(l+t)) L_z(m(ux))
: *M (i L =1 3
hyxs | L di=[ o (n (1+1)) d r=—(In(1+)

Prouvons par récurrence sur n que pour tout ne€ N,ona h, : x>

1 n+2
2)!(ln (1+x)"".

® [nitialisation : On vient de la faire : la propriété est vraie au rang n=0.
e Hérédité : Supposons la propriété vraie a un rang ne N.

Alors, par hypothese de récurrence, on a pour tout xe J :

hm(x):.[o"wd;:jox ! ! ——(In(1+1))"" dt

1+¢ (n+2)!1+¢

X

1 1 n+3 _ 1 n+3
_Ln+2)!n+3(ln(1+t)) L = (n+3)!(1n(1+x))

La propriété est donc vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour n€ N, autrement dit, pour
tout ne N :

h, :x—

1 n+2
nt 2)!(ln (1+x))

Q33. Pour tout xeJ fixé, la série z (ln(1+x))"+2 est une série exponentielle, donc

(n+ 2) !
converge avec :

Zhn(x) z ——(In@l+ x)" = f L (na+x)’

2)' !
L (In(1 Lina+ o) =L+ )
zm n(1+x)) —&(n( +x)) —ﬂ(n( +x))

=exp(In(1+x))—-1-In(1+x) =1+x—1-In(1+x)
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Q34.

Q3s.

Ainsi :

La série Z h, converge simplement sur J et a pour somme S : x Z h (x)=x-In(1+x).
n=0

La fonction S est une différence de deux fonctions de classe C' sur J, donc :

La fonction S est de classe C' (donc dérivable) sur J.

On a pour tout ne N et tout xe J :

Zh(x)

k=n+1

+ oo

Z 1n(1+x) ‘

z (In(1+x)"*

Ko (k+ 2)'

S(x) —Zn:hk (x)|=

Alors, pour xe R, cJ,ona:

+oo

> ! (ln(l 0) >

s k! (n+3)!

‘S(x)—zn:hk(x) = (In(1+ 0)".

Comme lim

+ 00 par comparaison,
xo+e (n+3)!

(In(1+x))" =+, on a lim ‘S(x) Zh(x)

k=0

n
donc la fonction S — th n’est pas bornée sur J, donc ne possede pas de norme infinie sur cet
k=0

intervalle. Ainsi :

La série z h, ne converge pas uniformément sur J.

Soit [a,b] = J . Pour tout ne N et tout xe [a,b],ona:

In(l1+a)<In(l+x)<In(1+b).

Donc, Smax( )=M et:
n+ Mn+2
In(1+x)|" <
2)‘ (n+2)!
n+2 Mn+2
Ainsi, h, est bornée sur [a,b] avec max < . Comme la série z
elas) (n+2)! (n+2)!

converge, la série Zhn vérifie 1’hypotheése de domination sur [a,b], donc converge

normalement sur [a,b] et ainsi :

La série ) h, converge uniformément sur tout segment [a,b] < J .
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Q36. Par définition de la suite (h,) _,onapour tout ne N et tout xe J :

() _ 1 (nd+x0)"

h (x)=
(%) l+x (n+2)!  1+x

Posons R (x)= Z I, (x).On a alors pour tout ne N et tout xe J :

k=n+1

n+2

1 (In(d+x)

R (x h.(x)=h_ (0)+R_ (x)= +R . (x).
n( ) k;-l ( ) n+1( ) n+1( ) ( +2)' 1+X n+l( )
Et:
= hy, (x) ] & S(x) 1+In(1+x)
R,(x h, (x n = =1- .
()= z ()= z e (0= Z1+ 1+xk0k() 1+x 1+x
Par croissances comparées, ln1(1+x) ———0,donc lim R (x)=1.
+_x X —>+ oo

Prouvons par récurrence que pour tout ne N, lim R (x)=1.
X—>+oo0

¢ On vient de voir que la propriété est vraie pour n=0.

® Supposons la propriété vraie a un rang ne N. On a alors lim R (x)=1 et par

x> +oo

n+2
. ) ) (ln 1+ x))
croissances comparees, on a lim —————=0.

X te 1+x

1 (In@+x)"

Avec R . (x)=R (x)—
(D =R, () (n+2)!  1+x

, on obtient alors :

lim R, (x)=1-0=1.

La propriété est vraie au rang n+1.
Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N.

Ceci implique que dans le cas >1 et on ne peut donc

xeJ

=0. Ceci permet d’affirmer que :

avoir lim
X+ ey

La série Zh'n ne converge pas uniformément sur J.

Soit [a,b] = J. Avec a nouveau M =max( ), ona O<l+a<l+x<1+b,

donc O<L<L pour tout x€ [a,b] et pour tout ne N :
I+x 1+4a

Mn+2
l+x  l+a®+2)!

P ()] =
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1 Mn+2
Ainsi, %', est bornée sur [a,b] avec max|h', (x)|<— . Comme la série
xela.b] 1+a (n+2)!
1 Mn+2
— converge, la série D h', vérifie I'hypothese de domination sur [a,b], donc
I+a (n+2)!

converge normalement sur [a,b] et ainsi :

La série Zh'n converge uniformément sur tout segment [a,b]c J .

Ainsi, pour tout [a,b]c J :

e pourtout ne N, i estdeclasse C "surJ ;
e lasérie Zhn converge simplement sur J, donc sur [a,b] ;

e lasérie Zh‘n converge-t-elle uniformément sur [a,b].

Ceci permet de conclure que la fonction S est de classe C' sur tout segment [a,b] c J,donc:

La fonction S est de classe C' sur J.
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