PSI* novembre 2025

Corrigé du DM n° 4

1) Notons B, =(e,, e,,...,e,) la base canonique de R" et appelons u ’endomorphisme de R”
canoniquement associé a la matrice A. On a alors :

u(e)=ae +a,.e,

ule,)=a, e +ae,

n+l

u(e,)=hae,, Vke[2,n—-1]

Si on considere labase B=(e,, e, €,,...,€,,),0ona:

a a, 0 - 0
My =| 0 0t Dot p
] = a, *. =| o =r.
? . '.2'. 0 0., | AD
0 0 - 0\
Ainsi, A et F représentent le méme endomorphisme de R" dans deux bases différentes, donc :
A est semblable a F.
On aalors A= PFP™" avec:
100 - 0 10000
001" : 000--01
_pB _|000-.00 -1_pB._{01 0--00
P=bp =il o)l =B =g
000--01 .00
010---00 0---0010

—1 T . . . 7. .

On peut noter que P~ =P . Or, si R" est muni de sa structure euclidienne canonique, les deux
. B .

bases ‘B, et B sont orthonormées, donc P =P, est une matrice de passages entre deux bases

orthonormées, elle est donc orthogonale, soit P l=pT.

2) Remarquons que, comme pour tout ie N, ¢, =0 oul,ona a* =a, pour tout oce N'.

a. Soit ke N". Tel qu’indiqué, considérons deux cas.

® a,=a,, Onaalors:

k k k k
0 a,) _{0a,]| _ a* 01} _ u 01
a,, 0 a. 0 10 "10)°
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2 2p 2p+l
Or, ((1) é} =1,, donc pour tout pe N, ((1) éj =1, et ((1) éj =((1) éj , et ainsi :

k .
) 0 I, quand k est pair 1
Si A =0y (a a"“j = an+1‘]2k =4, { > 4 P avec J, = (0 .

0 J, quand k est impair 10

n+2

an+1 # an+2

deux cas ( 0

n+2

b. On suppose ici que

0
. Comme a,,,, a,,, € {0,1}, on a alors (aw ag)“j = (8 (l)j ou ((1) gj et dans les

2

a o
n+l — .
o] = 0, . Ainsi :

0

k
. 0 a
Sia, #a,,, (a "“j =0, pour tout k =2
n+2

a a 0 a
a=a,,donc E=| ' ""|=ql,+ L
an+2 al an+2 0

. * N <
Soit k€ N . On considere a nouveau deux cas.

* an+1 = an+2 N On

o Sl an+1 = an+
o Sia, =a

n+

o Sl an+1 = an+

considere plusieurs sous cas.
k k k
,=0,alors E* =(al,) =a/1,=al,.
k k
,=leta =0,alors E=J, et E"=J,.

,=let q =1, alors E212+J2:(1 1) et EX :2"‘1(1 1):2k‘1(12+J2).

Ainsi, quand @, =a,, pour tout ke N :

Sia, =a

al, quanda,, =a,,=0

k _ — — —
nins B = quanda,, =a,,=1a =0

Jh_ {12 quand k est pair

J, quand k est impair

2“'(1,+J,) quanda,, =a,,=14a =1

an+1 # an+2 . On

0 ! . 0
a D =0, pour j=2.Comme [, et D commutent, on
a 0 a., 0

n+2

peut utiliser la formule du bindme qui donne alors :

Soit :

1 J
kY .. 0 a 4 0 a
Ef = ( .jak ’( ”“j =a'l +kad" 1( "“J
j—zo -] ! an+2 0 b2 ! an+2 0

=al,+ka™ (E-al,)=ka"E-(k-1)al,

E quand k =1

Sl an+1 ian-*—Z 4 Ek =
a,(kE—(k=1)1,) quandk >2
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c. On suppose ici que a, #a, et a,,,a

d. On suppose ici que a, #a, et a,,,a

0.

n+2 =

a 0 a a
— — — — 1 1 n+l
Comme a,,,a,,=0,0onaa,,=0oua,,=0,etdonc E—(a 4 j ou (0 . j

n+2 n
Dans les deux cas, X, =(X —a,)(X —a,) et comme a, #qa,, ¥, est scindé a racines simples
donc E est diagonalisable : il existe Q€ GL,(R) telleque a<p E = Q(CS C? )Q‘l.

Ona:

ax+a =a,x a =0 _
E(x):al(xj o 1 w1y 1 o 1Y o (x):a(al anj
y y an+2x + any = aly an+2x = (al - an )y y an+2

E(szan(xj PN a1x+an+1y:an‘x PN an+1y:(an_al)‘x P (Xj:a( an+1 j
y y a,,x+ay=a,y a,.,x=0 y a,—q

- 1 —a -
avec ote R. On peut donc prendre Q :(al 4y j et Q' = ("n a4 —4a,, j avec
an+2 an _al detQ - an+2 al _an
detQ=- (al —an)2 -a,a,,=—1,donc Q_l =0Q.
Ainsi :
= 4 0 -1 - —|4—a, 4a,
k alk O -1 k X . . f a 0 »
Alors E" =0 0 o Q . Or,comme k22, a =a, et a, =a,. Ainsi, E" =Q 0‘ . o',
a, ;
soit :

EX=E

#0.

n+2

i. Comme a,a,,a,,,a,,<c{0,1} :
® sig#a,ona(a,a,)=(1,0)ou (0,1);

® sia,a,,#0,onaa_  =a,,=1.

n+2 n+2

Ceci ne laisse que deux possibilités :
11 01
e=[io) (1)

ii. Prouvons la propriété par récurrence sur ke N .

e e 1 oz s
Initialisation : Pour k=0,ona E’ = ( 0 (l)j . La propriété est validée en en posant u, =1,

u=0cetu,=1=u +u,.



PSI*

novembre 2025

Hérédité : On suppose la propriété vraie a un rang k€ N . On a alors par hypotheése de
récurrence :

Ek+l — EkE — Uy Uiy (1 lj: Uppr +uk+l Uppr :(umz +uk+l ukﬂj
uk+1 uk 1 0 uk+1 +uk uk+1 uk+2 uk+1

uk+3 uk+2

uk+2 k+1

Et en posant u,,, =u,,, +u,,,,on obtient bien E**' = ( j La propriété

est donc vraie au rang k +1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k€ N et ainsi, ici :

Il existe bien une suite (u,),_ telle que pour tout ke N :

k
Ek :(1 (l)j :(I;:k” ML’ZHJ et Uph =Up T U,
k

k+1

La suite (u,),. est une suite récurrente linéaire double a coefficients constants (la suite

de Fibonacci). L’équation caractéristique associée est x> —x—1=0 dont les racines sont

1-45 1445
et >

2

. Il existe alors deux réels A et B tels que pour tout ke N :

” —A(ﬂJk+B(l+\/§jk
K= > :

2

Or,onavuque u,=1 et u, =0, ce qui donne :

A+B=1 A+B=1 A= 2\/5
1-v5 1445 & 1 &
A +B =0 A-B=— -
2 2 NG p=_1 Vs

Ainsi, pour tout ke N :

y :1+\/§ 1-+/5 k_l—x/g 1++/5 ‘

Coads L2 51 2 )7

L2 2045 2045 15 2 15 i
1-v5  1-V5)a+5) -4 2 1++/5 2

permet d’écrire pour tout ke N :

_1 1+_\/§ k-1 1_\/5 k-1
S | B T

O

iii.Remarquons que OLyrro ) (0l avec 010l =[,. Ainsi :
: quonsque {4 o ll1oll10)7\ 11 1o)l1o)™ " '

11 01 01y (11), ., (01)_ .
(1 0) et (1 J sont semblables, avec (1 IJ_R(I OJR ou R_(l OJ—R .
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On obtient alors pour tout ke N, (

(

k k
01 11 1 U, u
=R R =R| *?
1 lj (1 Oj (uw
k
0 lj _( u, u,, j
11 Uiy Uisn

k+1

jR, ce qui donne :

Uy

3) Comme Ee M, ({0,1}) , chaque coefficient peut prendre deux valeurs, ce qui donne en tout 2*

possibilités. Ainsi :

Il y a 16 matrices E possibles.

Faisons un tableau récapitulatif.

Nombre de matrices

Question Conditions Matrices concernées concernées
er a =a, 10)(11)(00) (01
e | [17%, | (OCIEDEY | -
nd a =a, 11)(10)(01)(00
e (272, | CHIENE) | -
) a *a, 10 11 10 00 01 00 6
¢ a.a.=0|00)000)10)(01)lo1)(11
a #a, 11) (01
2 d {an+1an+2 # O (1 Oj’ (1 lj 2

On retrouve bien 16 matrices en tout, donc :

La question 2 balaye bien toutes les possibilités.

4) Remarquons que pour tout ke N°, D* = Diag (azk, @l ) = Diag (a,,...,a, )=D.
Pour tout Ne N” :
X X “1\k 1 kp-1 1 k| p-t
> z (pFP') = PF'P™' =P F*|P
P k(k+1) k(k 1) = kk+1) = k(k+1)
~ . .
N E N E' 10
=P z --------------- 2 pTt =Py e
pt k(k+1) AD P k(k+1) 0,25 | LD
N . :
_ i 0
N E' Z k<k+1> ;
=P\ 2 =P =P VY P!
& k(k+1) 2D | A
0n—2,2 § Z D
= k(k+1)

Or, I’application ® — PP

M (R) est de dimension finie, donc 1’application ® > POP ™'
1\ -1
) .

va de méme pour ® > P~ '®P =P 'd(P”

est linéaire sur M, (R) (par bilinéarité du produit matriciel) et

est continue sur ‘M, (R). Il en
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) . 1 ) ) .
Ceci permet de conclure que la suite z A converge si et seulement si la suite
o k(k+1) NN

1
Z E' OZ,n—Z

k(k+1 . . .
RICES), [ NN J converge. Et comme une suite de matrices converge si et

N
k=

n-2,2

> D
o k(k+1) .
NeN

seulement si elle converge « coefficient par coefficient », on peut conclure que la suite

&1 : . . 5o
z A converge si et seulement si les deux suites (Z E"j et
~ k(k+1) a k(k+1) vy

NeN"

N )\‘k
[z jD convergent.
o k(k+1) Vel

Considérons les deux suites.

N k
e La suite ((z JD] converge si et seulement si D=0, , ou la série numérique
NeN’

o k(k+1)
k
z converge. Or :
i1 k(k+1)
, A . A "
o si A>1, ————>+, donc la série z diverge grossicrement ;
k(k+1)| e (k+1)

k

o si 0<AZ<1, on,
k(k+1)

. . ) 1
SP pour tout ke N et la série de Riemann ZF

k

converge, donc la série Z
k=1

converge absolument.

}\,k

Ainsi, la série z converge si et seulement si Le ]0,1]

= k(k+1)
Finalement :

k
La suite Z A D converge si et seulement si D=0, , ou A€ ]0,1].
k(k+1) "

k=1 NeN"

k
Pour A€ |0,1], 2% converge et :

k=1

,(Z:;k(k+1)=,§ k k+1 =§7_§k+1=§77kzlk+1
+m7\’k 1+m7\‘k +oo7\’k 1+m7\‘k +oo7\’k 1+m7\‘k 1_?\/
SA _ A 5L S =Y Oy o1+ ma-a
D ey DX 3L ST IR

k=1 k=2 k k=1 k=1 k k=1 k=1

+ o0 xk +m(?\1k 7\‘]( j + o0 7\‘/( + o0 xk + o0 xk 1 + o0 7\‘/(+1

Et pour A=1:

o =11
——|=1.
2 Z(k k+1j

“rk+1) =
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Donc, si D=0, , ou Ae ]0,1] :

-\
(i A jD:h(k)D wwee Ky [+==In(1-2) quand A€ ]0,1]

= k(e +1) 1 quand Ae [1,+ o]

N

e Pour étudions la convergence de Z
o k(k+1)

E"j suivant la valeur de E, faisons un
NeN*

tableau récapitulatif des résultats de la question 2. Pour Ne N :

N
1
E k E*
E Zk(k +1)
(0 OJ (1 Oj(l 0) (1 1]
00/){01)l0o0)’l00 N 1
10) (00)(01) (00 o k(k+1)
Lo} (i1
(0 lj:J JE I, quand k est pair i 1 I
10 ? : J, quand k est impair o k(k+1) :
11 (11 1y 2f 11
2 —
(1 1) (1 1) 2(2 k(k+1) )\1'1
01) (00 1
(0 Oj’(l Oj 0, (pour k=2) EE
11) (10 ul 1
(0 1)’(1 1) k(E-1,)+1, ;k(kﬂ)(k(E—IzHIz)
(1 1) k+2 uk+1 ﬁ 1 (ukﬂ uk+1j
10 U, u, o k(k+1D)\ Uy U,
(0 1) ( uk uk+l j ZN: 1 ( uk uk+lj
1 1 uk+1 uk+2 k=1 k(k+1) uk+1 uk+2

Avec ce que I’on a vu plus haut, on obtient les résultats de convergence suivants.

o Lasérie converge avec :

i 1 Ekz(i ! jE:E.

o k(k+1) o k(k+1)

o1 k(k+1)

o Pourtout ke N :
joL (=D 1=(=DF)_1(1 AN
P2l==Df 1+t 2001 2 (-1 1)

Donc pour tout Ne N :
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+ o0

Or, Z

kD)
= (=) D (=D GG
gk(k+1)_;( k+1j kl( ko k+ 1j_

Donc, la série de matrices

+ 00 (_ 1)k

k=1

+1=1-2In2.

JJ converge et :
= k(k+1)

i L e 111, 1=2In2( 1 1) _(1-In2 In2
e+ 2\11 > (-11) ( n2 1-mm2)

k

k
o Lasérie diverge, donc la série de matrices z 2 (1 lj diverge.
= k(k+1) <2 k(k+D\11
N
o Z (k 5 :%E pour tout N e N, la séric de matrices »_ E* converge
o k(k+

=1 k(k+1)

1
et sa somme vaut — F .

o Pourtout Ne N :

e (AR por) VAR prreerd B

pay o k(k+1)

) 1 .. )
Et, Z converge, mais Z— diverge, et comme E-—1,#0,, la série de
i1 k(k+1) =2

matrices z
k=1

1 .
P (k(E-1,)+1,) diverge.

o Pour E:G éj,onapourtout NeN :

I,

1+\/§
2

K(k+1) C e J5 145 k2| 2

>1, la série numérique

1 12 1(1+J§

k
] et comme

Z ! u, diverge. Ceci implique que les séries de matrices Z ! (um u"“j
= k(k+1)

o k(k+1D)\ Uy Uy
et z ! (uk” u"“} divergent.
o1 k(k+D)\ Uy Uy
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On peut donc a nouveau résumer les résultats dans un tableau :

)

E Nature dezk(k1+ T K gk(k1+ s ‘
ool oak o} (o} (07} G1H () £
01 1-In2 In2
(1 0) Convergente ( In2 1-In 2)
B >
00){10 o)
BIBIBIBD |
Ainsi :
zk(kl+1) E* converge ssi Ee {(8 8)’((1) (1))((1) 8)’ ((1) (1)) (i 8)’ (8 (1)) (8 i) ((1) (1)) ((1) (1)) (8 (l))((l) 8
Finalement :
La série z k(k1+ D A* converge si et seulement si :

(D=0, oure]0,1])

et 2= {(50)-(6 )6 o)

00
00

10
01

10
00

11
00

10
10

00
01

01
01

00

(o636 )

01
10

)

01
00

00
10

) (1)

En cas de convergence, on a -

Foo 1 . ;
+oo Z ! 02,n—2
5 1L [ Ekery
- 1/ 4oo k
o k(k+1) 0,,,2,2 : z A
é k=1 k(k + 1)

On peut donc a nouveau résumer les résultats dans un tableau :

P_l
jp

+oo

E

1

2

k=1

k(k+1)

k

(

00
00

i

o1l

10
00

i

11
00

i

10
10

i

00
01

i

01
01

i

00
11

)

E |
P {a;j;”ﬁ;zx';;s

(1 ~In2 In2 ) § 0
((1) (I)J P In2 1-In2 § 2,n-2 P_l
0n—2,2 ; h(}\t)D
1
(0 1] [0 0) p EE 5 2ir ([ oo
ooll1ol | | 4. ; __________ g
0n—2,2 é h(}\’)D

I-A

I-———In

avec h(\) = A

1

(1-1) quand Ae]0,1]

quand de [1,+ o]
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5) Définissons I’évenement C,, = «la série z M* converge ».

o1 k(k+1)

D’apres la question 4, pour we Q, la série de matrices Z M (®)* converge si et

=1 k(k+1)

seulement si (V(®)=0, , oure ]0,1]) et U(w)e U avec:
(L G A G S M B
=t (O )16 -0
Il y a donc deux cas.
e SiAe]0,1],alors C,, =(UeU).
e SiAe]l,+oo[,alors C, =(UeU)N(V=0,,).

Comme les variables aléatoires U et V sont des fonctions de X, X, X, ,,,X,,, et X,,...., X

respectivement, {X,, X,, X,.» X,.,} " {X,,..., X, ,} =D et les X, sont indépendantes, le

n+1? n+2 n—1

lemme des coalitions permet d’affirmer que ces U et V sont indépendantes. Alors :
e SiAe]0.,1],alors f(M)=P(C,)=P(UeU).
® SiAe]l,+oo[,alors:
fn=pP(C,)=P(UeU)n(V=0,,))=PUecU)P(V=0,,).
Avec I'indépendance des X,,ona:

P(V=0,,)=P(X,=..=X,,=0)=P(X,=0)..P(X,,=0)=1-p)"".

n-1

Et, pour tout (a, b, c,d)e {0,1}4 :
P(U :(‘c’ 2)): P(X,=a)xP(X,=d)xP(X,,=b)xP(X,,,=c)=p*1-p)*™
ol o est le nombre de 1 dans (a, b, c,d).On aalors :
rwew=i-rueatomnu=i-r(vef) (1)) (.01))

jl:[fEU :3(ii))+j)((] = (é }))j PgU j(i ?))*P(U - (i (1)))+P(U B (? im

Finalement :

Oy (1+2p+3p*)1-p)* qaund Ae ]0,1]
(1+2p+3p>)1-p)" qaund Ae |l,+oo]
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6)

a. On cherche la probabilité de I’évenement « § est inversible », donc celle de 1’événement
(detS #0). Cet évenement n’a bien entendu de sens seulement si S existe, donc seulement si la

L. 1 . . L 1s .
série ) M"* converge. Dans ce qui suit, on suppose que cet événement est réalisé.
o1 k(k+1)

U* . D’apres la question précédente, Z existe bien et est une

Dans ce cas, on pose Z = z !
S kk+1)

variable aléatoire (fonction de U). On a alors :

Et:

|
4 i 02,n—2
]

+oo kk +oo }\,k n-2
det S =det (& Af =det Z xdet V |=detZx detV
) ) On—zzl(zk(k_'_l)jv ) ) [(kz—;k(k‘Fl)j j ) (kz—l:k(k‘Fl)j ©

k=1

k k

+o0
converge et z

Avec Le ]0,1], la série zk(k+1) k(k +1)
k=1

#0, d’ou pour tout we Q :

det(S()#0 < det(Z(w)=0 et det(V(w))#0.
Autrement dit :

(detS #0)=(detZ #0)N(detV #0).

Remarquons que detZ et detV sont des variables aléatoires, dépendant uniquement de U et V
qui sont indépendantes (question précédente). D’apres le lemme des coalitions, detZ et detV
sont elles-mémes indépendantes. Alors :

P(detS #0)=P(detZ #0)x P(detV #0).

U(w) .

1
Pour tout we Q, on a calculé plus haut les sommes possibles de Z Kk D
+

. 00 (10)(10)(11)(10)(00) (01) (00
* SiUwe {(0 oj’(o 1)’(0 oj’(o 0)’(1 oj’(o 1)’(0 1)’(1 1)} alors Z(w) =U(@).

Or, la seule matrice inversible de I’ensemble ci-dessus est I, et dans ce cas, det Z(w) #0 si

et seulement si U(w) =1, .

1-In2 In2

e Si U(CO)ZJzaZ(O’):( n2 1-In2

) et detZ(w)#0.

. si U(w)e{(o 1),(0 Oj}’ Z(w):%U(‘D) et det(Z(w))zidet(U(w)):O car (2 éj et

00 10

00 . :
(1 0) ne sont pas inversibles.

Ainsi :
P(detZ#0)=P(U=1,)+P(U=1J,)=2p*(-p).
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Par ailleurs, detV =det (Dzag e X, )) = X,X..xX, ,,donc avec I'indépendance des X :

n—1°

P(detV #0)

P(X2><...><X,H #0)=P(X,#0,..,X,,#0)
P(X2 iO)X...XP(Xn_l ;t()) :P(){2 :1)x"'XP(Xn—1 :1): pn—2

M* converge avec une somme inversible est :

Finalement, la probabilité que la série
; k(k+1)

P(detS #0)=2p"(1- p)*

b. On a vu dans la question précédente que (detS #0)=(detZ #0)(detV #0). Donc :

« S est inversible » = « Z et V sont inversibles ».

Or, pour tout we Q, la série de matrices Z U ()" converge si et seulement si :

k(k+1)

00) (10 (10} (11} (10} (00) (01} (00) (O01)(01) (00O
Sl 42 S L A B O
00){o1){o0)\0oo0)\10)\o1)\o1)\11){10){00) (10

Hormis ((1) (l)j =J,, toutes les matrices de I’ensemble ci-dessus sont triangulaires avec 0 ou 1 sur

la diagonale, donc Z(w) = z

Kkt D U(m)* sera triangulaire aussi, avec le mémes coefficients
k=1

0 - 1
diagonaux que U () (car =0 et =1). Ainsi, O est valeur propre de Z ()
sonan A kZ‘k(k ) ey prop

si et seulement si O est valeur propre de U(®) .

Pour (? éj =J,= Q((l) _OJQI avec Q= C —11j , donc quand U(w)=J, qui est inversible, on a

Z(w)= Q((l) j avec a= z ek +1) # 0, qui est inversible.

Finalement, dans tous les cas, Z(®) est inversible si et seulement si U (®) 1’est et donc :

« S estinversible » = « U et V sont inversibles ».

c. Sion appelle C I’évenement « Z M* converge » , on cherche ici :

k(k+1)

P(C(detS#0)) P(detS#0)
P(C) - P(0)

P.(detS #0)=

D’apres la question 5, ona P(C)=(1+2p+3p*)(1-p)* (avec Le ]0,1]) et d’apres la question
a,ona P(detS#0)=2p"(1-p)*, donc :

n

2p
PC(detS:ﬁO):m




