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Corrigé du DS de Mathématiques n° 4

Probleme 1

Q1. Les fonctions fet g, sont polynomiales donc :

fet g, sontdeclasse C' sur U, .

Soit x=(x,,...,x,)e U, . Pourtout i€ [I,n],ona x, #0 et:

(- [ 5 - LG

a_x,- k=1k#i X
9g

s () =1

% (x)

1

Donc :

1 n

grad f(x)= f(x)(xi,...,iJ

grad g (x)= (1, s 1)

Q2. Comme fet g, sont polynomiales sur R", elle sont continues sur R".
La continuité de g, implique entre autres que g, ' ({0}) est un fermé de R" et comme U_n est
fermé aussi, X, = {xe U \g ()= 0} =U, g ({0}) est fermé.

De plus, pour tout x=(x;,...,x,)€ X, on a pour tout i€ [1,n], ona 0<x, <> x =s, donc
k=1

X, estinclus dans [0, s]", qui est borné, donc X, est borné.

Ainsi, f est une fonction continue sur X, qui est fermé et borné, donc d’apres le théoreme des
bornes atteintes :

Larestriction de fa X admet un maximum sur X .




PSI*

Q3.

décembre 2025
S s " S
Posons x, =| —,...,— |€e R". Comme s >0 et Z—:s,ona xxeX nNnU,cX,.
n n = n ‘ ‘
TS s
Ona f(x)<max f(x)et f(x)=]]==|=| >0, donc:
xeX, k=1 n n

ma}(xf(x)>0.

Or, pour tout x=(x,...,x,)e X,\U, cU,\U, =(R,)"\(R})", il existe ke[l,n] tel que

x, =0 etdonc :
f(x)=ka =0<m§xf(x).
k=1 =L

Ainsi, le maximum de la restriction de fa X n’est pas atteint sur X \U, etdonc :

Le maximum de la restriction de fa X atteint sur X NU, (et jamais sur X \U,).

n-1
Pour tout x=(x,,...,x,)€ X, NU,,ona x, >0 pour tout ke [[L,n] et D x, =s—x, <s.
k=1

n—1
En notant Z, = {(xl, X, )eU,  \D x < s} ,on a alors :
k=1

(x,0sx,)e X, NU, & (x,..,x,,)€Z,.

N

Donc :
n-1
max X,y X, )= max Xyees X, )= Max Xpyeos X s S= D X, |-
(xl,...,x,,)eXSf( P n) (xl,...,x,,)eXSmUnf( e n) (xl,...,xn_l)EZXf P e ; k
n-l1
Or Z,=U, ,N{(x,...x,,)e R""\ Y x, <s¢ est une intersection de deux ouverts de R"",
k=1
n-l
donc est un ouvert. Comme fest de classe C' sur U, et (x,...,x,,) > s— > x, est aussi, la
k=1

n—1
fonction h:(xl,...,xn_l)Hf(xl,...,xn_l,s—Zxkj est de de classe C' sur Z, cU, , comme
k=1

composée de fonctions de classe C "' Alors, le maximum de cette fonction & sur I’ouvert Z_ est

atteint en un point critique, donc (al, s an_l) est un point critique de A.
Or, pour tout (x,,..., X, , )€ Z, ettout ke [[1, n— 1]], on a par la regle de la chaine :

oh ad . 9 <
E(xl, ...,xn_l):i[xl, ...,xn_l,s—;xkj—ﬁ[xl, ...,xn_l,s—kz_;xkj.

n
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Ainsi, pour tout k |I1,n —1]] :

Ve gy o T@O_S@
ox, ox, a, a,
En posant A = Q) >0, on a alors :
an
f(a)

Pour tout k£ dans [[1,?1]], a, = n

Q4. Dr’apres la question précédente :

@-TTa-T m(m)

k=1 = A A
Et comme a=(q,,...,a,)e X,NU,,ona:
s:zak :zf(a) :nf(a)
k=1 o A A

Ainsi :

Pour tout (x,,...,x,)€ X, NU,,ona Y x =s et:
k=1

\ e Y
f(x)—Ik]kaf(a)—(;j _(;z;ckj :

k=1

En prenant la puissance 1/n, on obtient pour tout (x,, ..., x,)€ X, NU, :

n
n 1/n 1 n
(H xkj <— Z)ck
k=1 =

Soit maintenant (x,,..., x,)€ U, =(R})". En posant s=» x, >0, 0na (x,..,x,)e X, NU,

k=1
n 1/n 1 &
et donc ka S—Zxk.
k=1 o=

Enfin, pour tout (x;, ..., x,)€ (R,)" \(R})", 'un des x, est nul, et donc [ ]x, =0.
k=1

1/n
n n 1 n
Comme Zxk >0, on a encore (I kaj S—Zxk :
n =

k=1 k=1

Finalement, pour tout (x,, ..., x, )€ (R,)" :

n

1/n
L 1
(ij Iy

k=1
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II — Démonstration de ’inégalité de Carleman

Q5. Soit x=(x,...,x,)eU,.

Pour tout i€ [L,n],ona x, #0 et F,(x,,..., x

aF < Ly | I, 181
1+1 xk)k_ i

Avec h,(x,,...,x,)=x +x,+..+x,—1, ona pour tout i€ [1,n],

Ainsi :

(8””610«']‘(16):(l l(xl)cz...xk)l/k,... 1 l()cl)cz...xk)l/k,...,il(xl)cz...xk)“nj
X k:lk X; k X n

grad g, (x)=(1,...,1)

Q6. Les fonctions F, et h_sont de classe C' sur U, , donc continues sur U, , et méme sur R” pour
h, . Comme dans la question Q2, on prouve alors que U_n NH, = U_n Nh ({0}) est fermé.
De plus, pour tout x=(x,,..., x,)€ U_ann, on a pour tout i€ [[L,n], ona 0<x SZxk =1,
k=1

donc U, NH, estinclus dans [0,1]", qui est borné, donc U, N H, est borné.

Ainsi, F, est une fonction continue sur le fermé, borné U, M H, , donc d’apres le théoreme des
bornes atteintes :

Larestrictionde F, a U, M H, admet un maximum sur U, N H .

Q7. On procede maniere similaire a la question Q3.

n—1
Pour tout x=(x,,...,x,)e U, "H,,ona x, >0 pour tout ke [I,n] et Y x =1-x, <1.
k=1

n—1
En notant Y, = {(xl, v X%, )€U\ D x, < 1} ,on a alors :

k=1

(x,...x,)eU,NnH, < (x,...x_)€Y,.
Et:
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n—1
Or, Y =U,_, m{(xl, wn X, )ERTN Y x, < 1} est une intersection de deux ouverts de R",
k=1
| n—l1
donc est un ouvert. Comme F, est de classe C' sur U, et (x,, ..., x,,) > 1= x, I'estaussi, la
k=1
n—1
fonction W:(x,,..., x,, ) F,| x,...,x,,1=>_x, | est de de classe C' sur ¥, cU,_, comme
k=1

composée de fonctions de classe C ' Alors, le maximum de cette fonction ¥ sur ’ouvert Y

est atteint en un point critique, donc (a,, ..., @, ,) est un point critique de ¥ .

Or, pour tout (x,,..., x, )€Y, ettout k€ [[I,n—1], on a par la régle de la chaine :

oY oF, =l oF, =l
a—&(xl,...,xn_l)za—& Xpen X, 1= ) X, —g Xy X, 1= ) x|

k=1 k=1
Ainsi, pour tout k e |I1,n—1]] :
a0 o Fa oy o L§L_1Y
ox, ox, ox, a‘Zxj a, n
1 (a a a )1/11
En posant k:—LzL >0, on a pour tout k € [[l,n]], L+...+L= Aa, .
n na k n

n n

En rappelant que (a,,...,a,)e H,,ona a, +a, +..+a, =1, on obtient bien :

\(1+%+...+%=7yal

L+...+L:7wz2
n

szan
n

a+a,+..+a,=1

Q8. a) Onad’une part :
(S Bra-F(3L]- 3 LS SIS L v,
k=1 k=1 k=1\_j=k J 1<k<j<n J =1\ k=l J j=1 J
Et d’autre part :
Y +Y, .+, =i(a1a2...ak )l/k =F, (al, ...,an)zMn.
Ainsi, on a bien : a

A=Y, +Y,+..+Y, =M,
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b) Comme A >0 et a, >0 pourtout k€ [I,n],ona Aa, #0 et on peut poser ®, =£(—".
Ay
_ Yo Y :
Alors, ®, = = =n et pour tout k€ [L,n—1] :
a 1y,
n 7ian
a, n
Yoy Yot +...+L:7\,ak
kK k+1 n
h+...+£=kak+1
k+1 n

Donc :

k(l—%jzi(kak —Xakﬂ):kLL:mk.

a, a, a, k

Ainsi, avec pour tout k dans [1,n], =L, soit ¥, = A®,a, , on a bien :
k }\,a k k"k

k

o, :k(l—ﬂj sike[l,n—1]

a,

Q9. Pourtout ke N,ona:

In H%)kﬂ} =(k +1)ln(1+ﬁj .

w ) 1 1 ) )
Par concavité de la fonction In, on a In (1+mj < m et, avec la croissance de la fonction
+ +

exponentielle, on peut écrire :
k+1 k+1
In (wj <l & (ﬂj <e
k+1 k+1

k+1
j > (), on obtient en passant aux inverses :

Comme (k+2
k+1
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Donc, avec o, =Y—"¢0,ona:
a
k

1 aa,..qa,,,

—k —k
k+1 k+1 k+1 k
O _ A A :l a; :l A :l(l_ (ij
k X .
o, l aa,..a, Aa,, A a A k

k k
A a

Ainsi, on a bien :

Par ailleurs :

. 1 1
Or,si A>e,ona —<—,donc:

e
1
® <
e
. k
Prouvons alors par récurrence sur k que, pour tout k€ [L,n], @, < PERE
+
S . . 1 1 1
Initialisation : Pour k =1, on vient de voir que ®, <—.Or e>2, donc ® < 5 = ﬁ
e +

La propriété est vraie au rang k=1.
Hérédité : On suppose la propriété vraie 2 un rang k€ [1,n—1].
Avec la relation que I’on vient d’établir, on obtient avec 1’hypothese de récurrence

—k
et la croissance de x > x* (1—%) sur [0,1] :

-k k -k
ot =tor (0] 1 LE L
A k A k+1 k k+1 A

k+1

Or, l < l < (ﬂj et ainsi :

A e \k+2

k+l k+1
w"“S(kHj _(_k+1 .
T k2 (k+1)+1

. k+1 e .

Ceci donne ®,,, <————— et la propriété est vraie au rang k +1.
(k+1)+1

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k € [[1, n]] , SOit

o, <—
k+1
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) ) k .
Q11. On vient de prouver que si A > e, alors pour tout ke [[l,n]], ®, Sﬁ et en particulier, pour
+

) n
k =n, on obtient oonS—1<1.Or, ®, =n=1,donc:
n+

A >e est absurde, donc A<e.

On a vu dans la question Q8 que A =M. Alors, d’apres le résultat ci-dessus, on peut écrire
pour tout (x,,...,x,)e U, "H,, soit pour tout (x,,...,x,)e (R,)" tel que x +..+x, =1 et

pour tout entier n=>2 :

n

F(x,.,x,)= Z(xlxz...xk )Uk <M, <e.

k=1

1
. . 1/k . .
Ceci reste vrai pour n=1 (car pour n=1,o0n a E (xx,...x,)  =x =1<e) et ainsi, pour tout

k=1

ne N ettout (x,...,x,)e (R})" tel que x,+...+x, =1, on a bien :

n

D (%%, )" <e

k=1

Q12. Soit (a;), - est une suite de réels strictement positifs telle que Zak converge.
D’apres ce que 1’on vient de voir, si on pose pour tout n€ N, ona s=q,+...+a, >0 et on

a .
peut poser pour tout k € [[l,n]] , x, =—.Onaalors (x,..., x,)e (R,)" et x,+..+x,=1.
s

. . . C Ik . ‘.
On peut donc utiliser le résultat précédent, Y (x.x,...x, )" < e, qui se récrit :
k=1

~(a a, a R R 17k
z = =K :z S_kalaZ"‘ak :;z(ala?”ak) <e.

=1\ S § N k=1 k=1

Et comme s >0, on obtient pour tout ne N :
< Vk k
0<> (ayay..a,)" <e> a,.
k=1 k=1

. L. 1/k . oo
Comme la série a, converge, la série ada,...d converge par comparaison de séries
k 172 k
positives et en passant a la limite quand n tend vers 1’infini, on obtient 1’inégalité recherchée.

En définitive :

+oo + 00

La série Y (a,a,...q, )" converge et > (aa,..a, ) < ed.a, .

k=1 k=1
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Probleme 2

Question préliminaire

Q13. a. L’application N : M +— max Z‘[M I J‘ est bien définie sur M, (C) et a valeurs dans R, (le

zeln

maximum de n nombres posmfs existe toujours et est positif).

Soient M,Ne M, (C) et Le C.

+ N0 = DM = max Do), |

= max (IKIZ\[M I ,\]

Donc N vérifie ’homogénéité.

?ﬁﬁ](Z\W L ,\] =N

e Ona NM)= ma)i

m.‘ =0 si et seulement si Zn:‘[M]i,j‘ =0 pour tout i€ [1,n], ce
=)

qui équivaut a 1. j‘ =0 pour tous i, je [[1,n]] car tous les termes de chaque somme
Z‘[M]i,j‘ =0 sont positifs. Ainsi, N(M)=0 si et seulement si [M], ;=0 pour tous
j=1

i,je [[l,n]] ,s0it M =0, etdonc N vérifie la séparation.

donc pour

| =M+ N <[ |+ v

e On a pour tous i,j€[Ln],

tout i€ [[L,n] :

zn:\[M +N]l.,j‘ < Zn:\[M]M\ +i“\[N]w.\ <N(M)+N(N).
Jj=1 Jj=1 j=1

Ainsi, toutes les sommes Z‘[M +N], j‘ sont inférieurs a N(M )+ N(N), y compris la
J=1

plus grande, soit N(M + N)< N(M )+ N(N). Donc N vérifie I’inégalité triangulaire.

On peut alors conclure que :

N est une norme sur M (C).

b. Ona I, =(8LA)

J i, j<n

n
. I.J.‘ = Z‘Si,_/“ =1 et ainsi :
j=1

I|=1

n




PSI* décembre 2025

c. Soient A,Be M,(C). On a pour tout i€ [1,n] :

ZWWlF <Zzﬁm[mJ—ZZWHWNJ @m@ib&ﬂ.

j=1 k=1

S [A]LLB],

k=1

j=1

Or, pour tout k€ [1,n], Z‘[B]k’j‘ < ||B||, donc :

Sas, | <3 (a1, )= Sl -

Et, pour tout i e [[l,n]] , Z‘[A]i’k‘ < ||A|| , d’ou pour tout i e [[l,n]] , Z‘[AB]M‘ < ||A||||B|| et ainsi :
k=1 Jj=1

[4B]<|4] 5]

d. Prouvons I’inégalité demandée par récurrence sur k.

Initialisation : Pour k =0, on a vu dans la question b que ||In|| =1, donc :

[ -l1-1-

L’inégalité est vraie au rang k =0 (c’est méme une égalité).

Heérédité : Supposons la propriété vraie a un rang k€ N .On a alors :

HAk+l

- HA"AH < ||A||k |A|  (dapres la question c)
< ||A||k ||A|| (par hypothese de récurrence)

. . k+1 ., ., .
Ainsi, HA]‘“ < ||A|| " et I'inégalité est donc vraie au rang k +1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k€ N, soit :

|4 <1ar

Q14. Pour tout Ne N, on a avec (P‘IAP)k =P 'A*P pour tout ke N et la bilinéarité du produit

matriciel :
ﬁ:in = ii(P‘lAP)k —ﬁ:iP”A"P— P“(iiA"jP
=1 SR=13 =11 IRV=17

Or, 4 nouveau par bilinéarité du produit matriciel, I’application M > P~'MP est linéaire sur
M (C) qui est de dimension finie, donc elle est continue sur M (C) et ainsi :

N
lim ZiA"JP =pP7'e"P.

On a donc bien :
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Q15. Le matrices A et B commutent, donc A commute avec z B* qui est un polyndme en B pour

k=0
tout N e N, soit :

k=0

Al Y —B" |= —B" |A.
k=0 k' k '
Or, par bilinéarité du produit matriciel, les applications M +—> AM et M +— MA sont linéaires
sur M, (C) qui est de dimension finie, donc elle sont continues sur M, (C) et ainsi :

1 S 1 k — k _ . ul 1 k _ . N 1
A(NILIQWZEBJ Nll)rr}m{ (z B —Nlin}m ;PB A= NILIE}MZPB

k 0 k=0

Autrement dit, Ae® =¢®A et donc :

A et ¢® commutent.

En appliquant ce résultat 3 A'=¢” et B'=A, qui commutent, on obtient que A' et e”
commutent, autrement dit :

e® et e* commutent.

Q16. Avec I'inégalité triangulaire et la question Q13 d, on peut écrire pour tout Ne N :

i
im0 k!

Comme M — ||M || est continue sur M (C), on a en passant a la limite quand N — + oo :

STl ar s lar =
i k! k! oo k!

k=0

N 1 N
lim Z z =HeAH .
N—+o0 k:Ok N—>+oo 0
D’ou avec I’inégalité précédente :
A
HeAH <M

Q17. La matrice A est trigonalisable dans M, (C), donc il existe Pe GL (C) telle que T = P'AP

%l
0 A, (¥

avec T=|0 0 " e M, (C) triangulaire supérieure et A, A,,..., A, les valeurs propres
0 - .- 0o A

n

de A. D’apres la question Q14, on a alors ¢’ = P~ '¢*P et donc :

det(e*) =det(P 'e*P)=det(e").
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Or, avec le résultat sur les puissances de 7" admis dans 1’énoncé, on a :

£l
k k=0 k' ] e}‘l
1 + o0 1
o o k %' — %ok Ay Kok
eT—ilT"—il - ~.( U %k!xz ) IR )
Tt TaE Y | o0 o - - o0
k=0 . k=0 . : .. X T :
0 «or - 0o A o 0 oo . 0 e
0 0 —Af
Ainsi :

det (e?) = det (¢" ) = ™™ .. oM = et

Et comme tr (A)=A,+A, +...+ A, obtient bien :

det(e*)=¢e" ™

Quelle que soit ze C, e #0, donc det(e*)=e""* #0 et ainsi :

A . .
e” est inversible.

II — Le systeme linéaire X'= AX
II - A. Etude d’un exemple

-1 -10
Q18.0Ona A-I,=| -1 —1 0|, donc A—1, possede deux colonnes identiques et non nulles et une
1 10

colonne nulle, ce qui permet d’affirmer que :

rg(A-1;)=1

Ona (A-1,)v,=0 et (A—1,)v, =0, donc Vect(v,,v,) c ker(A-1,).

Or, les deux vecteurs v, et v, ne sont pas colinéaires, donc dim Vect (v,,v,) =2

Enfin, avec le théoréme du rang, on a :
dimker(A—1,)=3-rg(A—1,)=2=dimVect(v,,v,).

On a donc Vect (v,,v,) =ker(A—1,) et la famille (v,,v,) est libre, donc :

Les deux vecteurs v, et v, forment une base de ker(A—1,).
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X
Q19. Soit X =| y |€e M;;(R).Ona:
Z
1 -1 0)\x x—y 0 x=y=0 y=x
(A+I3)X= -1 1 0ly|=| —x+y |=|0| & <—x+y=0 = {
1 1 2)\z x+y+2z 0 x+y+2z=0 I=—X
Ainsi :
X 1 1
X=|yleker(A+l,) & X=x|1| & XeVect(v,) avec v, =| 1
z -1 -1
Ainsi :

1
ker(A+1,) est une droite dirigée par v, =| 1
-1

Q20. Les sous-espaces ker(A—1,) et ker(A+1,) de R’ n’étant pas réduits a {0}, ce sont des
sous-espaces propres de A. Ils sont en somme directe et d’apres ce que 1’on vient de voir, on a :

dimker(A—1,)+dimker(A+1,)=2+1=3=dimR’.

On a donc ker(A—1I,)®ker(A+1,)=R’ et la réunion des bases (v,v,) et (v,) de

ker(A—1,) et ker(A+1,) respectivement forme une base de R’, autrement dit :

(v,,v,,v,) est une base de R’.

Q21. D’apres ce qui précede Sp(A)={-1,1}, ker(A—1,)=Vect(v,,v,) et ker(A+1,)=Vect(v,),

donc on peut écrire :

A=PDP™ avec D=

[
oS = O

Q22. Soit ¢ +> X (1) =(x(2), y(r), z(t)) dérivable sur R.

Posons pour tout te R, Z({)=P 'X(t)= (a(t), b(1), c(t)) . Comme P est constante, les

coordonnées de Z sont des combinaisons linéaires de celles de X, donc sont dérivables sur R
avec de plus, Z'= P'X".

On a alors avec P"AP=D :
X'=AX o Z'=P'X'=P'AX=P 'APP'X=DZ.
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Ceci s’écrit pour tout € R :
a'®) (10 0\ a() a'(t)=a(r) a(t) =o'
b\@®)|=]01 0 ||b(t)| & <b'@)=blt) & <b)=Be
c'(t) 00 —1/\c(t) c'(t)=—c() c(t)y=ye '
avec o,fB,ye R.
Ainsi, t— X (@)= (x(t), y(1), z(t)) est solution de X '= AX sur R si et seulement si il existe
trois réels a, P,y tels que pour tout 7€ R :
-10 1) ae —oe +ye’
X®)=PZ@t)=| 1 0 1 || Be |=| ae +ye’
0 1 —1){ye Be' —ye™
Finalement :
—ae +ye’
Les solutions de X '= AX sur R sont les fonctions 7| oe' +ye™" | avec (o,B,7)e R*.
Be' —ye
Q23. D’apres ce qui précede, si X est solution de X '(tf) = AX(¢) sur R, alors pour tout € R :
ae' e 0 0\« e 0 0 o
X({t)=PZ(t)=P| Be' |=P|0 ¢ O ||B|=P|0 ¢ 0 |P'P|B
ve ' 0 0 " J\Y 0 0 ¢ Y
o
Et X(0)=PZ(0)=P| B |, donc:
Y
e 0 0
X(@)=P| 0 ¢ 0 |P'X(0).
0 0 ¢

Or, d’apres la question Q14 et avec A= PDP ™, on a pour tout € R :

e =pe”P".
Enfin :
r= 1 o (100
e’ =) —@D) => —rlo1 0
o k! i k! 00-1
+w1 .
Zﬁt 0 0
= q 10 0 o k! - e 00
=>—rlo1r o |[=| 0o Y=~ 0 = 0e 0
=0 00 (-1 okt 00e¢"
0 0 Zieﬁ
!

k=0
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Ainsi, on a pour tout te R, X(t)=Pe” P X (0), soit :

X () =€e"X(0)

Il - B. Cas général

+ oo

Q24. Pour tout r€ R et pour tous i, je [[l,n]] WAQIY Z "L t* et la série entiere
k=0 !

[A"], e .
ZT”tk admet I’infini pour rayon de convergence. Sa somme est donc dérivable sur R, de

dérivée :
+oo0 [Ak]l [Ak lj k ) + o0 Ak+1]l y k
= .
Z Kl Z T Z
Ainsi :

f. estdérivable sur R .

+oo Ak+l o
On a de plus, pour tout t€ R, f, '(t):(Z%tk] )
k=0 : 1<i, j<n

<i,J<

n

Par ailleurs, pour tout € R, ona Ae” = (Z[A]i,k[em]“j et, pour tous i, j€ [1,n] :
= 1i, j<n

S[ALLAY,,
U

k=0

M=

X n + 00 Ak .
[A]’V[[em]f..i - ([A]i,zz%tk ] =
k=0 !

(=1

k

oA AT, ) & ‘
=Z[ZTIkJ=Z(Z[A]M[Ak] jk,

k=0\ (=1 k=0 \ /=1

+ o0 tk +o0 tk
=2 144N, =2 1A

k=0 k! k=0 k!

Ainsi, on abien f,'(t) = Ae".

Enfin, d’aprés la question Q15, comme A et tA commutent, A et ¢” commutent, et
finalement on a bien pour tout e R :

fA '(t) — AerA — erAA

Q25. On appelle S5, I'ensemble des solutions de (S): X '= AX .

Ona S c (j\/lm(C))]R et la fonction nulle 7+ 0, est solution de (S), donc S, n’est pas

vide.
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Q26.

Q27.

Pour tous X, X, € S, ettout Ae C, la fonction X, +AX, est dérivable sur R (car X, et X,

le sont par hypothese) et :
(X, +0X,)'=X,'"+AX,'= AX, + MX, = A(X, + X ,).
Donc, X, +AX, € S, et ainsi, S, est stable par combinaison linéaire et finalement, S, est

un sous-espace vectoriel de (3\/1,1,1 (C))]R , donc :

S

s, estun C-espace vectoriel.

Pour tout i€ [1,n], X, = f,E, est dérivable sur R car f, Iest et E, est constant, avec pour
tout re R, X/'(t)= f,'(t) E,. Avec le résultat de la question Q24, on obtient :

X, (t)=Ae"E, = AX,(1).

Ainsi, pour tout i€ [1,n], X, € S, donc :

(8)>

Vect (X, X,,..., X,)C S, -

Soit maintenant (o, 0, ..., &, )€ C" tel que o, X, + 0, X, +...+0, X, =0.
On a alors pour tout 7€ R :
o, X, (O)+a,X, () +..+0 X, () =0e"E +a,e"E, +...+0 e"E,
=" (a,E, +0,E, +...+a,E, ) =0
Or, d’apres la question Q17, ¢ est inversible, donc :
oE +o,E, +..+0 E =0.

Et comme la famille (E,, E,, ..., E, ) est une base, elle est libre, donc o, =at, =...= o, =0.

n

Ceci prouve que :

dimVect (X,, X,,..., X,)=n=dim S, .

Finalement, Vect(X,, X,,..., X,) =S, etcomme (X, X,,..., X,) est libre :

H] 29

La famille (X, X,, ..., X,) est une base de S, .

X '=AX
X0 =X,
On a alors X € S, =Vect(X,, X,,..., X,), donc il existe (o,,0,,...,a,)e C" tel que pour
tout te R :

X =0X,O+a,X,(0)+...+0,X,t) =" (E +0L,E, +...+ A E,).

Soit X,€ M, (C) et X une éventuelle solution sur R du probleme de Cauchy {
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Alors :
X (0)=e" (E, +0E, +...+,E,).
Or:
e = io; =lo;’ =1,.
= k! 0!

Ainsi, X(0)=o,E, +0,E, +...+0, E =X, et pour tout te R :
X(t)=e"X,.

Or, t e X, e Vect(X,, X,,.... X,) =S, donc 1+ ¢”" X, est bien solution de (S) (et on a
bien ‘X, =X,). Ainsi, pour tout X, € M, (C) :

X'=AX
Le probleme de Cauchy {X(O) _y admet une unique solution sur R, qui est 7 "X,
- 0

Ona g=f, ,f , etles fonctions f,,, et f , sontdérivables sur R, d’apres Q24. Ainsi, g est

un produit (matriciel) de deux fonctions dérivables, donc d’apres le résultat rappelé dans cette
partie, g est dérivable sur R avec g'=f, ' f s+ fusf 5 -

La question Q24 a aussi établi que pour tout M € M, (C), f,,'=M f,,, donc:

8'=(A+B)fopf s+ fas B s =(A+B)fy5f 5= fanBS s

Or, A et B commutent, donc pour tout € R, 1(A+ B) et B commutent et d’apres la question

Q15, f,.,(t) =" et B commutent. Ainsi :

8'=(A+B)fyp5f s —Bfupf s =Afunf 5 =4A8.

Finalement :

g est dérivable sur R avec g'=Ag .

Comme vu dans la question Ona f,(0)=e" =e” =1 et g(0)=e"*Pe =11 =1 . Ainsi:

[,0)=g0)=1,

X'=AX
Soit X, M, (C). D’apreés Q27, la fonction ¢ f, (1) X est solution sur R de {X(O) _x
- 0
Or, d’apres la question précédente, g'= Ag , donc :

(8Xy))'=g'X,=(Ag)X,=A(gX,).
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Ainsi, ¢+ g(¢)X, est solution de (§) sur R. De plus, g(0)X,=1 X,=X,, donc la fonction

X'=AX
t+> g(t)X, estaussi solution sur R de et finalement :
X0)=X,
. X'=AX
t= f,()X, et t = g(t)X, vérifient sur R le méme probleme de Cauchy : X=X,
-0

Q31. Avec les questions Q27 et Q30, on peut conclure que pour tout X, M, ,(C), gX, = f,X,.

Ceci permet de conclure que g = f,, soit pour tout € R :

o/ AB) =B _ A

Ceci est vrai des que les matrices A et B commutent. Comme 0, commute avec toute matrice B

de M, (C), on a pour tout te R, &' **Pe™ " 8

=", soit e®Be ® = I, ce qui permet de conclure

que pour tout r€ R, ¢” est inversible (mais on le savait déja) et :

(eTB)—l — e—IB

t(A+B)€—tB 1(A+B) _ er(A+B)€—tBerB — A B

L’égalité e =¢" multipliée par e” a droite donne alors e ee”.
Or, A et B commutent, donc #A et tB commutent et d’apres Q15, ¢ et ¢” commutent aussi.

Finalement, on a bien pour tout 7€ R :

t(A+B) _ 1A 1B __ B IA
e =e e =e¢ ¢

III - Comportement asymptotique
III - A. Etude d’un exemple

Q32. Ona Ae M,(C) et aet B sont valeurs propres simple et double respectivement, donc :
Xs = (X —0)(X =P)°.
D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, on a :
X, (A)=(A—oL)A-BI,)’ =(A-BL) (A-al,)=0,.
Donc, Im(A-al,) ker((A—BI3)2) , ce qui donne :
rg(A-al,)<dimker((A-B1I,)’).
Or, o est valeur propre simple de A, donc dimker(A—o/,)=1 et par le théoréme du rang :

rg(A—ol,)=3—dimker(A-al,)=2.
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Q33.

Enfin, (A—B1,)* #0, car sinon o, qui est différent de B, ne serait pas valeur propre de A.
Donc, on a dimker((A—BI3)2) <2 etainsi, 2< dimker((A—BI3)2) <2, so0it:

dimker((A-B1,)’)=2

On a vu que dimker(A—al;)=1 et dimker((A—B1,)*)=2, donc:
dimker(A—oul,)+dimker((A—B1I,)’)=1+2=3=dimC" (1).
De plus, si X € ker(A—al,)Nker((A—=B1,)’),ona AX =aX et (A—BL,)’X =0, d’ol:
(A-BL)’X =A’X —2BAX +B°X =’ X —2BoX +B°X =(a—P)*X =0.
Comme o # 3, on obtient X =0 et ainsi :
ker(A—ouly)Nker ((A-BI)*)={0} (2).

Les résultats (1) et (2) permettent de conclure que :

C* =ker(A—ol,)®ker((A-BI,)*)

Comme (A-BI,)* et A commutent, le sous-espace F :ker((A—BIS)Z) est stable par u,
I’endomorphisme canoniquement associé a A.

De plus, ’endomorphisme v, induit par u sur F est trigonalisable (on travaille dans un
C-espace vectoriel).

Enfin, on a (v—Bid,)> =0, donc (X —B)* est annulateur de v et donc, B est la seule valeur
propre complexe de v.

Il existe donc une base B, de F telle que M, (v) = (g g) =C.

Si on considére une base B, de ker(A—al,), avec C’ =ker(A-al,)®ker((A-BL,)’), la
famille B, UB, est une base de C* et dans cette base, la matrice de u a la forme demandée.

Comme A est la matrice de u dans la base canonique :

a00
A est semblable a une matrice de la forme T = (0 B aJ avec ae C.
008
o 0 * o' 0
Avec T = (0 ‘CZ) et le produit par blocs, on a pour tout ke N, T* = (0 C‘fj

01
00

=8} - Bt +a; 3)} =B'L+kB"al§ o) :(Bo k%j

2
) commutent et (0 1) =0,,ona:

Comme I, et ( 00
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Ainsi, pour tout ke N :

o 0 0
Tk — 0 ﬁk k Bk—]
o0 P
Alors, pour tout e R :
+o0 1 +o0 1 +o0 1 ak 0 0
e =D —(T) =) —'T" = —1*| 0 B kap"
o k! o k! im0 k! 00 p
| < (o)
> —iad 0 0 > 0 0
o k! o k!
< < ! . < (B < (B
= 0 — B Y —tkap |= 0 at
E;k! P E;k! “P %; k! 2; k!
+ oo 1 ; + oo t k
0 0 Z;t B 0 0 Z(ﬂ
o k! o k!

Et ainsi, pour tout 7€ R :

e 0 0
eT=| 0 & are®
0 0 €

Comme A est semblable a 7, il existe Pe GL,(C) telle que A= PTP -,

Alors, pour tout t€ R, tA=P(T)P™ et d’aprés Q14, ona Pe” P~' =¢™ . Or, on a vu que dans
la question Q14 que I’application M — PMP~" est continue sur M, (C), donc si la limite

existe,ona lim " = lim Pe" P ™' = P( lim e’T)P_1 et:

>+ =+ t—>+o0

lim " =0, < P[lim efT)P-1=03 o lim " =0,.

>+ (t—>+oo >+

Or, une application matricielle est de limite nulle si et seulement si tous ses coefficients sont
nuls, donc :

lim e” =0, < lim e = lim ¢” = lim ate” =0.

t—+oo t—+oo t—>+oo t—+oo

Or, lim e* = lim ¢ =0 si et seulement si Re(a)<0 et Re(B)<O0, et dans ce cas,

t—>+ o t—>+oo

lim ate® =0 par croissances comparées.

>+

Finalement :

lim " =0,

t—+oo

Re(a) <0
Re(B) <0
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III - B. Cas général

Q34.

Q3s.

En reprenant le résultat établi au cours de la question Q17, A est trigonalisable dans M, (C)

A']
0 (9

donc il existe Pe GL (C) telle T=P'AP avec T=| 0 0 " e M (C), les A, étant
N

Exactement comme dans la question précédente, si on a lim f,(t)= lim ¢” =0, , alors on a
t—+o t—>+oo

aussi lim e” =0 , ce qui implique (entre autres) que pour tout i € |I1,n]] :

>+

lim e =0 < Re(X,)<0.

=+

Ainsi, si lim f,(t)=0,, alors Re(A) <0 pour tout Ae Sp(A), soit :

o= max Re(A) <0
AeSp(A)

Onaadmisque C"= @ F, avec F, = ker((u —kidcn)m*) pour tout A€ Sp(A).

AeSp(A)
Notons Sp(A)={A,,..., A} et pourtout i€ [Lr], n, =dim F, .
Soit ie [1,r].
Comme (u—A, id o )™ est un polyndme en u, Fx,. est stable par u. Et, comme on travaille dans
C, I'endomorphisme u, induit par u sur F; est trigonalisable. Or, (X —XA.)™ est annulateur

de u, (car F, =ker ((u —Nid_, )" ) ), donc A, est la seule valeur propre complexe de u; .

I existe donc une base B, de F, dans laquelle la matrice de u; s’écrit My (u,)=A,1, +N, ou

N, est une matrice triangulaire supérieure stricte de M, (C) .

Comme C" = E_IBJ]FM , la famille B = Uieﬂl r]]fBl. est une base de C" et dans cette base, on a :

My () = diag (Mg (). ..., My (u,))=diag (M1, +N,,.... A1, +N,)
=diag(M1, ...\ 1, )+diag(N,,...,N,)

Posons alors D=diag(7ulln],...,7urlnr)e M, (C) et N=diag(N,,...,N,)e M, (C) (matrices

diagonales par blocs).
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e Comme les A1 sont scalaires, D est diagonale.

e Comme les N, triangulaires supérieures strictes, N I’est aussi.
Alors, le polyndme caractéristique de N est X" et, d’aprés le théoreme de Cayley-
Hamilton, ce polyndme est annulateur de N, donc N" =0, et N est nilpotente.

® Avec les produits par blocs, on a DN = diag (A\,N,,...,A,N,)=ND .

¢ Comme u I’endomorphisme de C" canoniquement associé a A et M,(u)=D+ N, ces
deux matrices sont semblables, donc il existe Pe GL (C) telle que A=P(D+N P

® Le polyndmes caractéristique est un invariant de similitude, donc X, =X .y -
Or, D+ N est triangulaire et ses éléments diagonaux sont ceux de D, donc X,y =X, €t
ainsi, X, =%p -

Finalement :

Il existe bien trois matrices P, D et N de M, (C) telles que :

e Pestinversible, D est diagonale, N est nilpotente ;

e ND=DN ;
e A=P(D+N)P';
[ ] XAZXD‘

Q36.Ona A=P(D+N)P~', donc pour tout € R :
fu(p)=e" =P PV P = pe P!
A .
D’apres la question précédente, D et N commutent, donc d’apres la question Q31 :
fi)=PePe™ P!

Si D=diag(d,,...,d,),ona:

+ o0

zz(t )t —z dlag(t df, .. dk)

k=0
=diag[§it dl, .. i ! t*d" j dzag( “ e’d”)
k Ok k= Ok

Remarquons de plus que %, =%, :H(X —d;), donc d,,...,d, sont les valeurs propres de A
i=1
et ainsi :
AeSp(A)

o= max Re(A) = nﬁax Re(d,)).

Soit pe N tel que p+1 soit I’indice de nilpotence de N. On a alors :

+ 00 + o0 p
=Y N =Y N =Y

k=0 k=0 k:()
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Q37.

Q38.

Ceci veut dire que les coefficients de e™ sont polynomiaux en t. Notons pour tout
i, ))e [[1,n]]2 ,[e"],; =0, (1) avec Q, ;€ C [X].On aalors pour tout (i, j)€ [[1,n]]2 :

[eZDetN ]i’j — ed,-tQi’j (t) .

Alors, pour tout (i, j)e |I1,n]]2 :

n

v, (@O =[] :[PerDetNP_l]i,j = Z[PetDerN ]i,k[P_l]k.j

k=1
=P P, [P, = D [PIIP "], "0, (1)
k=1 (=1 1<0,k<n
Enfin, pour tout (i, j)e [[1,11]]2 ettout re R :
d,t
Vij (1) . Sy €70, () _ -1 (d,~)1 Q,, (1)
"e” 1s%:Sn[P]M[P ]k’j e 1sz,k3n[P]i’[[P ]k’je "
Or, pour tout /,k € [[1,n]]2 .
Q,, (1) ) ..
e deg Ql.,j <p,donc t— t—” est bornée au voisinage de + « ;

e Re(d,—a)=Re(d,)-0<0,donc ¢ e est bornée au voisinage de + .

Ainsi, pour tout /,ke [[l,n]]z, e

- Qg,k(t) 2 o 1
(d, -t ——— est bornée au voisinage de + o, et il va de

méme de toute combinaison linéaire de ces fonctions, en particulier les v, i

Ceci prouve qu’il existe un entier naturel p tel que, pour tout (i, j) € [[1, n]]2 :

v, (= 0 (t"e)

>+

Si a<0, alors lim t’e® =0. Avec le résultat ci-dessus, on a alors par comparaison,

t—+oo

ll_i}r{lw v, ;(t) =0 pour tout (i, j)€ [[1, n]]2 . Autrement dit, ll_i}r& f4()=0,. Ainsi :

La réciproque de la question Q34 est vraie.

Soit Xe M, (C). Avec A=P(D+N)P™', D=diag(d,,....d,), les d, étant les valeurs
propres de A, toutes positives ici par hypothese, et N triangulaire supérieures stricte, on a vu
ed]r

d,t
_ A _ t(D+N) p-1 t(D+N) _ 0 e . (**)
que f,(t)=e" =Pe P~ avec e =0 0



PSI*

décembre 2025

4

Posons Z=P~'X =| % |e M, ,(C).

Z

n

Avec la continuité de I’application M > P~'M établie Q15, on peut écrire :

lim f,()X = lim Pe”MpP7X =0, < lim"™MZ=0,,

>+

lim (e%z,+[e ™),z +...+ [P, 2,)=0

t—+oo

. d,t D+N D+N
lim (e Yz, +[eP )]k,k+lzk+l+...+[e’( " )]k,nzn)=0.

t—+oo

t(D+N) ] 0

. d, it
lim (e 'z, tle petn zn)

I+

lim e“'z, =0

t—>+o

Prouvons alors par récurrence forte, finie et descendante que z, =0 pour tout k [[1, n]] .

Initialisation : Pour k=n,on a lim ed”’zn =0 et par hypothese, d, 20, donc si z, #0, alors

t—>+o

lim ez, #0, ce qui est contradictoire, donc z, =0 et la propriété est vraie au

t—+oo

rang k =n.

Hérédité : Pour ke [[Z,n]], on suppose la propriété vraie aux rangs k,k+1,...,n.

Onadonc z, =z, =..=2,=0 etla (k—1)*™ du systeme ci-dessus se récrit juste

lim e*'z,_,=0. Avec d, >0, on obtient comme ci-dessus z, , =0 et la

t—+oo0
propriété vraie au rang k —1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k € [[1, n]] , soit :

3,=2,=..=2,=0.

n

Ceci se récrit Z=0,,, etdonc X =PZ=0,,.

n,l?

Réciproquement, si X =0,,,ona f,(t)X =0 , pourtout re R, etdonc lim f,(r)X =0, ,.
g ’ t—+oo ’

Finalement, on a bien :

lim f,()X =0,, < X=0

n,l




