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Corrigé du DS n° 5 
 

 

A. Fonctions L et P 

1.  Le rayon de convergence de la série entière n
z  est 1. Donc, la série n

z  converge pour tout z D∈ . 

Or, pour tout complexe z, on a ( )
n

n

n

z
o z

n → + ∞
= , donc : 

  
n

z

n
  pour tout z D∈ .  

 

Lorsque ] [1,1z ∈ −  (donc z est réel), on a 1

1 0

1

1

n n

n n

z z
z

+∞ + ∞
−

= =

= =
−

   et en intégrant terme à terme, on obtient, 

pour tout ] [1,1z ∈ −  : 

  
1

ln (1 )
n

n

z
z

n

+∞

=

= − −   

 

2.  Soit z D∈ . 

La série entière 
( )n n

nz tz
t

n n
=   (de variable t) a un rayon de convergence R supérieure ou égal à 

1

z
 si 

0z ≠  et infini si 0z = , donc 1R > . Alors, 
1

( )
: ( )

n

n

tz
t L tz

n

+∞

=

Φ =֏  est définie et dérivable sur [ ]0,1 , de 

dérivée 
1

1

n n

n

t z t
+ ∞

−

=

֏ . Et, pour tout [ ]0,1t ∈ , on a tz D∈  et : 

1 1

1 1 0

( ) ( )
1

n n n n

n n n

z
z t z zt z zt

zt

+∞ +∞ + ∞
− −

= = =

= = =
−

   . 

Ainsi : 

  La fonction 
1

( )
: ( )

n

n

tz
t L tz

n

+∞

=

Φ =֏  est dérivable sur [ ]0,1 , de dérivée ' :
1

z
t

zt
Φ

−
֏ .  

 

3.  La fonction ( ) ( )( ) ( ): 1 1L tz t
t zt e zt e

Φψ − = −֏  est dérivable sur [ ]0,1  en tant que produit de telles 

fonctions, de dérivée : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
' : 1 '( ) 1 0

1

t t t tz
t zt t e z e zt e z e

zt

ϕ ϕ ϕ ϕΨ − ϕ − = − − =
−

֏ . 

Donc : 

  La fonction ( ) ( ): 1 L tz
t zt eψ −֏  est constante sur [ ]0,1 .  

 

On a alors (1) (0)ψ = ψ , soit ( ) ( ) (0) 01 1L z L
z e e e− = = =  et donc : 

  
( ) 1

1

L z
e

z
=

−
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4.  Soit z D∈ . On a 1z < , donc la série géométrique 
n

z  converge et : 

1 1

( )

nn

n n

zz
L z

n n

+∞ +∞

= =

= ≤  . 

D’après la question 1, on a ( )
1

ln 1

n

n

z
z

n

+∞

=

= − −  et ainsi, pour tout z D∈  : 

  ( )( ) ln 1L z z≤ − −   

 

Pour tout z D∈  et tout 
*

n ∈ℕ , on a nz D∈ , donc : 

( ) ( )( ) ln 1 ln 1
nn n

L z z z≤ − − = − − . 

Or, comme 1z < , on a 0
n

n
z

→ + ∞
→ , donc ( )ln 1 ~

n n

n
z z

→ + ∞
− −  et la série 

n
z  converge, donc la 

série ( )ln 1
n

z− −  converge et par comparaison, la série ( )nL z  converge. 

Ainsi, la série ( )n
L z  est absolument convergente, donc pour tout z D∈  : 

  La série ( )n
L z  converge.  

 

5.  Si pour tout z D∈ , 
1

( ) exp ( )n

n

P z L z
+∞

=

 
=  

 
 , on a ( ) 0P z ≠  car une exponentielle, même complexe, n’est 

jamais nulle, et par continuité de l’exponentielle et la question 3 : 

( )

1 1 1 1

1
( ) exp lim ( ) lim exp ( ) lim lim

1

n
N NN N

n n L z

nN N N N
n n n n

P z L z L z e
z→ + ∞ → + ∞ → + ∞ → + ∞

= = = =

      
= = = =       −       

  ∏ ∏ . 

Ainsi, pour tout z D∈  : 

  ( ) 0P z ≠  et 
1

1
( ) lim

1

N

nN
n

P z
z→ + ∞

=

 
=  

− 
∏ .  

 

Soit 
*

t +∈ℝ . On a alors ] [0,1t
e D

− ∈ ⊂  et 
1 1

1 1
( ) lim lim

1 ( ) 1

N N
t

t n ntN N
n n

P e
e e

−

− −→ + ∞ → + ∞
= =

   
= =   

− −  
∏ ∏ . 

Pour tout 
*

n ∈ℕ , 1
nt

e
− < , donc 

1
0

1
nt

e
−

>
−

 et ainsi, ln (1 )nte−−  et ln ( )tP e−  sont définis. 

Par continuité de la fonction ln, on peut alors écrire : 

11 1

1 1
ln ( ) ln lim lim ln lim ln (1 )

1 ( ) 1

N N N
t nt

t n ntN N N
nn n

P e e
e e

− −

− −→ + ∞ → + ∞ → + ∞
== =

        
= = = − −      − −       

∏ ∏ . 

Soit, pour tout 
*

t +∈ℝ  : 

  
1

ln ( ) ln (1 )t nt

n

P e e
+ ∞

− −

=

= − −   
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B. Développement asymptotique en variable réelle 

Pour tout x ∈ℝ , on pose 
1

( )
2

q x x x= − −   . 

6.  La fonction q est définie sur ℝ . 

• Pour tout n ∈ℤ  et tout [ [, 1x n n∈ + , on a 
1

( )
2

q x x n= − − , donc q est affine sur [ [, 1n n +  : elle est 

continue sur [ [, 1n n +  et admet des limites finies en n
+
 et ( 1)n −+ . 

Alors, q est affine par morceaux, donc continue par morceaux sur tout segment [ ],a b  de ℝ  avec 

( ), 1, 1, ... , ,a a a b b+ +            une subdivision adaptée. Ainsi : 

  q est continue par morceaux sur ℝ .  

• On a x ∈ℝ  si et seulement si 1x + ∈ℝ  et, pour tout x ∈ℝ  : 

( )
1 1 1 1

( 1) 1 1 1 1 1 1 ( )
2 2 2 2

q x x x x x x x x x q x+ = + − + − = + − + − = + − − − = − − =               . 

Donc : 

  q est 1-périodique sur ℝ .  

• Pour tout x ∈ℝ , x− ∈ℝ  et : 

o si x ∈ℤ , on a x x=    et x x− = −   , donc 
1

( ) ( )
2

q x q x− = =  ; 

o si x ∉ℤ , on a 1x x x< < +       , donc 1x x x− − < − < −        et 1x x− = − −       , donc : 

1 1 1 1
( ) 1 ( )

2 2 2 2
q x x x x x x x x x q x

 
− = − − − − = − + + − = − + + = − − − =               

 
. 

Ainsi : 

  q  est paire.  

 

Pour mémoire, voici la courbe de q : 

 

 

7.  Soit 
*

t +∈ℝ . 

La fonction 
( )

1
tu

q u
u

e −
֏  est continue par morceaux sur [ [1,+ ∞  en tant que quotient de telles fonctions. 

De plus, pour tout [ [1,u ∈ + ∞ , on a 1u u u< < +       , donc 
1 1

( )
2 2

q u− < < , soit : 

1
( )

2
q u < . 
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Avec 1 0
tu

e − > , on obtient : 

( ) 1 1

1 2 1
tu tu

q u

e e
<

− −
. 

Or, 
1

~
1

tu

tu u
e

e

−

→ + ∞−
 et 

1

tue du
+ ∞

−

  converge, donc 
1 1

tu

du

e

+ ∞

−  converge. 

Par comparaison, on en déduit que 
1

( )

1
tu

q u
du

e

+ ∞

−  converge et donc : 

  L’intégrale 
1

( )

1
tu

q u
du

e

+ ∞

−  est bien définie pour tout réel 0t > .  

 

8.  La fonction 
( )q u

u
u

֏  est continue par morceaux sur [ [1,+ ∞  en tant que quotient de telles fonctions et 

pour tout n ∈ℕ  tel que 1n >  (donc 2n ≥ ), on a 1 1n − ≥  et : 

[ ] [ ]

1 1 1 1

1 11 1

1 11

1 1
1

1 1

( ) 1 1 1
1

2 2

1 1
ln 1 ln

2 2

1 1
1 ln ln 1 ln ln ( 1) ln

2 2

1
1 ln ( 1) ln (

2

n n n n

n n n
k k

k k
k k

n n
k

k
k k

uq u
du u u du du du

u u u u

u k
u u du n du

u u

n n k u n k k k k

n n k k

− −+ +

= =

− −
+

= =

      = − − = − −     
   

    = − − = − −  

= − − − = − − + −

= − − − +

   

  

 

[ ]

[ ]

1

1

1 1

1 1

2

1) ln ln ( 1)

1
1 ln ( 1) ln ( 1) ln ln ( 1)

2

1
1 ln ln ln

2

n

k

n n

k k

n

k

k k k

n n k k k k k

n n n k

−

=

− −

= =

=

+ − − +

= − − − + + − + +

= − − +



 



 

Et ( ) ( )
2

ln ln 2 ... ln !
n

k

k n n
=

= × × = , donc pour tout n ∈ℕ  tel que 1n >  : 

  ( )
1

( ) 1 !
ln ! ln ln 1 ln 1

2

n
n

n

q u n e
du n n n n n

u n n

 
= − − + − = − 

 
   

 

9.  Pour tout [ [1,x ∈ + ∞ , on a [ [, 1,x x  ⊂ + ∞     et 
( )q u

u
u

֏  est continue par morceaux sur ,x x     . 

On a vu que pour tout [ [1,u ∈ + ∞ , 
1

( )
2

q u < , donc 
( ) 1

2

q u

u u
<  et : 

( ) ( ) 1 1
ln ln

2 2 2

x
x x x

x x x
x

q u q u du x
du du u

u u u x          
  

  
≤ ≤ = =          

   . 

Or, 0 1x x x< ≤ < +       , donc 
1

1 1
x

x x
≤ < +
      

 et quand x → + ∞ , on a x → + ∞    donc 
1

0
x

→
  

 et le 

théorème des gendarmes permet de conclure que lim 1
x

x

x→+ ∞
=

  
. 
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Par continuité de ln en 1, on obtient 
1

lim ln 0
2x

x

x→+ ∞

 
=     

 et par comparaison : 

  
( )

lim 0
x

xx

q u
du

u→ + ∞   
=   

 

La formule de Stirling permet d’écrire : 

!
~ 2 2

nn n

n nn

n e n e
n

en n n n→ + ∞

 
π = π 

 
. 

Toujours grâce à la continuité de la fonction ln, on peut conclure avec la question 8 que : 

( )
1 1 1

( ) ( ) ( ) ln (2 )
lim lim lim ln 2 1 1

2

x x n

x x n

q u q u q u
du du du

u u u

      

→ + ∞ → + ∞ → + ∞  

π
= = = π − = −   . 

Avec 
( )

lim 0
x

xx

q u
du

u→ + ∞   
= , on obtient : 

1 1

( ) ( ) ( ) ln (2 ) ln (2 )
lim lim 1 0 1

2 2

x x x

xx x

q u q u q u
du du du

u u u

  

→ + ∞ → + ∞   

π π 
= + = − + = − 

 
   . 

Ainsi : 

  
1

( )q u
du

u

+ ∞

  converge et vaut 
ln (2 )

1
2

π
− .  

 

10.  Pour tout *
t +∈ℝ , on a ] [0,1t

e
− ∈ . D’après la question 1, on a alors 

1

( )
ln (1 )

t n
t

n

e
e

n

−+∞
−

=

= − − . 

Posons pour tout *
t +∈ℝ  et tout *

n ∈ℕ , 
1

( ) nt

n
f t e

n

−= . 

• Pour tout *
n ∈ℕ , 

n
f  est continue par morceaux et intégrable sur *

+ℝ  (car t
t e

−֏  l’est), avec : 

20 0 0
0

1 1 1 1
( ) ( ) nt nt

n nf t dt f t dt e dt e
n n n n

+ ∞
+ ∞ + ∞ + ∞

− − 
= = = − =  

   . 

• La série nf  converge simplement vers une fonction ln (1 )tt e−− −֏ , qui est continue par 

morceaux sur *

+ℝ . 

• La série 
20

1
( )

n
f t dt

n

+ ∞

=   converge. 

Alors, ln (1 )tt e−− −֏  est intégrable sur *

+ℝ  et : 

20 0
1 1

1
ln (1 ) ( )t

n

n n

e dt f t dt
n

+ ∞ + ∞
+ ∞ + ∞

−

= =

 − − = =     . 

Avec 
2

2
1

1

6n n

+ ∞

=

π
= , on obtient bien : 

  
2

0
ln (1 )

6

t
e dt

+ ∞
− π

− = −   

 



PSI*                           janvier 2026 

11.  Soit 
1

:
x

e
g x

x

−−
֏ . La fonction g est définie et dérivable sur *

+ℝ  en tant que quotient de telles 

fonctions avec pour tout *
x +∈ℝ  : 

2 2

1 ( 1)
'( )

x x x x
x e e x e e

g x
x x

− − −− + − +
= = . 

Or, par convexité de la fonction exponentielle, on a 1 x
x e+ ≤  pour tout x ∈ℝ , donc '( ) 0g x ≤  pour tout 

*
x +∈ℝ  et ainsi, g est décroissante sur *

+ℝ . De plus  

Soit 
1

: ( , ) ln
tue

f t u
t

− −
 
 

֏ , définie sur ] ]* 0,1+ ×ℝ . 

Pour tout ] ]*( , ) 0 ,1t u +∈ ×ℝ , on a 1tu
e

− <  et 1 tu
tu e

−− ≤  (toujours par convexité de l’exponentielle). 

Alors, 
1

0 1
tu

e
u

t

−−
< ≤ ≤  et ainsi, f est bien définie et est négative sur ] ]* 0,1+ ×ℝ . 

• Pour tout ] ]0,1u ∈ , 
0

( , ) ln
t

f t u u+→
→  (car 

0
1 ~

x

x
e x

+

−

→
− ). 

• Pour tout 
*

t +∈ℝ , les fonctions ( , )u f t u֏  et lnu u֏  sont continues par morceaux sur ] ]0,1 . 

• Pour tout ] ]*( , ) 0 ,1t u +∈ ×ℝ , on a tu t≤ , donc ( ) ( )g tu g t≥ , ce qui donne 
1 1

tu t
e e

u
t t

− −− −
≥ , d’où : 

( )
1

( , ) ( , ) ln ln ( ) ln
te

f t u f t u u g t u
t

− −
= − ≤ − = − − 

 
. 

Comme ln g−  est croissante sur 
*

+ℝ , donc sur ] ]0,1 , on a alors pour tout ] ] ] ]( , ) 0,1 0,1t u ∈ ×  : 

( )( , ) ln (1) lnf t u g u≤ − − . 

Et la fonction ( )ln (1) lnu g u− −֏  est continue par morceaux et intégrable sur ] ]0,1 . 

Alors, d’après le théorème de convergence dominée à paramètre continu, pour tout ] ]0,1t ∈ , ( , )u f t u֏  

est intégrable sur ] ]0,1  et on a : 

[ ]
1 1 1 1

00 0 00 0

1 1
lim ln lim ln ln ln 1

tu tu

t t

e e
du du u du u u u

t t+ +

− −

→ →

    − −
= = = − = −    

    
   . 

Finalement, on a bien : 

  
1

00

1
ln 1

tu

t

e
du

t
+

−

→

 −
→− 

 
   

 

12.  Soit 
*

k ∈ℕ . On a pour tout t +∈ℝ  : 

( 1)/2

/2

( 1)/2

/2

( )
    quand  0

1
( )

( )
      quand  0

k

tuk

k
k

k

t q u
du t

e
u t

q u
du t

u

+

+


> −

= 
 =





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Posons 
1

,
2 2

k k
J

+ 
=   

 et pour tout ( , )t u J+∈ ×ℝ  : 

( )
    quand  0

1
( , )

( )
     quand  0

tu

t q u
t

e
h t u

q u
t

u


> −

= 
 =


 

• Pour tout t +∈ℝ , ( , )u h t u֏  est continue par morceaux sur J. 

• Pour tout u J∈ , ( , )t h t u֏  est continue sur +ℝ  (sur 
*

+ℝ  comme quotient de fonctions continues et 

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim

1 1 1
tu tu h

t t h

t q u q u tu q u h q u

e u e u e u+ + +→ → →
= = =

− − −
 donc ( , )t h t u֏  est continue en 0). 

• Par convexité de la fonction exponentielle, on a 1
tu

tu e+ ≤  pour tout ( , )t u J+∈ ×ℝ . 

Avec 
1

( )
2

q u ≤  établi dans la question 7, on a pour tout ( , )t u J+∈ ×ℝ  : 

( ) 1
( , )

1 2
tu

t q u
h t u

e u
= ≤

−
. 

Et la fonction 
1

2
u

u
֏  est continue par morceaux et intégrable sur 

1
,

2 2

k k
J

+ 
=   

 (car 0k > ). 

Alors, pour tout t +∈ℝ , ( , )u h t u֏ est intégrable sur J (ce qui était clair car la fonction est continue par 

morceaux sur le segment J et 
( 1)/2

/2
( , )

k

k
t h t u du

+

֏  est continue sur +ℝ . Or, cette fonction n’est autre que la 

fonction 
k

u , donc, pour tout 
*

k ∈ℕ  : 

  
k

u  est continue sur +ℝ .  

 

13.  Soit 
*

t +∈ℝ  fixé dans cette question. 

Pour tout 
*

k ∈ℕ  et tout 
1

,
2 2

k k
u

+ 
∈   

 : 

• si 2k p=  est pair, 
1

2
p u p≤ < + , donc 

2

k
u p= =    et 

1
( ) 0

2

k
q u u

+
= − <  ; 

• si 2 1k p= +  est impair, 
1

1
2

p u p+ ≤ < + , donc 
1

2

k
u p

−
= =    et ( ) 0

2

k
q u u= − ≥ . 

Ainsi, pour tout 
1

,
2 2

k k
u

+ 
∈   

 : 

( )    quand  est pair
( )

 ( )     quand  est impair

q u k
q u

q u k

−
= 


 

Alors, on peut écrire : 

( 1)/2

/2

( 1)/2

/2

( )
   quand  est pair

1
( )

( )
      quand  est impair

1

k

tuk

k
k

tuk

t q u
du k

e
u t

t q u
du k

e

+

+


− −

= 

 −




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Et comme pour tout 
1

,
2 2

k k
u

+ 
∈   

, on a 0
1tu

t

e
>

−
, donc 

( 1)/2

/2

( )
0

1

k

tuk

t q u
du

e

+

≥
− , on obtient dans les deux 

cas : 

  
( 1)/2

/2

( )
( )

1

k

k tuk

t q u
u t du

e

+

=
−   

 

On vient aussi de voir que 
( )    quand  est pair

( )
 ( )      quand  est impair

k

k

k

u t k
u t

u t k

−
= 


, soit pour tout *
k ∈ℕ  : 

  1( ) ( 1) ( )k

k ku t u t
+= −   

 

Pour tout *
k ∈ℕ , en effectuant le changement de variable 1v k u= + − , on a : 

( 2)/2 /2 ( 1)/2

1 ( 1 ) ( 1 )( 1)/2 ( 1)/2 /2

( ) ( 1 ) ( 1 )
( )

1 1 1

k k k

k tu t k v t k vk k k

t q u t q k v t q k v
u t du dv dv

e e e

+ +

+ + − + −+ +

+ − + −
= = − =

− − −   . 

Et d’après la question 6, la fonction q  est paire et 1-périodique, donc ( 1 ) ( ) ( )q k v q v q v+ − = − =  et en 

renommant u la variable muette dans l’intégrale, on a : 

( 1)/2

1 ( 1 )/2

( )
( )

1

k

k t k uk

t q u
u t du

e

+

+ + −
=

− . 

Or, pour tout 
1

,
2 2

k k
u

+ 
∈   

, on a 
1

( 1 ) 2 0
2

k
k u u u

+ 
+ − − = − ≥ 

 
, donc 1k u u+ − ≥  et avec 0t >  : 

( 1 )

( ) ( )

1 1t k u tu

t q u t q u

e e
+ −

≤
− −

. 

Alors : 

( 1)/2 ( 1)/2

1 ( 1 )/2 /2

( ) ( )
( ) ( )

1 1

k k

k kt k u tuk k

t q u t q u
u t du du u t

e e

+ +

+ + −
= ≤ =

− −  . 

Ainsi, la suite ( ) *
( )

k k
u t

∈ℕ
 est décroissante. 

De plus, pour tout *
k ∈ℕ  et pour tous *

,t u +∈ℝ , on a 
1

( )
2

q u ≤  (vu dans la question 7) et 0 1
1

tu

tu

e
< ≤

−
 (car 

1
tu

e tu− ≥  par convexité de la fonction exponentielle), donc : 

( 1)/2 ( 1)/2 ( 1)/2

/2 /2 /2

( ) ( ) 1 1 1 1
( ) ln ln ln 1

1 1 2 2 2 2 2

k k k

k tu tuk k k

t q u q utu du k k
u t du du

e e u u k

+ + +  +      
= = ≤ = − = +      − −       
   . 

Et par concavité de la fonction ln, on a 
1 1

ln 1
k k

 
+ ≤ 

 
 et donc, pour tout 

*
k ∈ℕ  : 

1
( )

2
k

u t
k

≤ . 

Par comparaison, ceci prouve que la suite ( ) *
( )

k k
u t

∈ℕ
 est de limite nulle. 

Finalement, la suite ( ) *
( )

k k
u t

∈ℕ
 est décroissante et de limite nulle, donc la série alternée ( )ku t  vérifie le 

critère spécial des séries alternées, ce qui permet conclure qu’elle converge est son reste d’ordre 1n −  est 
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majoré en valeurs absolues par son premier terme, soit pour tout 
*

n ∈ℕ , ( ) ( )k n

k n

u t u t
+ ∞

=

≤  et comme on 

vient de voir que 
1

( )
2

n
u t

n
≤ , on obtient bien pour tout 

*
n ∈ℕ  : 

  
1

( )
2

k

k n

u t
n

+ ∞

=

≤   

 

14.  Comme 
1

lim 0
2n n→ + ∞

= , le résultat précédent (admis en 0t = ) permet de conclure à la convergence 

uniforme sur +ℝ  de la série de fonctions ku . De plus, d’après la question 12, 
k

u  est continue sur +ℝ  

pour tout 
*

k ∈ℕ . Ceci permet de conclure que 
2

k

k

u
+ ∞

=

  est continue sur +ℝ , donc en 0 entre autres. 

Or, pour tout 
*

t +∈ℝ  : 

( 1)/2 ( 1)/2

/2 1 1
2 2 2

( ) ( ) ( )
( ) lim ( ) lim lim

1 1 1

n n k n

k k tu tu tukn n n
k k k

t q u t q u t q u
u t u t du du du

e e e

+ ∞
+ + + ∞

→ + ∞ → + ∞ → + ∞
= = =

= = = =
− − −

     . 

Et, de la même façon, 
1

2

( )
(0)

k

k

q u
u du

u

+ ∞
+ ∞

=

=   et, d’après la question 9, 
1

( ) ln (2 )
1

2

q u
du

u

+ ∞ π
= − . 

Ainsi : 

  
10

( ) ln (2 )
lim 1

1 2
tu

t

t q u
du

e+

+ ∞

→

π
= −

−   

 

15.  Pour tout 
*

t +∈ℝ  : 

1 1

( ) 1

1 1 2

tu

tu tu

t q u t e
du u u du

e e

−
+ ∞ + ∞

−

 
= − −   

− −  
   

Soit un réel 1A ≥ . 

• 
11

ln (1 ) ln (1 ) ln (1 ) ln (1 )
1

tu
A A

tu tA t t

Atu

t e
du e e e e

e

−
− − − −

→ + ∞−
 = − = − − − →− − −  donc : 

1
ln (1 )

1

tu
t

tu

t e
du e

e

−
+ ∞

−

−
= − −

− . 

• Par intégration par parties : 

11 1

1

ln (1 ) ln (1 )
1

ln (1 ) ln (1 ) ln (1 )

tu
A AA

tu tu

tu

A
tA t tu

t e
u du u e e du

e

A e e e du

−
− −

−

− − −

 = − − − −

= − − − − −

 


. 

Or, ln (1 ) ~tu tu

u
e e− −

→ + ∞
− −  et 

1

tue du
+ ∞

−

  converge, donc 
1

ln (1 )tue du
+ ∞

−−  converge. 

Et ln (1 ) 0tA

A
A e−

→ + ∞
− →  par croissances comparées (car ln (1 ) ~tA tA

u
A e Ae− −

→ + ∞
− − ). 



PSI*                           janvier 2026 

Ainsi, 
1 1

tu

tu

t e
u du

e

−
+ ∞

−−  converge et : 

1 1
ln (1 ) ln (1 )

1

tu
t tu

tu

t e
u du e e du

e

−
+ ∞ + ∞

− −

−
= − − − −

−  . 

Comme 
1

( )

1
tu

t q u
du

e

+ ∞

−  converge (d’après la question précédente), on en déduit que 
1 1

tu

tu

t e
u du

e

−
+ ∞

−   
−  

converge et : 

1 1 1 1

1 1

1 1

( ) 1

1 1 1 2 1

1
ln (1 ) ln (1 ) ln (1 )

1 2

1
ln (1 ) ln (1 ) ln (1

1 2

tu tu tu

tu tu tu tu

tu
t tu t

tu

tu
t tu

tu

t q u t e t e t e
du u du u du du

e e e e

t e
e e du u du e

e

t e
e e du u du

e

− − −
+ ∞ + ∞ + ∞ + ∞

− − −

−
+ ∞ + ∞

− − −

−

−
+ ∞ + ∞

− −

−

= − −  
− − − −

= − − − − − + −  
−

= − − − − − + −  
−

   

 

 

1 1

)

1
ln (1 ) ln (1 )

2 1

t

tu
t tu

tu

e

t e
e u du e du

e

−

−
+ ∞ + ∞

− −

−
= − − − − −  

− 

 

Il reste donc à prouver que 
1

ln ( )
1

tu
t

tu

t e
u du P e

e

−
+ ∞

−

−
=  

− . On a : 

1 1

1
1 1

1 1

1 1

( 1)

1

( 1)

1 1 1

ln (1 )
1

ln (1 ) ln (1 )

( 1 1) ln (1 ) ln (1

tu tu tu
n n

tu tu tun n
n n

tu
n n

tu

tu nn
n n

n t nt

n

n t n

t e t e t e
u du u du n du

e e e

t e
n du n e

e

n e n e

n e n e

− − −+ ∞ + ∞
+ ∞ + +

− − −
= =

−+ ∞ + ∞
+ +−

−
= =

+ ∞
− + −

=

− + −

= =      
− − −

 = = − −

 = − − − 

= + − − − −

   

 



( )

1

( 1) ( 1)

1

)

( 1) ln (1 ) ln (1 ) ln (1 )

t

n

n t nt n t

n

n e n e e

+ ∞

=

+ ∞
− + − − +

=

  

 = + − − − − − 





 

Or, pour tout 
*

N ∈ℕ , on a par télescopage : 

( 1) ( 1)

1

( 1) ln (1 ) ln (1 ) ( 1) ln (1 ) ln (1 )
N

n t nt N t t

n

n e n e N e e
− + − − + −

=

 + − − − = + − − −  . 

Et comme plus haut, on a ( 1)( 1) ln (1 ) 0N t

N
N e− +

→ + ∞
+ − → , donc : 

( 1)

1

( 1) ln (1 ) ln (1 ) ln (1 )n t nt t

n

n e n e e
+ ∞

− + − −

=

 + − − − = − −  . 

Ceci implique que la série 
( 1)ln (1 )n t

e
− +−  converge et avec une réindexation, on obtient : 

( 1) ( 1)

1
1 1

2 1

( 1) ln (1 ) ln (1 ) ln (1 )
1

ln (1 ) ln (1 ) ln (1 )

tu
n t nt n t

tu
n n

t nt nt

n n

t e
u du n e n e e

e

e e e

− + ∞ + ∞
+ ∞

− + − − +

−
= =

+ ∞ + ∞
− − −

= =

 = + − − − − −    −

= − − − − = −

 

 
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D’après la question 5, on a alors 
1

ln ( )
1

tu
t

tu

t e
u du P e

e

−
+ ∞

−

−
=  

−  et finalement, on obtient bien : 

  
1 1

( ) 1
ln (1 ) ln ( ) ln (1 )

1 2

t t tu

tu

t q u
du e P e e du

e

+ ∞ + ∞
− − −= − − − − −

−    

 

16.  D’après le résultat précédent, on a pour tout 
*

t +∈ℝ  : 

1 1

1 ( )
ln ( ) ln (1 ) ln (1 )

2 1

t t tu

tu

t q u
P e e du e du

e

+ ∞ + ∞
− − −= − − − − −

−  . 

D’après la question 12, on a 
1

00

1
ln 1

tu

t

e
du

t
+

−

→

 −
→− 

 
 . Or : 

1 1 1

0 0 0

1
ln ln (1 ) ln ln (1 ) ln

tu
tu tue

du e t du e du t
t

−
− − −

 = − − = − −   
 

   . 

Ceci veut dire que 
1

0
ln (1 )tue du−−  converge avec : 

1

0 0

ln (1 ) ln 1 (1)tu

t

e du t o
+

−

→
− = − + . 

Alors : 

1

1 0 0

0 0

ln (1 ) ln (1 ) ln (1 )

ln (1 ) ln 1 (1)

tu tu tu

tu

t

e du e du e du

e du t o
+

+ ∞ + ∞
− − −

+ ∞
−

→

− = − − −

= − − + +

  


 

En effectuant le changement de variable v tu= , on a : 

0 0 0

1 1
ln (1 ) ln (1 ) ln (1 )tu v v

e du e dv e dv
t t

+ ∞ + ∞ + ∞
− − −− = − = −   . 

Et, d’après la question 10, 
2

0
ln (1 )

6

v
e dv

+ ∞
− π

− = − , donc : 

2

1 0

ln (1 ) ln 1 (1)
6

tu

t

e du t o
t +

+ ∞
−

→

π
− = − − + +       (1) 

D’après la question 14 : 

1 0

( ) ln (2 )
1 (1)

1 2tu
t

t q u
du o

e +

+ ∞

→

π
= − +

−       (2) 

Enfin : 

0 0 0

ln (1 ) ln ( ) ln ln 1 (1) ln (1)( ) ( )t

t t t

e t o t t o t o
+ + +

−

→ → →
− = + = + + = +       (3) 

En utilisant (1), (2) et (3) dans la relation au début de la question, on obtient : 

2

0

1 ln (2 )
ln ( ) ln 1 ln 1 (1)

2 2 6

t

t

P e t t o
t +

−

→

π π
= − − + + + − + . 

Soit : 

  
2

0

1 ln (2 )
ln ( ) ln (1)

6 2 2

t

t

P e t o
t +

−

→

π π
= + − +   
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C. Développement de P en série entière 

17.  On fixe n ∈ℕ . 

Pour tout *
N ∈ℕ , on a ( ), 1

1

, ... , \
N

N

n N N k

k

P a a ka n
=

 
= ∈ = 
 

ℕ . 

On a ( ) ,, 0, ... , 0 n Nn P∈  donc : 

  ,n N
P ≠ ∅   

 

Pour tout ( )1 ,, ... , N n Na a P∈  et tout � �1,k N∈  : 

1

1 1
0

N

k k i

i

n
a ka ia n

k k k=

≤ = ≤ = ≤ . 

Donc, ( ) � �1
, ... , 0,

N

N
a a n∈  et ainsi : 

  � �,
0,

N

n N
P n⊂   

 

Comme � �0,
N

n  est fini (de cardinal ( 1)Nn + ) et � �,
0,

N

n N
P n⊂ , 

,n N
P  est fini et donc 

,n N
p  existe et comme 

,n N
P  est non vide, on a ,1 ( 1)N

n Np n≤ ≤ + . 

 

Pour tout ( )1 ,, ... , N n Na a P∈ , on a 
1
, ... , , 0

N
a a ∈ℕ  et 

1

( 1) 0
N

k

k

ka N n
=

+ + × = , donc ( )1 , 1, ... , , 0N n Na a P +∈ . 

Ainsi, ( ) ( ){ }1 1 , , 1
, ... , , 0 \ , ... ,

N N n N n N
a a a a P P +∈ ⊂  donc : 

( ) ( ){ }1 1 , , 1
Card , ... , , 0 \ , ... ,

N N n N n N
a a a a P p +∈ ≤ . 

Comme ( ) ( )1 1, ... , , ... , , 0N Na a a a֏  est bijective de 
,n N

P  dans ( ) ( ){ }1 1 ,
, ... , , 0 \ , ... ,

N N n N
a a a a P∈ , on a : 

( ) ( ){ }1 1 , ,
Card , ... , , 0 \ , ... ,

N N n N n N
a a a a P p∈ = . 

Et ainsi, 
, , 1n N n N

p p +≤ , donc : 

  La suite ( ) *,n N N
p

∈ℕ
 est croissante.  

 

• Si 0n = , pour tout *
N ∈ℕ  et tout ( )1, ... , N

Na a ∈ℕ , on a 
1

0
N

k

k

ka
=

=  si et seulement si 
1

... 0
N

a a= = = . 

Ainsi, ( ){ },
0, ... , 0 N

n N
P = ∈ℕ  et 

,
1

n N
p =  : la suite ( ) *0,N N

p
∈ℕ

 est constante à partir du rang 

( )1 max 0,1= . 

• Si 1n ≥ , soit *
N ∈ℕ  tel que 1N n≥ + . Posons : 

( ) ( ){ }1 1 ,
, ... , , 0, ... , 0 \ , ... ,N

n n n n
A a a a a P= ∈ ∈ℕ . 

Comme plus haut, on a : 

,n N
A P⊂ . 
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Et pour tout ( )1 ,, ... , N n Na a P∈ , s’il existe � �1,p n N∈ +  tel que 0
p

a ≠ , on a 1
p

a ≥  et donc : 

1

N

k p

k

ka pa p n
=

≥ ≥ > . 

Ceci est absurde car 
1

N

k

k

ka n
=

= . 

Ainsi, 0
p

a =  pour tout � �1,p n N∈ +  et ( )1, ... , Na a A∈ . Ceci prouve que : 

,n N
P A⊂ . 

Finalement, on a : 

,n N
P A= . 

Or, ( ) ( )1 1, ... , , ... , , 0, ... , 0n na a a a֏  est bijective de ,n n
P  dans A , donc : 

, , , ,Card Card Card
n N n N n n n n

p P A P p= = = = . 

 Ainsi, la suite ( ) *,n N N
p

∈ℕ
 est constante à partir du rang ( )max ,1n n= . 

Dans les deux cas : 

  La suite ( ) *,n N N
p

∈ℕ
 est constante à partir du rang ( )max ,1n .  

 

18.  Pour tout z D∈  et tout *
N ∈ℕ  , on a 

11 1
NN

z z
++ = <  et : 

1 ( 1)

1
0 0

1
( )

1

N n n N

N
n n

z z
z

+∞ +∞
+ +

+
= =

= =
−

  . 

Pour *
N ∈ℕ  donné, posons : 

  n∀ ∈ℕ , ,

1     si 1 divise 

0    sinon
n N

N n
a

+
= 


  

On a alors : 

  z D∀ ∈ , ,1
0

1

1

n

n NN
n

a z
z

+∞

+
=

=
−

   

 

Prouvons par récurrence sur N  que pour tout *
N ∈ℕ , on a ,

01

1

1

N
n

n Nn
nn

p z
z

+∞

==

=
−

∏  pour tout z D∈ . 

• Pour tout n ∈ℕ , on a { } { },1 1 1\nP a a n n= ∈ = =ℕ , donc ,1 1
n

p = . 

Comme pour tout z D∈ , n
z  converge, on peut écrire : 

1

,1

0 0 1

1 1

1 1

n n

n n
n n n

p z z
z z

+∞ +∞

= = =

= = =
− −

  ∏ . 

La relation est donc vraie au rang 1N = . 

• Supposons la relation vraie à un rang *
N ∈ℕ , soit pour tout z D∈ , ,

01

1

1

N
n

n Nn
nn

p z
z

+∞

==

=
−

∏  (ce qui 

suppose, entre autres, la convergence de la série ,

n

n Np α  pour tout Dα ∈ ). 
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Alors : 
1

,1 1
01 1

1 1 1 1

1 1 1 1

N N
n

n Nn n N N
nn n

p z
z z z z

+∞+

+ +
== =

     
= =      

− − − −      
∏ ∏ . 

Or, on a vu que  ,1
0

1

1

n

n NN
n

a z
z

+∞

+
=

=
−

  et comme 1z < , la série ,

n

n Na z  est absolument convergente. 

De plus, on a z D∈ , donc par hypothèse de récurrence, la série , ,

n n

n N n N
p z p z=   converge, 

donc la série ,

n

n Np z  est absolument convergente. 

On peut alors utiliser le produit de Cauchy pour écrire : 

1

, , ,1
0 0 0 0 01

1 1

1 1

N n
n n n n

n N n N n n k N kn N
n n n n kn

p z p z u z p u z
z z

+∞ +∞ +∞ +∞+

−+
= = = = ==

       
= = =       − −       
    ∏    (1) 

Or, pour tout n ∈ℕ  : 

( )

( ) ( ){ }
1

1
1

, 1 1 1

1

1

1 1 1 1 ( 1) ,

, ... , , \

, ... , , \ ( 1)  et , ... ,
N

N
N

n N N N k

k

N

N N N N n N a N

P a a a ka n

a a a N a n a a P
+

+
+

+ +
=

+
+ + − +

 
= ∈ = 
 

= ∈ + ≤ ∈

ℕ

ℕ

 

Si on pose � �1 0, ( 1)NA n N+ = +∩ ℕ , autrement dit, 1N
A +  est l’ensemble des multiples de 1N +  compris 

entre 0 et n, on peut écrire : 

( ) ( ){ }
1

1

, 1 1 1 ,, ... , , \ , ... ,
N

N

n N N N n k Nk A
P a a k a a P

+

+
+ −∈

= ∈ ∈ℕ∪ . 

L’application ( ) ( )1 1, ... , , , ... ,N Na a k a a֏  est bijective de ( ) ( ){ }1

1 1 ,, ... , , \ , ... ,N

N N n k N
a a k a a P+

−∈ ∈ℕ  

dans ,n k N
P − , donc ( ) ( ){ }1

1 1 , , ,Card , ... , , \ , ... , CardN

N N n k N n k N n k N
a a k a a P P p+

− − −∈ ∈ = =ℕ . De plus, 

l’union ci-dessus est disjointe, donc : 

( ) ( ){ }
1 1

1

, 1 , 1 1 1 , ,Card Card , ... , , \ , ... ,
N N

N

n N n N N N n k N n k N

k A k A

p P a a k a a P p
+ +

+
+ + − −

∈ ∈

= = ∈ ∈ = ℕ  

Enfin, avec la suite u définie plus haut, on a 1N
k A +∈  si et seulement si � �0,k n∈  et 1

k
u = . Ainsi : 

, 1 ,

0

n

n N n k N k

k

p p u+ −
=

= . 

La relation (1) devient alors 
1

, 1

01

1

1

N
n

n Nn
nn

p z
z

+∞+

+
==

=
−

∏  et donc la relation est vraie au rang 1N + . 

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour *
N ∈ℕ , soit : 

  Pour tout *
N ∈ℕ  et tout z D∈ , ,

01

1

1

N
n

n Nn
nn

p z
z

+∞

==

=
−

∏ .  

 

19.  Soient ∈ℓ ℕ  et [ [0,1x ∈ . 

Soit *
N ∈ℕ  tel que N > ℓ . On a vu que 0, 0 1

N
p p= =  et ,n N n

p p=  pour tout ( )max ,1N n≥ . Alors : 

, ,

0 0 1

n n n

n N n n N

n n n

p x p x p x
+∞ +∞

= = = +

= +  
ℓ

ℓ

. 
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Comme tous les termes sont positifs, on peut écrire : 

,

0 0

n n

n n N

n n

p x p x
+∞

= =

≤ 
ℓ

. 

Donc, d’après la question précédente, on a : 

0 1

1

1

N
n

n n
n n

p x
x= =

≤
−

 ∏
ℓ

. 

Ceci est vrai pour tout *
N ∈ℕ  tel que N > ℓ , donc on peut faire tendre N vers + ∞, et d’après la question 5,  

1

1
lim ( )

1

N

nN
n

P x
x→ + ∞

=

 
= 

− 
∏  car [ [0,1x D∈ ⊂ , donc, pour tous ∈ℓ ℕ  et [ [0,1x ∈  : 

  
0

( )n

n

n

p x P x
=

≤
ℓ

  

 

L’inégalité précédente peut se récrire ( )
0

n

n

n

p z P z
=

≤
ℓ

 pour tout z D∈ . Ainsi, la suite 
0

n

n

n

p z
= ∈

 
 
 

ℓ

ℓ ℕ

 est 

majorée par ( )P z  et est croissante car la série 
n

n
p z  est à termes positifs. Ceci permet de conclure que 

la série 
n

n
p z  converge et donc, si R est le rayon de convergence de la série entière n

np z , on a 1R ≥ . 

Par ailleurs, on a vu que pour tous n ∈ℕ  et *
N ∈ℕ , on a , 1

n N
p ≥ , donc 1

n
p ≥  et comme le rayon de 

convergence de la série entière n
z  est 1, on a 1R ≤ . 

Finalement : 

  Le rayon de convergence de la série entière n

np z  est 1R = .  

 

20.  Soit z D∈ . Pour tout *
N ∈ℕ , les séries n

np z  et ,

n

n Np z  convergent. 

On a vu que 0, 0 1
N

p p= =  et ,n N n
p p=  pour tout 1 n N≤ ≤ , donc : 

( ), , ,

0 0 1 1 1

n n n n n

n n N n n N n n N

n n n N n N n N

p z p z p z p z p p z
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞

= = = + = + = +

− = − = −     . 

D’après la question 17, à n ∈ℕ  fixé, la suite ( ) *,n N N
p

∈ℕ
 est une suite d’entiers naturels croissante et 

stationnaire sur 
n

p , donc ,0
n N n

p p≤ ≤  et ainsi, pour tous *
N ∈ℕ  et n ∈ℕ , on a : 

,0
n n N n

p p p≤ − ≤ . 

Alors, ( ),0
n n

n n N n
p p z p z≤ − ≤  et comme n

np z  converge absolument, la série ( ),

n

n n N
p p z−  

converge absolument aussi et on a pour tout *
N ∈ℕ  : 

( ) ( ), , ,

0 0 1 1 1

n nn n n

n n N n n N n n N n

n n n N n N n N

p z p z p p z p p z p z
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞

= = = + = + = +

− = − ≤ − ≤     . 

Comme 
1

n

n

n N

p z
+∞

= +

  est le reste d’une série convergente, on a 
1

lim 0
n

n
N

n N

p z
+∞

→ + ∞
= +

= . 
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Alors, d’après le théorème des gendarmes, on a ,

0 0

lim 0n n

n n N
N

n n

p z p z
+∞ +∞

→ + ∞
= =

 
− = 

 
  , soit : 

,

0 0

lim n n

n N n
N

n n

p z p z
+∞ +∞

→ + ∞
= =

 
= 

 
  . 

Or, d’après les questions 5 et 18, ,

0 1

1
lim lim ( )

1

N
n

n N nN N
n n

p z P z
z

+∞

→ + ∞ → + ∞
= =

   
= =   

−  
 ∏  et ainsi, pour tout z D∈  : 

  
0

( )n

n

n

p z P z
+∞

=

=   

 

21.  En posant t i
z e e

− θ=  avec *
t +∈ℝ  et [ ],θ∈ − π π , on a 1t

z e
−= < , donc z D∈  et avec le résultat 

précédent : 

0 0

( ) ( )t i n nt in t i

n n

n n

p e e p e e P e e
+∞ +∞

− θ − θ − θ

= =

= =  . 

Alors, pour tout n ∈ℕ , on a ( )

0

( )kt i k n in t i

k

k

p e e e P e e
+∞

− − θ − θ − θ

=

=  et pour tout [ ],θ∈ − π π  et tout k ∈ℕ , on a : 

( )kt i k n kt

k k
p e e p e− − θ −= . 

Comme kt

kp e
−  converge (car t

e D
− ∈ ), la série de fonctions kφ  avec ( ): kt i k n

k k
p e e

− − θφ θ֏  converge 

normalement, donc uniformément, sur [ ],− π π  et, comme les 
k

φ  sont continues, 
0

k

k

+∞

=

φ est continue et : 

( ) ( )

0 0 0 0

( ) ( ) kt i k n kt i k n

k k k k

k k k k

d d p e e d p e e d
+∞ +∞ +∞ +∞

π π π π
− − θ − − θ

− π − π − π − π
= = = =

 
φ θ θ = φ θ θ = θ = θ 

 
       . 

Or, si k n≠ , on a ( ) ( )1
0

( )

i k n i k n
e d e

i k n

π
π

− θ − θ

− π
− π

 
θ = = − 

  et si k n= , ( ) 2i k ne d d
π π

− θ

− π − π
θ = θ = π  , donc : 

0

( ) 2 nt

k n

k

d p e
+∞

π
−

− π
=

 
φ θ θ = π 

 
 . 

Par ailleurs, ( )

0 0

( ) ( )kt i k n in t i

k k

k k

p e e e P e e
+∞ +∞

− − θ − θ − θ

= =

φ θ = =  , donc : 

( ) 2in t i nt

n
e P e e d p e

π
− θ − θ −

− π
θ = π . 

Avec ( ) 0tP e− ≠ , donc ( ) 0tP e− ≠ , on peut écrire : 

21 ( )
( )

( ) ( ) ( )

t i
in t i in n

t t nt t

pP e e
e P e e d e d

P e P e e P e

− θ
π π

− θ − θ − θ

− − −− π − π

π
θ = θ =  . 

Soit, pour tous *
t +∈ℝ  et n ∈ℕ  : 

  
( ) ( )

2 ( )

nt t t i
in

n t

e P e P e e
p e d

P e

− − θ
π

− θ

−− π
= θ

π    
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D. Contrôle de P 

22.  Soient [ [0,1x ∈  et θ∈ℝ . On a x D∈  et ixe Dθ ∈ , donc, d’après la question 3, on peut écrire : 

( )
( )

Re ( ) ( )( ) ( )

( )

1

1

i
i

i
L xe

L xe L xL xe L x

i L x

x e
e e

xe e

θ
θθ −−

θ

−
= = =

−
. 

Et on a : 

( ) ( )
1 1 1 1

( )
Re ( ) ( ) Re Re ( 1) cos ( ) 1

i n n n n
i in

n n n n

xe x x x
L xe L x e n

n n n n

θ+∞ +∞ +∞ +∞
θ θ

= = = =

   
− = − = − = θ −   

   
    . 

Comme pour tout n ∈ℕ , ( )cos ( ) 1 0
n

x
n

n
θ − ≤ , on a : 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

Re ( ) ( ) cos ( ) 1 cos ( ) 1 1 cos
1

n
i

n

x x
L xe L x n x

n

+∞
θ

=

− = θ − ≤ θ − = − − θ  

Ainsi, 
( ) ( )Re ( ) ( ) 1 cos

iL xe L x x
e e

θ − − − θ
≤  et donc on a bien pour tous [ [0,1x ∈  et θ∈ℝ  : 

  
( )1 cos1

1

x

i

x
e

xe

− − θ

θ

−
≤

−
  

 

D’après la question 5, 
1

1
( ) lim

1

N

nN
n

P x
x→ + ∞

=

 
=  

− 
∏  et 

1

1
( ) lim

1 ( )

N
i

i nN
n

P xe
xe

θ

θ→ + ∞
=

 
=  

− 
∏  car x D∈  et ixe Dθ ∈ . 

Alors : 

1 1

1

11

1 1
lim

1 ( )( ) 11 ( )
lim lim

1( ) 1 ( )1
lim

11

N N

i ni ni n NN
n n

N i nN N N
n

nn
N

nn

xeP xe xxe

P x xe

xx

θθ θ→ + ∞
= =

θ→ + ∞ → + ∞
=

→ + ∞
==

   
   −  −−   = = =  

−     
   −−   

∏ ∏
∏

∏∏
 

Et, par continuité du module : 

1 1

( ) 1 1
lim lim

( ) 1 ( ) 1

i n nN N

i n n inN N
n n

P xe x x

P x xe x e

θ

θ θ→ + ∞ → + ∞
= =

   − −
= =   

− −   
∏ ∏ . 

Or, quand [ [0,1x ∈  et θ∈ℝ , on a [ [0,1n
x ∈  et nθ∈ℝ  pour tout *

n ∈ℕ , donc : 

( )1 cos1

1

n
n

n x

n in

x
e

x e

− − θ

θ

−
≤

−
. 

Alors, pour tout *
N ∈ℕ  : 

( )
( )

1

1 cos
1 cos

1 1

1

1

N
n

n
n

nN N n x
n x

n in
n n

x
e e

x e
=

− − θ
− − θ

θ
= =

−
≤ =

−
∏ ∏ . 

Enfin : 

( ) ( )
1 0 1 1

1 cos 1 cos Re
N N N N

n n n n in

n n n n

n x n x x x e
θ

= = = =

 
− θ = − θ = −  

 
    . 
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Et comme les séries géométriques n
x  et n in

x e
θ  convergent, on a : 

( ) ( )
1 0 0 0

1 1
1 cos 1 cos Re Re

1 1

n n n n in

i
n n n n

n x n x x x e
x xe

+ ∞ + ∞ + ∞ + ∞
θ

θ
= = = =

  
− θ = − θ = − = −   

− −   
    . 

Et : 

( )
1

1 cos

1

( ) 1
lim

( ) 1

n

n

i nN n x

n inN
n

P xe x
e

P x x e

+ ∞

=

θ − − θ

θ→ + ∞
=

 −
= ≤ 

− 
∏ . 

Soit pour tous [ [0,1x ∈  et θ∈ℝ  : 

  

1 1
Re

1 1( )

( )

i
i

x xeP xe
e

P x

θ

 
θ − +   − − ≤   

 

23.  Soient [ [0,1x ∈  et θ∈ℝ . On a : 

( )
2 2 2

2 2 2 2 2

2

2

1 1 1 1 1 1 cos sin
Re Re Re

1 1 1 1 cos sin 1 1 cos sin

1 1 cos 1 1 cos

1 1 2 cos cos sin 1 1 2 cos

1 2 cos (1 )(1 cos )

(1 )(1 2 cos

i

x i x

x xe x x i x x x x

x x

x x x x x x x

x x x x

x x x

θ

     − θ + θ
− = − = −       − − − − θ − θ − − θ + θ     

− θ − θ
= − = −

− − θ + θ + θ − − θ +

− θ + − − − θ
=

− − θ +

( ) ( )

2 2

2

2 2 2

2 2

1 2 cos 1 cos cos

) (1 )(1 2 2 2 cos )

cos cos ( )(1 cos )

(1 ) (1 ) 2 (1 cos ) (1 ) (1 ) 2 (1 cos )

x x x x x

x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

− θ + − + + θ − θ
=

− − + + − θ

− θ + − θ + − θ
= =

− − + − θ − − + − θ

 

Et comme 
( )2

1 cos
0

(1 ) (1 ) 2 (1 cos )x x x

− θ
≥

− − + − θ
 et 2

x x x+ ≥ , on obtient bien pour tous [ [0,1x ∈  et θ∈ℝ  : 

  
( )2

1 1 (1 cos )
Re

1 1 (1 ) (1 ) 2 (1 cos )
i

x

x xe x x x
θ

  − θ
− ≥ 

− − − − + − θ 
  

 

Ceci donne : 

( )2

( ) (1 cos )
exp

( ) (1 ) (1 ) 2 (1 cos )

iP xe x

P x x x x

θ  − θ
 ≤ −
 − − + − θ 

. 

On suppose que 
1

2
x ≥ . 

• si 2(1 ) (1 cos )x x− ≤ − θ , alors 2(1 ) 2 (1 cos ) 3 (1 cos )x x x− + − θ ≤ − θ  et : 

( ) ( )2

(1 cos ) (1 cos ) 1

(1 ) 3 (1 cos ) 3(1 )(1 ) (1 ) 2 (1 cos )

x x

x x xx x x

− θ − θ
≥ =

− − θ −− − + − θ
. 

Et donc 
( ) 1

exp
( ) 3(1 )

iP xe

P x x

θ  
≤ − 

− 
. 
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• si 2(1 ) (1 cos )x x− ≥ − θ , alors 2 2(1 ) 2 (1 cos ) 3(1 )x x x− + − θ ≤ −  et avec 
1

2
x ≥  : 

( ) 2 3 32

(1 cos ) (1 cos ) (1 cos ) 1 cos

(1 )3(1 ) 3(1 ) 6(1 )(1 ) (1 ) 2 (1 cos )

x x x

x x x xx x x

− θ − θ − θ − θ
≥ = ≥

− − − −− − + − θ
. 

Donc 
3

( ) 1 cos
exp

( ) 6(1 )

iP xe

P x x

θ  − θ
≤ − 

− 
. 

Ainsi, si 
1

2
x ≥ , on a bien : 

  
3

( ) 1 cos
exp

( ) 6(1 )

iP xe

P x x

θ  − θ
≤ − 

− 
   ou   

( ) 1
exp

( ) 3(1 )

iP xe

P x x

θ  
≤ − 

− 
.  

 

24.  Posons 
2

1 cos
( )f

− θ
θ =

θ
 pour [ ] { }, \ 0θ∈ − π π  et 

1
(0)

2
f = . 

Comme la fonction cosinus est paire et développable en série entière sur ℝ , f est paire et développable en 

série entière sur [ ],− π π  (qui est symétrique par rapport à 0), avec pour [ ],θ∈ − π π  : 

2

0

( 1)
( )

(2 2)!

n
n

n

f
n

+ ∞

=

−
θ = θ

+
 . 

La fonction f est alors dérivable sur [ ],− π π  avec 2 1 2 1

1 1

( 1) 2 1 ( 1) 1
'( )

(2 2)! 2 1 (2 )!

n n
n n

n n

n
f

n n n

+ ∞ + ∞
− −

= =

− −
θ = θ = θ

+ +
  , donc : 

( ) ( )
2 2(2 1) 2(2 2)

1 0

2 2(2 1)

0

( 1) 1 1 1 1 1
2 '( )

1 (2 )! 2 2 2(2 1) ! 2 3 2(2 2) !

2(4 3)(2 3)

2 3 (4 4)!

n
n k k

n k

k

k

f
n n k k k k

k k

k k

+ ∞ + ∞
+ +

= =

++ ∞

=

 −
θ θ = θ = − θ + θ  + + + + + 

θ − + + θ
=

+ +

 



 

Et pour tout k ∈ℕ , 2 22(4 3)(2 3) 18k k+ + ≥ ≥ π ≥ θ , donc 2 '( ) 0fθ θ ≤ , ceci veut dire que ' 0f ≤  sur [ ]0, π  

et donc que f est décroissante sur cet intervalle. Alors, pour tout [ ]0,θ∈ π , 
2

2
( ) ( )f fθ ≥ π =

π
 et par parité, 

on a 
2

2
( )f θ ≥

π
 pour tout [ ],θ∈ − π π . Avec 2 0θ ≥ , ceci donne : 

  [ ] 2

2

2
, , 1 cos∀ θ∈ − π π − θ ≥ θ

π
.  

 

Soit *
t +∈ℝ  et [ ],θ∈ − π π . On a ] [0,1t

e
− ∈  et d’après la question précédente, si 

1

2

t
e

− ≥ , c’est-à-dire 

ln 2t ≤ , on a : 

3

( ) 1 cos
exp

( ) 6(1 )

t i

t t

P e e

P e e

− θ

− −

 − θ
≤ − 

− 
   ou   

( ) 1
exp

( ) 3(1 )

t i

t t

P e e

P e e

− θ

− −

 
≤ − 

− 
. 
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• Par convexité de la fonction exponentielle, on a 0 1 t
e t

−< − ≤  et donc avec 2

2

2
1 cos− θ ≥ θ

π
, on 

obtient : 

( )
2

2
3/2

3 3 2 3 2

1 cos 1 cos 2 1

6(1 ) 6 6 3t
t

e t t

−

−

− θ − θ θ
− ≤ − ≤ − = − θ

− π π
. 

Et donc : 

( )
2

3/2

3 2

( ) 1 cos ( ) 1
exp exp

( ) 6(1 ) ( ) 3

t i t i

t t t

P e e P e e
t

P e e P e

− θ − θ
−

− − −

 − θ  
≤ −  ≤ − θ   

− π  
. 

• Toujours avec 0 1 t
e t

−< − ≤ , on a pour [ ] { }, \ 0θ∈ − π π  : 

( )
2/3 2/3

2/3
3/2

2/3 2/3 2/3

1 1 1 1 1

3(1 ) 3 3 33
t

t
e t t t

−

−

θ θ
− ≤ − = − ≤ − = − θ

− π πθ
. 

Et, donc : 

( )
2/3

3/2

2/3

( ) 1 ( ) 1
exp exp

( ) 3(1 ) ( ) 3

t i t i

t t t

P e e P e e
t

P e e P e

− θ − θ
−

− − −

   
≤ −  ≤ − θ   

− π  
. 

Finalement, pour tout ] ]0, ln 2t ∈  et tout [ ],θ∈ − π π , on a : 

  
( )

2
3/2

2

1

3
( )

( )

t i t

t

P e e
e

P e

−− θ − θ
π

−
≤    ou   

( )
2/3

3/2

2/3

1

3
( )

( )

t i t

t

P e e
e

P e

−− θ − θ
π

−
≤   

 

25.  D’après la question précédente, pour tout ] ]0, ln 2t ∈  et tout [ ],θ∈ − π π , on a : 

 
( )

2 2
3/2

2 2

1

6 3
( )

( )

t ii t
t

t

P e e
e e

P e

−π θ − θ− − θ
π

−
≤    ou   

( )
2 2/3

3/2

2 2/3

1

6 3
( )

( )

t ii t
t

t

P e e
e e

P e

−π θ − θ− − θ
π

−
≤ . 

Donc, avec 

2 2

2 26 6
( ) ( )

( ) ( )

t i t ii i
t t

t t

P e e P e e
e d e d

P e P e

π θ π θ− θ − θ− −π π

− −− π − π
θ ≤ θ  , on a pour tout ] ]0, ln 2t ∈  : 

( )
2 2

3/2

2 2

1

6 3
( )

( )

t ii t
t

t

P e e
e d e d

P e

−π θ − θ− − θπ π
π

−− π − π
θ ≤ θ     ou   

( )
2 2/3

3/2

2 2/3

1

6 3
( )

( )

t ii t
t

t

P e e
e d e d

P e

−π θ − θ− − θπ π
π

−− π − π
θ ≤ θ  . 

Par parité, on a : 

( ) ( )
2 2

3/2 3/2

2 2

1 1

3 3

0
2

t t

e d e d
− −− θ − θπ π

π π

− π
θ = θ     et   

( ) ( )
2/3 2/3

3/2 3/2

2/3 2/3

1 1

3 3

0
2

t t

e d e d
− −− θ − θπ π

π π

− π
θ = θ  . 

En effectuant le changement de variable 
3/2

t
u

− θ
=

π
 dans les deux intégrales, on obtient : 

( )
22

3/2 3/2
2

1

3/23 3

0 0

u
t t

e d t e du
− −− θ −π

π θ = π     et   
( )

2/32/3
3/2 3/2

2/3

1

3/23 3

0 0

u
t t

e d t e d
− −− θ −π

π θ = π θ  . 

Or, par croissances comparées, on a 

2

3
2

1
u

u
e o

u

−

→ + ∞

 
=  

 
 et 

2/3

3
2

1
u

u
e o

u

−

→ + ∞

 
=  

 
, donc les intégrales 

2

3

0

u

e du
−+ ∞

   

et 

2/3

3

0

u

e du
−+ ∞

  convergent. 
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De plus, pour tout ] ]0, ln 2t ∈  : 

2 2
3/2

3 3

0 0

u u
t

e du e du
− − −+ ∞

≤     et   

2/3 2/3
3/2

3 3

0 0

u u
t

e du e du
− − −+ ∞

≤  . 

Alors, pour tout ] ]0, ln 2t ∈  : 

2 2

2 3/26 3

0

( )

( )

ut ii
t

t

P e e
e d t e du

P e

π θ − θ− −π + ∞

−− π
θ ≤ π     ou   

2 2/3

2 3/26 3

0

( )

( )

ut ii
t

t

P e e
e d t e du

P e

π θ − θ− −π + ∞

−− π
θ ≤ π  . 

Finalement, en posant 

2 2/3

3 3

0 0
max ,

u u

M e du e du
− −+ ∞ + ∞ 

= π π  
 
  , on obtient pour tout ] ]0, ln 2t ∈  : 

2

2 3/26
( )

( )

t ii
t

t

P e e
e d M t

P e

π θ − θ−π

−− π
θ ≤  

Ceci permet de conclure que pour tout ] ]0, ln 2t ∈  : 

  ( )
2

2 3/26

0

( )

( )

t i
i

t

t
t

P e e
e d O t

P e +

π θ − θ−π

−− π →
θ =   

 

E. Conclusion 

26.  D’après la question 21, pour tous *
t +∈ℝ  et n ∈ℕ , 

( ) ( )

2 ( )

nt t t i
in

n t

e P e P e e
p e d

P e

− − θ
π

− θ

−− π
= θ

π  . 

Ce résultat est vrai quel que soit *
t +∈ℝ  choisi à n fixé. Pour tout *

n ∈ℕ , on peut donc prendre 
6

t
n

π
=  et : 

/ 6 / 6 / 6 / 6 / 66

/ 6 / 6

( ) ( ) ( ) ( )

2 2( ) ( )

n

n n n n i n n i
in in

n n n

e P e P e e e P e P e e
p e d e d

P e P e

π
π − π − π θ − π − π θ

π π
− θ − θ

− π − π− π − π
= θ = θ

π π  . 

 

Si 

2
1

6 ln 2
n

π 
≥  

 
, on a ] ]0, ln 2t ∈  et, avec 

3/2

3/2

3/4

1

6
t

n

π 
=  
 

, le résultat de la question précédente donne : 

/ 6

3/4/ 6

( ) 1

( )

n i
in

n n

P e e
e d O

nP e

− π θ
π

− θ

− π− π → + ∞

 
θ =  

 
 . 

D’où : 

3/4

6 6

1

( )

n

n n

n

p
O

n
e P e

π → + ∞−π

 
=  

 
. 

D’après la question 16, on a : 

2

6
1 ln (2 )

ln ( ) ln (1)
2 266

6

1 1 1 ln (2 )
ln ln 6 ln (1)

6 4 4 2 2

n

n

n

P e o
n

n

n
n o

π
−

→ + ∞

→ + ∞

π π π 
= + − + π  

π
= π − − + π − +
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Donc, en posant 
1 1 ln (2 )

ln 6 ln
4 2 2K e

π
− + π−

= , on a : 

1 21 1
ln 2

6 6 6 6 4 6 34 4( ) ~

n n n n n
n

n

n
e P e K e e K e n K e n

π
−π π π − π π− −

→ + ∞
= =  

Et donc 
3/42 1

3 4

1n

n n

p
O

n
e n

→ + ∞π −

 
=  

 
, soit : 

  

2

3

n

n
n

e
p O

n

π

→ + ∞

 
 

=  
 
 

  

 


