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Corrigé du DM de n° 6

Exercice 1

— Xt

1
1) Quand x=0, ¢ et I a diverge, donc f n’est pas défini en 0.
X+t 0t

— Xt

Quand xeR", 1 n’est pas définie en — x>0, donc fn’est pas défini sur R’ .

x+t

—xt

. . e
Quand xe R, la fonction ¢

est continue sur R’ et :
x+t

— Xt — Xt — Xt

e e 1 +oo (t +eo @
o) ~ = o | |et I — converge, donc j dt converge ;
X+ttt f >+ f t X+t

e— Xt 1 e— xt
o ———>—, donc j dt converge.
X+t X 0 x+t
Finalement :

fest définie sur D=TR .

— xt

Notons h: (x,t) > définie sur R’ xR, .

x+t

e Pour tout re€ R,, x> h(x,t) est de classe C” sur R en tant que quotient de telles

fonctions et avec la formule de Leibniz, on a pour tout k€ N et tout (x,7)e Ri xR,

ak & GV PN 5001 A
T ™ = (=1 | .
X, Z( j( +t),H( ) (=D k! D PGk

Eten ré—indigant :
(_ 1)1 .] k—j —xt ' 1 tj —xt
( t) Z( j( +t)j+l( t) ( 1) k! (} 0‘]‘(.x+t)k j+lje :

k
. h .
e Pourtout ke Nettout xe R, = —-(x,?) est continue par morceaux sur R, .

ox*
k J
k! i# e etla
= jla+n)

—at . , .
——— |e ™ est continue par morceaux sur R, et négligeable
= jl(a +t)k_"+1] P v S8

tl

e Pour tout ae Ri et tout (x,1)e [a,+oo[><]R

k
o a—],?(x,t) <
X

fonction t— k !(

en +oco devant tre 2 (qui est intégrable en + oo ), donc est intégrable sur R,
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On peut alors conclure que f est de classe C ™ sur [a,+ ) [ et ceci pour tout a€ R’ , donc f est

de classe C~ sur U e [a,+ S [ , ¢’est-a-dire :
a +

festdeclasse C” sur R, .

k
h
—k(x,t)dt.

On a de plus, pour tout ke N et tout xe Ri, f(k)(x) = I;mg
X

2) Soit xe R, . En effectuant le changement de variable u = xt,ona:

tw o M o —u 1 te ol —u e ol
f(x)=.[0 %dt= . ﬁ;cht:.[ f a,’uzj-1 ¢ du+J- ¢ du.

0 x"+u

—u

e

Pour tout u € [l,+ [, 0< <e™, donc:

X +u

+eo @ " +oo 1
OSI > dqu e "du=—.
L x"4+u 1 e

—u

e

. . +oo , 5
Ainsi, x = J-l du est bornée sur R, .

x> +u
Par ailleurs, pour tout ue [0,1] ,ona l—-u<e " <1 par convexité de la fonction exponentielle,

donc :

Il 1=u dqu1 f_u dqul ! du .

2 2
0x"+u 0x"+u 0x"+u

Et:

° jl 21 du=[1n(x2+u)}l=1n(x2+1)—1n(x2)=1n(x2+1)—21nx;
Ox"+u 0

1 u 1 x° Sl 1 2 2 2
o | du=||1-—— |du=1-¥] du=1-x*In(¥*+1)+2x*In x.

2 2
0x"+u 0 X +u 0x"+u

Or, lim(-2Inx)=+oc et lirr(l) In(x*+1)= lirr(l) ZIn(x*+1)= lir% x*Inx=0 (par croissances

x—0

comparées pour la derniere), donc :

['—du ~ ['2=%au - —2mnx.
Ox"+u 0x"+u

x—0 x>0

D’apres le théoreme des gendarmes appliqué aux équivalents :

1 e "
[ ——du ~ —2Inx.
0 X +u x—0
—u —u
, * T € ..
du estbornée sur R’ , ona j ——du= o (—2Inx) etainsi :
1 X 4u x—0

e

+ o0
Et comme x|—>j >
L x"4+u

f(x) ~0—21nx
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Pour tout xe R, et tout Ae R, on a avec une intégration par parties :

—xt A —xt —xA
jAe dt = —le""L —le ¢ ~dt =| — 1e +— ——j dt
0 x+t X x+t], x70 (x+1) xx+A X (x+1)

Et quand A tend vers + o, on obtient :

1 1+ e ™
f)= =——— dt.
j x+t x xJ.O (x+1)*
e
Et comme J-O e “dt converge,ona:
— Xt
4 1
o< dt<[ " —dt=—.
(x+t) 0 x X
. 1o+ e 1 1 1
Ainsi, |f S| == j ~dt <—- etcomme —= o | — |, onpeutconclure que :
xY0 (x+1) X X xoe x
1
fx) ~ -
x>+ x

3) D’apres la question 1, on a pour tout xe R,

f'(-x) ZIJW%(x,t)dt :—J‘(:m( 1 +L]€_Xtdt.

(x+1)*  x+t

Or, pour tout (x,7)e R, xR _, ( ! +LJe_’“ >0, donc f'(x)<0 et la fonction f est

(x+1)> x+t

décroissante sur R, .

D’apres les équivalents trouvé dans la question précédente, on a lim f =400 et lim f =0, ce
0* +oo
qui permet de construire le tableau :

x| O + oo
+ oo

f \
4) On a vu dans la question précédente que fest dérivable sur R, avec pour tout xe R,

= 1 t w "
f()__jo ((Hz)”ﬁj __J. ((x+t) e xx+tjdt’

+o0
Comme J-O

0

) too _ 1
= f(x) (donc I'intégrale converge) et J-O e "dt converge (et vaut —), on
X

peut écrire :

— Xt — Xt —X

f‘(x):—jo” ¢ dt—j(:me_x’dt+xjo+me dr=—{"° dt—l+xf(x)

(x+1)* x+t 0 (x+1)’
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5)

Or, on a vu dans la question 2 que pour tout x€ R, :

dt .

e 1 ],j+w e ™
x()

dt =—; >
x+t X (x+1)

=],

Soit :

— Xt

[= )
0 (x+1) X

Et ainsi, pour tout xe R :

Fl0=- (fo(x)j—lmf(x) = 2x f(x) 2.
X X X

Finalement :

. . . 2
La fonction f est solution sur R, de (E): y'-2xy=——.
X

L’équation (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

. Va . ~ ., . 2 N\
Les solutions de y'—2xy =0, I’équation homogene associée, sont les fonctions x+> ke* ol k
est une constante réelle.

On cherche alors une solution particuliere de (E) de la forme x — k(x) ¢ ol k est une fonction
dérivable sur R’ . Ceci donne pour tout xe R, :

k'(x)e”z:—g = k'(x)=—ge_x2.
X X

xz . * . .
est continue sur R, , on peut choisir :

2 . (1} 2
Comme —e¢ " = o — et x> —e
X

k(x):—Lm(—%e_’zjdt:ZJ‘:w%dt.

Finalement :

2

+ oo -f 2
Les solutions de (E) sur R, sont les fonctions x > {ZJ- € _ar+ k]ex avec ke R.
* t

D’apres ce qui précede, f est solution de (E) sur R donc il existe une constante k€ R telle
2

—t
e 2
—dt+ke" .
o t

+o0

que pour tout xe R, f(x) =(2rwe—dt+k] " = 2e"zj
x t

Or, d’apres la question 3, lim f(x)=0, donc :

lim £ = im 2]”6 di+k=0.

X —+oo ex X —>+o0 t
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2 2

X—>+ood X

—t —t
) +oo @ +oo @ . «
Or, lim —dt =0 (car I ——dt converge), donc k =0 et ainsi, pour tout xe R, :
t t

2

—t
4
—dt
t

xt +

f(x):ﬂm dr=2¢" |

X

o
X+t

Exercice 2

Gl

Gan? définie sur R, .
xX+n

Pour tout ne N, soit la fonction f, : x>

1) Pour tout xe R, la suite (—)Zj est décroissante et de limite nulle (donc positive), donc
x+n
neN

="

la série z( 7 vérifie le critere spécial des séries alternées. Elle converge donc, ce qui
xX+n

+o0
permet de conclure que Z f, converge simplement sur R, donc que f :Z f, est bien

n=0
définie sur R, .
De plus, pour tout xe R’ ettout Ne N :
N e _1 n N _1 n + o _1 n 1 1
f(x)—an(X)‘= VA o VR O sl N <
n=0

S(x+n)? S+n?| [ S (x+n)?|T N+ T (N1

. . * . ;.
Comme ceci est vrai pour tout xe R, et comme lim =0, la série z f, converge

No+e (N +1)?
uniformément sur ]Ri. Or, toutes les fonctions f, sont rationnelles, donc continues sur ]Ri, et

. *
donc fest continue sur R, .

- . , RS s, . R 7z *
Enfin, toujours en conséquence du critere spécial des séries alternées, pour tout xe R,

- . . . 1 ) .\
f(x)= E f,,(x) est du signe de son premier terme, soit de f(x) =— qui est positif. Donc, fest
n=0 X

positive sur R, et finalement :

fest bien définie, continue et positive sur R, .

2) Pour tout xe R, :

faep=y L D 1 €D s CD =%—f(x).

“(x+1+n)? “(x+n)?’ x* (x+0) = (x+n)

Ainsi :

1
X2

JO+fx+D)=
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3)

4)

5)

On a vu dans la question 1 que fest continue sur R’ , donc en 1. Alors :

SO =lim () =1im f(x+1).

Comme hmi—+oo ona f(x+1)— 0 (ij et donc :
X

x—>x

) == fleaD =+ (ij

X
Soit :

Foo ~ &

x>0 x

On a vu dans la question 1 que fest positive sur R, donc pour tout xe R’,
1 1
0<f(xX)==-fx+D<—.
X X

1 . . . iy
Comme x — —; est intégrable en + oo, on peut conclure, par comparaison de fonctions positives,
X

que :

fest intégrable en + oo.

1"

(t+n)*

Pour tout xe R’ , ona F(x)zj:”f(t)dt—j (Zf (t)jdt (avec f, 1> ).

Soit xe R, fixé.

N
e Pourtout Ne N, Z f, est continue (les f, le sont), donc continue par morceaux, sur R+
n=0

N + oo
e D’apres la question 1, la suite (z fnj converge simplement vers f = z f, sur R, qui
NeN

n=0 n=0

est continue, donc continue par morceaux, sur ]R*+ .

e Soit Ne N.
o Si N est pair :

ul 1 1 1 1 1
nz_:;f”(t)_(t_z_(t+1)2j+'"+((t+N—2)2 _(t+N—1)2jJr (t+N)> =0

N 1 1 1 1 1 1
;f”(t)_z_z_((zﬂ)z _(t+2)2j_"'_((t+N—1)2 _(t+N)2jSt_2

o Si N est impair :

N 11 1 1
;f"(t)_(7_(z+1)2j+”'+((z+N—1)2 _(t+N)2j20

i 1 1 1 1 1 1 1
nz_(;f"(t)_t_z_((t+l)2 _(t+2)2j_m_((t+N—2)2 _(t+N—1)2J_(t+N)2 s
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6)

7

D10

1 . 1 .
<— et la fonction ¢ > — est continue par morceaux
- t
n=0

Donc, dans tous les cas, on a >
t

et intégrable sur [x,+ oo .

Alors, avec le théoréme de convergence dominée, on peut alors conclure que :

+ o0

F(x) =Ix+mf(t)dt = (Nhglmen(t)jdt = Nlir?m2jx+mfn (t)dt = fj:”fn(z)dt.

et ainsi, on a bien pour

Or, pour tout ne N, .[;wfn(t)dt:.[:w =" dII{— (- 1)n} _ =1"

(t+n)’ t+n x+n

tout xe R’ :

F=S ED

n=0 X+n

Pour tout xe R, :

F(x)+F(x+1)=j+°°f(t)dz+j+:f(t)dt=j+wf(t)dz+j+°°f(t+1)dt

:J':w[f(t)+f(t+1)]dt=J-+wti2dt:{—l} _1

* t X

On a donc bien pour tout xe R, :

F()C)+F()c+1)=l
X

La fonction F est I’opposée d’une primitive de f sur R’ . Alors, comme fest continue sur R, F

estde classe C' sur R avec F'=—f .

Or, d’apres la question 1, f est positive sur R, donc F'=— f est négative sur R, et ainsi, F

» . *
est décroissante sur R, .

De plus, comme F est continue en 1, on a lirr(l) F(x+1)=F() etdonc :

lim F(x)= lim (l—F(x+l)j:+oo.
x—0" x—=0"\ x

Enfin, comme F est décroissante et positive sur R’ (par positivité de I’intégrale avec f positive

sur ]Ri ), on a, avec le théoreme de la limite monotone, lim F(x)=/e R,.

x—>+oo

Alors, lim F(x+1)=/, donc:

lim [F(x)+F(x+1)]=2£= lim l:O.
X —>+ oo x—>+<>°_x
Ainsi :
Iim F(x)=0.

X—>+oo0
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On obtient alors le tableau de variations :

x| O t+ o0
=+ oo

d \

8) Pour tout xe ]l,+oo[, ona 0<x—I1<x<x+1, donc par décroissance de F, on a :

0

F(x+)<F(x)<F(x-1).

Et en additionnant F(x), on obtient pour tout x& |1,+ o] :

Fx+D+F(x)<2F(x) S F(x)+ F(x-1)

1
D’apres la question 6, pour tout xe ]1,+oo[, F(x)+F(x+1)=— et F(x)+F(x—1)=L1,
X x—
donc :
1 1 1
—<2F(x)£— & —<Fx)< .
X x—1 2x 2(x=1)

1 1 . .
D) N donc le théoreme des gendarmes appliqué aux équivalents permet de
xX— X —>+ oo X

conclure que :

b

1
F(x ~
( )x—>+oo 2x

9) Onavuque lin})F(x+1)=F(1)e]R et pour tout xe Ri :

1 1 1 1
F(x)—=—-F(x+])—=—-F(x+1).
) 2x X ( ) 2x  2x ( )

) 1 )
Avec lim — =+ oo, on obtient :
x—=0" 2x

1 1
F(x)— ~ —.
) 2x x—0" 2x

1 o
Et comme x> Py n’est pas intégrable en O :
X

. 1 .
La fonction x = F(x) 3 n’est pas intégrable en 0.
X

Par ailleurs, d’apres la question précédente, pour tout xe ] 1,400 [ :

LSF()C)S ! = OSF(x)—LS ! 1=;.
2x 2(x—-1) 2x  2(x—1) 2x 2x(x-1)
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—_— — et x> — est intégrable en + o, donc par comparaison de fonctions
2x(x 1) xo+ 247 2x
positives :

) 1 )
La fonction x +— F(x) —2— est intégrable en + oo
X

n

10) Pour tout ne N, soit la fonction g, : x = =D

7 [ . *
, définie sur R, .
x+n

Pour tout xe ]Ri, la suite (| g, (x)|) _ ost décroissante et de limite nulle, donc la série Z g,(x)
vérifie le critere spécial des séries alternées. Elle converge avec de plus, pour tout Ne N :

‘F(x)—zgn(X) = > g,()|<

n=0 n=N+1

1 < 1

x+N+1 N+1°

. : . , 1
Comme ceci est vrai pour tout xe R, et comme lim ——

=0, la série converge
N+ N 4] Zg" g

. 7 * . . . *
uniformément sur R, . Or, toutes les fonctions g, sont rationnelles, donc continues sur R,

donc F est continue sur R’ et pour tout pe N :

J-lzf’ F@)dt= J'lzp(i g, (t)jdt = ijfp g, (nHdt = i_[lzp ="

Ainsi, on a bien pour tout pe N" :

Z( 1y’ J-Zp dt

[ F(t)dt—Z( [ v

Pourtout Ne N",ona:

Sy [ dt —ZZ( ' In(n+2p)= (1 In(n+1)

n=0 n=0

IN+2p 2N+

= > D)"*Inn- Z( D" ' Inn

n=2p
2(N+p) 2N+l

= > D" lnn+Z( D" Inn

n=2p

2(N+p) 2p-1 2N+1

= > )'Inn- Z( 1" lnn+2( )"Inn
n=l1
2(N+p) 2p

= > D'Inn=->(=D"Inn+In(2p +Z( )" Inn—In(2N +1)

n=1 n=1 n=1
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Et pour tout me N :

sz(—l)”lnnz 2zmlnn— in: lnn=222mlnn—zzm‘llnn:2iln(2n)—zzmlnn
n=1 =1 =1 =1 n=1 n=l n=1

n pair n impair n pair
m m 2m 22m(m')2
=2>'In2+2) Inn—> Inn=2mIn2+2In(m!)—In((2m)!)=1In o
n=1 n=1 n=l1 m).

Avec la formule de Stirling, on peut écrire :
m m
m!=~27tm (—j €, avec € ?T)l .
e

Donc :

2m
- 2*"21tm (j o o2
Z(—l)"lnnzln ¢ o :ln(\/nm)+ln(—’"j.
amn (2] e,
e

2 2
Et comme &, —————1 onalln(£ j—)ln(lj 0, et donc :

m-—>+oo
82m

Z( D'nn=shm+slnnt o (1)
o 2 2 m—>+oo

Ainsi :

Z( 1)[" i =—1n(N+p)+ lnn+ o (1)+21nN+;lnn+ o ()

N —+oo

—ln(2N+1)—Z(—l)”lnn+ln(2p)

n=l

Soit :
2 dr N(N+p)) &
1 = —ln — =7 1 lnn+ o 1
Z( rl- : ((2N+l)2j Nl .
Et comme NN+ p) L on obtient :

(2N +1)? Nt 92

2p-1

:Z:(_l)nj’lzl’tit =In n+%]n(21j Z( 1) lnn+ln(2p ( j Z( 1) Inn.

Et ainsi, on a bien :

2p-1

j F(t)dt = Z( 1)]" dr —ln( ) Z( 1) Inn
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Avec ce que I’on a vu plus haut, on peut écrire :

2p

jf”F(t)dz:ln(g -3 (=" Inn+In(2p)

n=l1

P+

T 1 1
=ln|—|-|=Inp+—Int+ o 1) |+In(2
(2 {2 P+ ()} (2p)

=ln(7C —llnn+ln2+lnp—llnp+ o (1)

2) 2 2 p o>t

Y Sinp+ o

p—+oo

jf”(F(t)—zitjdt_j F(t)dt ——j dt

i +s Jnp+ o (l)——ln(2p)——ln(2j+ o (1)

Donc :

potoo

Et “( Fty—dr = tim [ F()—=|dt, on obtient :
avec L (t)—2—t t_pirilmjl (t)_Z_t ¢, on obtient :

+eo 1 . (m
.[1 (F(l‘)—zjdt —Eln(aj




