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Corrigé du DS n° 6 
 

 

 

 

I Intégrale de Gauss 

 

Q1. La fonction 
2

t
t e

−֏  est continue et positive sur [ [0,+ ∞ . De plus, 
22lim lim 0t X

t X
t e X e

− −

→ + ∞ → + ∞
= =  par 

croissances comparées, donc 
2

2

1t

t
e o

t

−

→ + ∞

 
=  

 
 et comme 

2

dt

t

+ ∞

  converge, 
2

0

te dt
+ ∞

−

 . 

Avec la positivité de 
2

t
t e

−֏ , on peut conclure que : 

  L’intégrale 
2

0

te dt
+ ∞

−

  est absolument convergente.  

 

 

Q2. Pour tout x ∈ℝ , la fonction 

2 2( 1)

2
1

t x
e

t
t

− +

+
֏  est continue sur [ ]0,1  comme quotient de telles fonctions. 

Ainsi, l’intégrale 

2 2( 1)
1

20 1

t x
e

dt
t

− +

+  est bien définie, donc : 

  La fonction f est bien définie sur ℝ .  

 

L’ensemble ℝ  est symétrique par rapport à 0 et pour tout x ∈ℝ  : 

2 2 2 2( 1)( ) ( 1)
1 1

2 20 0
( ) ( )

1 1

t x t x
e e

f x dt dt f x
t t

− + − − +

− = = =
+ +  . 

Ainsi : 

  La fonction f est paire.  
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On a [ ]
1 1

2 00
(0) arctan

1

dt
f t

t
= =

+ , soit : 

  (0)
4

f
π

=   

 

 

Q3. Posons 

2 2( 1)

2
( , )

1

t x
e

h x t
t

− +

=
+

 pour tout [ ]( , ) 0 ,1x t ∈ ×ℝ . 

• Pour tout x ∈ℝ , ( , )t h x t֏  est continue par morceaux et intégrable (Q2) sur [ ]0,1 . 

• Pour tout [ ]0,1t ∈ , ( , )x h x t֏  est de classe 
1

C  sur ℝ . 

• Pour tout x ∈ℝ , 
2 2( 1)

( , ) 2
t xh

t x t x e
x

− +∂
= −

∂
֏  est continue par morceaux sur [ ]0,1 . 

• Pour tout 
*

a +∈ℝ  et pour tout [ ] [ ]( , ) , 0,1x t a a∈ − × , on a : 

2 2
( 1)

( , ) 2 2
t xh

x t x e a
x

− +∂
= ≤

∂
. 

Et la fonction 2t a֏  est continue par morceaux et intégrable sur [ ]0,1 . 

On peut donc conclure que f est de classe 
1

C  sur [ ],a a−  pour tout 
*

a +∈ℝ , donc sur [ ]
*

,
a

a a

+∈

− =
ℝ

ℝ∪  

avec de plus pour tout x ∈ℝ , 
1

0
'( ) ( , )

h
f x x t dt

x

∂
=

∂
 et ainsi : 

  f est de classe 
1

C  sur ℝ  et ( )2 21
( 1)

0
' : 2 t xf x x e dt− +−֏ .  

 

 

Q4. La fonction 
2

t
t e

−֏  est continue sur ℝ  et g est une primitive de cette fonction, donc : 

  g est définie et de classe 
1

C  sur ℝ .  

 

 

Q5. Pour tout x ∈ℝ  : 

( )2 2 2 2 2 21 1
( 1) ( )

0 0 0
'( ) 2 2 2

x
t x x xt x u

u xt
f x x e dt e e x dt e e du− + − − − −

=
= − = − = −   . 

Or, 
2

'( ) x
g x e

−= , donc on a bien pour tout x ∈ℝ  : 

  '( ) 2 '( ) ( )f x g x g x= −   
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Q6. Comme f est de classe 
1

C  sur ℝ  (Q3), on a pour tout x ∈ℝ , 
0

( ) (0) '( )
x

f x f f t dt= +   et avec Q2 et 

la question précédente : 

2 2 2

00
( ) 2 '( ) ( ) ( ) ( ) (0)

4 4 4

x x

f x g t g t dt g t g x g
π π π

 = − = − = − +  . 

Enfin, comme (0) 0g = , on obtient bien pour tout x ∈ℝ  : 

  
2

( ) ( )
4

f x g x
π

= −   

 

Q7. Pour tout [ ]( , ) 0 ,1x t ∈ ×ℝ , 

2 2 2 2

2 2
( 1)

2 21 1

t x t x
x xe e

e e
t t

− + −
− −= ≤

+ +
, donc pour tout x ∈ℝ  

2 2 2 2

2 2
( 1) ( 1)

1 1 1

2 20 0 0
( )

1 1

t x t x
x xe e

f x dt dt e dt e
t t

− + − +
− −= ≤ ≤ =

+ +    

Comme 
2

lim 0x

x
e

−

→ + ∞
= , le théorème des gendarmes, on a : 

lim ( ) 0
x

f x
→ + ∞

= . 

Ainsi : 

2lim ( ) lim ( )
4 4x x

g x f x
→ + ∞ → + ∞

π π 
= − = 

 
. 

Et par continuité de la fonction racine carrée sur +ℝ , on obtient : 

2lim ( )
4 2x

g x
→ + ∞

π π
= = . 

Or, g est positive sur +ℝ , donc pour tout x +∈ℝ , 2
( ) ( )g x g x=  et ainsi,  

  
2

0
lim ( )

2

t

x
g x e dt

+ ∞
−

→ + ∞

π
= =   

 

 

II Formule de Stirling 

 

II.A – 

Q8. Pour tout n ∈ℕ , la fonction 
n t

t t e
−֏  est continue sur +ℝ  et par croissances comparées : 

2

1n t

t
t e o

t

−

→ + ∞

 
=  

 
. 
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Comme 
2

1
t

t
֏  est intégrable en + ∞ , 

n t
t t e

−֏  l’est aussi et donc 
0

n t

n
I t e dt

+ ∞
−=   est bien définie. 

Ainsi : 

  La suite ( )n n
I

∈ℕ
 est bien définie.  

 

 

Q9. Pour tout n ∈ℕ  et tout X +∈ℝ , une intégration par parties donne : 

1 1 1

00 0 0
( 1) ( 1)

X X XX
n t n t n t n X n tt e dt t e n t e dt X e n t e dt+ − + − − + − − = − + + = − + +    . 

Or, 1lim 0n X

X
X e+ −

→ + ∞
=  (par croissances comparées) et d’après la question précédente, 

0

n tt e dt
+ ∞

−

  

converge (et 1

0

n tt e dt
+ ∞

+ −

  aussi), donc en passant à la limite quand X tend vers + ∞  dans la relation 

précédente, on obtient : 

1

0 0
( 1)n t n tt e dt n t e dt

+ ∞ + ∞
+ − −= +   

Soit, pour tout n ∈ℕ  : 

  1 ( 1)
n n

I n I+ = +   

 

Pour tout n ∈ℕ , la fonction 
n t

t t e
−֏  est continue, positive et non nulle sur +ℝ , donc 0

n
I >  (et 

0
n

I ≠  entre autres). La relation précédente permet d’écrire pour tout 
*

n ∈ℕ  : 

( )
1 1

1

0 00

1 !
n n

n k

k kk

I I
k n

I I

− −
+

= =

= = + =∏ ∏  

Soit, 0!
n

I n I=  et la relation reste vraie pour 0n = , car 0! 1= . 

Enfin, 0
0

1tI e dt
+ ∞

−= = , donc pour tout n ∈ℕ  : 

  !
n

I n=   

 

 

II.B – 

Q10. Soit 
*

n ∈ℕ . En posant le changement de variable t y n n= + , on a : 

( ) ( )

0 0

1 1 1
1

n nn
y n y n n t n n t

n n nn n

y e
e dy y n n e dy t e dt t e dt

n nn n n n

+ ∞ + ∞ + ∞ + ∞
− − − − −

− −

 
+ = + = = 

 
    . 

Et d’après la question précédente, on a 
0

! n tn t e dt
+ ∞

−=  , donc 1

n

y n

n

y
e dy

n

+ ∞
−

−

 
+ 

 
  converge, avec : 
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1
1 ! !

n nn
y n

nn

y e e
e dy n n

nn n n n

+ ∞
−

−

   
+ = =   

  
  

Soit, pour tout 
*

n ∈ℕ  : 

  ! 1

nn

y n

n

n y
n n e dy

e n

+ ∞
−

−

  
= +   

   
   

 

 

Q11. Soit y ∈ℝ . Comme ( )lim
n

n
→ + ∞

− = − ∞ , il existe 
*

N ∈ℕ  tel que pour tout entier n N≥ , y n> −  

(donc 1 0
y

n
+ > ) et : 

( )
2 21

ln 1 ln 1 1
2 2( ) 1

n n

y yn y y yn o y nn n y n o
n nny n y nn n

n

y
f y e e e e e e

n

→ + ∞ → + ∞

      − + − + + −   − +      − −      
= + = = = = 
 

. 

Donc, 

2

2lim ( )
y

n
n

f y e
−

→ + ∞
=  et ainsi : 

  La suite de fonctions *( )
n n

f
∈ℕ

 converge simplement sur ℝ  vers la fonction 

2

2

y

y e
−

֏ .  

 

 

Q12. La fonction q est définie et continue sur ] [ { }1, \ 0− + ∞  en tant que quotient de telles fonctions. 

De plus, 
2 2

0

1
ln (1 ) ( )

2 x
x x x o x

→
+ = − + , donc : 

2 2

0

2 2 0

1
( )

ln (1 ) 12( ) (1)
2

x

x

x o x
x x

q x o
x x

→

→

+
− +

= = = + . 

Ainsi : 

  La fonction q est prolongeable en une fonction continue sur ] [1,− + ∞  en posant 
1

(0)
2

q = .  

 

 

Q13. Soit ] [1,x ∈ − + ∞ . 

Pour tout ] ]0,1u ∈ , on a 1 1 0xu u+ > − ≥ , donc 1 0xu+ ≠  et pour 0u = , on a 1 1 0xu+ = ≠ . Ainsi, 

1 0xu+ ≠  pour tout [ ]0,1u ∈ . La fonction 
1

u
u

ux+
֏  est donc définie sur [ ]0,1  et est aussi continue 

sur ce segment en tant que quotient de telles fonctions. 
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Pour 0x ≠ , on peut alors écrire (avec 1 0x+ > ) : 

1 1 1 1

20 0 0 0

1

2 2 20

1 1 1 1 1
1

1 1 1 1

ln 11 1 1 ln (1 )
ln 1 ( )

u xu x du
du du du

ux x ux x ux x x ux

x x x
ux q x

x x x x x

 
= = − = − 

+ + + + 

+ − +
= −  +  = − = = 

   
 

Et pour 0x =  : 

1
2

1 1

0 0
0

1
(0)

1 2 2

u u
du u du q

ux

 
= = = = 

+  
  . 

Finalement, on a bien pour tout ] [1,x ∈ − + ∞  : 

  
1

0
( )

1

u
q x du

ux
=

+   

 

 

Q14. Soient ] [, 1,a b ∈ − + ∞  tels que a b< . 

Pour tout [ ]0,1u ∈ , on a 0 1 1ua ub< + ≤ + , donc  
1 1

u u

ub ua
≤

+ +
 et ainsi : 

1 1

0 0
( ) ( )

1 1

u u
q b du du q a

ub ua
= ≤ =

+ +  . 

Donc : 

  La fonction q est décroissante sur ] [1,− + ∞ .  

 

Soient 
*

n ∈ℕ  et y ∈ℝ . 

• Si 0y > , on a 1
y

y
n

− < ≤ , donc ( )
y

q q y
n

 
≥ 

 
, soit : 

( )
( )2 2

ln 1
ln 1

ln 1 ln 1

y y

y y yn n
n n y y y

y y n

n

 
− +  − +    ≥ ⇔ + − ≤ + − 

 
. 

D’où : 

( ) ( )
ln 1

ln 1
( ) 1 1

n y
n n y

y yy n yn

n

y
f y e e e y e

n

 
+ −  + −− −  

= + = ≤ = + 
 

. 
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• Pour 0y = , on a ( ) 0(0) 1 1 0nf e
−= = + . 

• Si 0n y− < < , on a 1 0
y

n
− < < , donc 

1
(0)

2

y
q q

n

 
≥ = 

 
, soit : 

2
2

2
2

ln 1
1

ln 1 ( )
2 2

y

n

y y

y yn n
n n y f y e

y n

n

−

 
− +     ≥ ⇔ + − ≤ − ⇔ ≤ 

 
. 

• Si y n≤ − , on a 

2

2( ) 0
y

n
f y e

−

= ≤ . 

Finalement, on a bien pour tous 
*

n ∈ℕ  et y ∈ℝ  : 

  
( )

2

2

1    quand  0

( )

            quand  0

y

yn

y e y

f y

e y

−

−

 + ≥


≤ 
 <

  

 

 

Q15. Dans les questions précédentes, on a établi que : 

•  Pour tout 
*

n ∈ℕ , 
n

f  est continue par morceaux sur ℝ  (car 0y֏  l’est sur , n − ∞ −   et 

1

n

y ny
y e

n

− 
+ 

 
֏  l’est sur ,n − + ∞  ). 

• La suite de fonction *( )
n n

f
∈ℕ

 converge simplement sur ℝ  vers la fonction 

2

2

y

y e
−

֏  (Q11). 

• Pour tous 
*

n ∈ℕ  et y ∈ℝ , ( ) ( ) ( )n nf y f y y= ≤ ϕ  avec : 

( )
2

2

1    quand  0

( )

            quand  0

y

y

y e y

y

e y

−

−

 + ≥


ϕ = 
 <

. 

Et la fonction ϕ est continue par morceaux sur ℝ  et intégrable sur ℝ  car par croissances 

comparées, 
2

1
( )

y
y o

y→ − ∞

 
ϕ =  

 
 et 

2

1
( )

y
y o

y→ + ∞

 
ϕ =  

 
 est 

2

1
y

y
֏  est intégrable en – ∞ et en + ∞. 

Avec le théorème de convergence dominée, on peut alors conclure que 

2

2

y

y e
−

֏  et 
n

f  (pour tout 

*
n ∈ℕ ) sont intégrables sur ℝ  et : 

2

2lim ( ) ( )
y

n
n

f y dy f y dy e dy
+ ∞ + ∞ + ∞ −

− ∞ − ∞ − ∞→ + ∞
= =   . 
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D’après la question Q7, on a 
2

0 2

t
e dt

+ ∞
− π

= , donc avec la parité de 
2

t
t e

−֏ , 
2

te dt
+ ∞

−

− ∞
= π  et en 

posant le changement de variable 2y t= , on obtient : 

2 2

2
2 2

1 1

2 2

y y

te dt e dy e dy
+ ∞ + ∞ + ∞− −

−

− ∞ − ∞ − ∞
= = = π   . 

Ainsi : 

lim ( ) 2
n

n
f y dy

+ ∞

− ∞→ + ∞
= π . 

Or, d’après la question Q10, on a pour tout *
n ∈ℕ  : 

!
1 ( )

n

y n

nn n

n y
e dy f y dy

nn
n

e

+ ∞ + ∞
−

− − ∞

 
= + = 

  
 
 

  . 

Donc, 
!

lim 2
n

n

n

n
n

e

→ + ∞
= π

 
 
 

, ce qui donne bien la l’équivalent de Stirling : 

  ! ~ 2

n

n

n
n n

e→ + ∞

 
π  

 
  

 

 

II.C – 

Q16. Pour tout *
n ∈ℕ , 0

n
u >  donc les trois suites sont bien définies et : 

1 1

1
1 1

1

( 1) 1

( 1)!
ln ln ln ln

!

1 1 1 1 1
ln ln 1 1 ln 1

2

n n

n
n n n n n n n

n

n

n e n

u n
w v v u u

u n e n

n

n n
e n

n n n n

+ − −

+
+ + −

−

 + +
   + = − = − = =    
 
 

 + +     
= = + − + +             

 

Avec 
2 3 3

1 1 1 1 1
ln 1

2 3 n
o

n n n n n→ + ∞

   
+ = − + +   

   
, on obtient : 

2 2 2

1 1 1 1 1
1 1

2 3 2 4
n

n
w o

n n n n n→ + ∞

 
= − + − + −  

 
. 

Soit : 

  
2 2

1 1

12
n

n
w o

n n→ + ∞

 
= +  

 
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On a alors 
2

1
~

12
n

n
w

n→ + ∞
 et la série positive 

2

1

12n
  converge, donc par comparaison de séries 

positives (au moins à partir d’un certain rang pour nw ), on peut conclure que : 

  La série nw  converge.  

 

 

II.C.1) 

Q17. Comme pour tout *
n ∈ℕ , 0

n
b > , donc 0

n
b ≠ , l’hypothèse ~

n n
n

a b
→ + ∞

, se récrit lim 1n

n
n

a

b→ + ∞
= . 

Alors pour tout réel 0ε > , il existe *

0n ∈ℕ  tel que pour tout entier 0n n≥ , on a 1 1n

n

a

b
− ε ≤ ≤ + ε , soit 

avec 0
n

b >  : 

  0n n∀ ≥ , (1 ) (1 )
n n n

b a b− ε ≤ ≤ + ε .  

 

 

Q18. On vient de voir que la suite ( ) *n n
a

∈ℕ
 est positive à partir d’un certain rang. Comme ~

n n
n

a b
→ + ∞

 et la 

série positive nb  converge, par comparaison de séries positives (au moins à partir d’un certain rang 

pour na ), on peut conclure que : 

  La série na  converge.  

 

De plus, pour tout entier 0k n≥ , (1 ) (1 )
k k k

b a b− ε ≤ ≤ + ε , donc pour tout entier 0n n≥  : 

(1 ) (1 )
k k k

k n k n k n

b a b
+ ∞ + ∞ + ∞

= = =

− ε ≤ ≤ + ε   . 

Or, pour tout *
n ∈ℕ , 0

k

k n

b
+ ∞

=

> , donc pour tout *

+ε∈ℝ , il existe *

0n ∈ℕ  tel que pour tout entier 

0n n≥ , on a : 

1 1
k

k n

k

k n

a

b

+ ∞

=
+ ∞

=

− ε ≤ ≤ + ε



. 

Ceci prouve que lim 1
k

k n

n

k

k n

a

b

+ ∞

=
+ ∞→ + ∞

=

=



, autrement dit que : 

  ~
k k

n
k n k n

a b
+ ∞ + ∞

→ + ∞
= =

    
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II.C.2) 

Q19. Pour tout *
n ∈ℕ , la fonction 

2

1
t

t
֏  est continue et décroissante sur [ ], 1n n + , donc pour tout 

[ ], 1t n n∈ + , 
2 2 2

1 1 1

( 1)n t n
≤ ≤

+
 et en intégrant entre n  et 1n + , on obtient : 

  
1

2 2 2

1 1

( 1)

n

n

dt

n t n

+

≤ ≤
+    

 

 

Q20.  Comme la série 
2

1

n
  converge, la suite ( ) *n n

R
∈ℕ

 est bien définie et l’encadrement ci-dessus permet 

d’affirmer par comparaison de séries positives que la série 
1

2

n

n

dt

t

+

  converge aussi. 

Par télescopage, on a de plus pour tout *
n ∈ℕ : 

1
1

2

1 1 1 1

1

k
k

k
k n k n k nk

dt

t t k k n

++ ∞ + ∞ + ∞
+

= = =

   
= − = − =   +   

   . 

Pour tout *
n ∈ℕ , on peut alors sommer de k n=  à l’infini les inégalités obtenues dans la question 

précédente, ce qui donne : 

1

2 2 2 2 2 2
1

1 1 1 1 1 1 1

( 1)

k

n n
k

k n k n k n k n k n

dt
R R

k t k k n k n n

+ ∞ + ∞ + ∞ + ∞ + ∞
+

= = = = + =

≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤
+

     . 

Ou encore : 

2

1 1 1
n

R
n n n

≤ ≤ + . 

Or, 
2

1 1 1
~

nn n n→ + ∞
+ , donc par le théorème des gendarmes appliqué aux équivalents : 

  
1

~
n

n
R

n→ + ∞
  

 

II.C.3) 

Q21. On a vu dans la question Q16 que 
2

1
~

12
n

n
w

n→ + ∞
 et la série 

2

1

12n
  converge et est à termes 

strictement positifs. Les hypothèses de la question Q18 sont réunies (ou presque : a priori, nous avons 

établi que la série ( ) *n n
w

∈ℕ
 est positive seulement à partir d’un certain rang, mais comme le résultat de 

la question Q18 porte sur les restes, cela suffit). On peut donc conclure que : 

2

1
~

12
k

n
k n k n

w
k

+ ∞ + ∞

→ + ∞
= =

  . 
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Or, d’après la question Q20, on a 
2

1 1 1
~

12 12 12
n

n
k n

R
k n

+ ∞

→ + ∞
=

= , donc par transitivité de ~, on obtient : 

  
1

~
12

k
n

k n

w
n

+ ∞

→ + ∞
=

   

 

 

Q22. On a vu que ! ~ 2

n

n

n
n n

e→ + ∞

 
π  

 
, donc :  

( )
1

ln ln ln
! 2

n n

n n n

n e n
v u

n

−

→ + ∞

   
= = →     π  

. 

Pour tout *
n ∈ℕ , on a par télescopage : 

( )1

1 !
lim ln ln ln

!2 2

n n

k k k k n n nk
k n k n

n e n n
w v v v v

n n e n

−+ ∞ + ∞

+ −→ + ∞
= =

    
= − = − = − =      π π    

  . 

D’après la question précédente, on a alors : 

! 1 1
ln

122n n n

n
o

n nn e n− → + ∞

   
= +   

π   
. 

Soit : 
1 1

12! 1 1 1
1 1

12 122

n
o

n n n

n n n

qn
e o

n n n nn e n

→ + ∞

 
+  

 

− → + ∞

 
= = + + = + + 

π  
 

avec lim 0
n

n
q

→ + ∞
= . Ainsi, on a bien : 

  
1

! 2 1
12

n

n
qn

n n
e n n

  
= π + +   

   
  avec  lim 0

n
n

q
→ + ∞

= .  

 

 

III Étude de deux séries entières et application à une marche aléatoire 

 

III.A – 

Q23. Pour tout *
n ∈ℕ , posons ( )

1
1

2
n n

Z X= + . 

Comme { }( ) 1,1nX Ω = − , on a ( ) ( ) { }
1 1

( ) 1 1 , 1 1 0,1
2 2

nZ
 

Ω = − + + = 
 

 et ( ) ( )1 1n nP Z P X p= = = = . 
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Ainsi, pour tout *
n ∈ℕ , 

n
Z  suit une loi de Bernoulli de paramètre p, et en particulier : 

  ( )1 1

1
1

2
Z X= +  suit une loi de Bernoulli de paramètre p.  

 

Les 
k

X  sont indépendantes, donc les 
k

Z  le sont aussi, donc 
1

n

k

k

Z
=

  suit la loi binomiale de paramètres 

n et p. On a alors : 

1 1

                    (1 )
n n

k k

k k

E Z n p V Z n p p
= =

   
= = −   

   
   

On a 0 0S = , donc 0( ) 0E S =  et 0( ) 0V S = . 

Par ailleurs, pour tout *
n ∈ℕ , on a : 

( )
1 1 1

2 1 2
n n n

n k k k

k k k

S X Z Z n
= = =

= = − = −   . 

Donc : 

1 1

1 1

( ) 2 2 2 (2 1)

( ) 2 4 4 (1 )

n n

n k k

k k

n n

n k k

k k

E S E Z n E Z n n p n n p

V S E Z n V Z n p p

= =

= =

   
= − = − = − = −   

   

   
= − = = −   

   

 

 
. 

Avec 0( ) 0E S =  et 0( ) 0V S = , les expressions ci-dessus restent valables dans le cas où 0n =  et ainsi, 

pour tout n ∈ℕ  : 

  
( ) (2 1)

( ) 4 (1 )

n

n

E S n p

V S n p p

= −

= −
  

 

 

Q24. … 

 
 

Q25. Pour tout *
n ∈ℕ  : 

( )
2 2

2

1 1

0 2 2 0
n n

n n k k

k k

a P S P Z n P Z n
= =

   
= = = − = = =   

   
  . 

Et comme 
2

1

n

k

k

Z
=

  suit la loi binomiale de paramètres 2n et p, on a 
2

2

1

2
(1 )

n
n n n

k

k

n
P Z n p p

n
−

=

   
= = −  

  
 , 

ce qui se récrit pour tout *
n ∈ℕ  : 

  
2 n n

n

n
a p q

n

 
=  
 
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Q26. Pour tout *
n ∈ℕ , 0

n
a ≠  (car 0p ≠  et 0q ≠ ) et pour tout *

x ∈ℝ , 2 0n

n
a x ≠  et : 

( )

1 1 2( 1)

2( 1) 2
2 2 21

22 2
2

2 2

1 (2 2)!( !) (2 2)(2 1) 4 2

2 ( 1) 1( 1)! (2 )!

n n n

n

n

n
n n nn

n
p q x

na x n n n n n
pq x pq x pq x

na x n nn np q x
n

+ + +
+

+

+ 
 + + + + + = = = =

+ +  +
 
 

. 

Donc, 21 4n

n

n

a
pq x

a

+

→ + ∞
→ , donc d’après la règle de d’Alembert : 

• 
2n

na x  converge quand 24 1pq x < , soit 
1

2
x

pq
<  ; 

• 
2n

na x  diverge quand 24 1pq x > , soit 
1

2
x

pq
>  

Ainsi : 

  Le rayon de convergence de la série entière 2n

na x  est 
1

2
R

pq
= .  

 

 

Q27. L’expression 2

0

( ) n

n

n

A x a x
+ ∞

=

=  est définie en 1x =  quand la série na  converge. 

Or, avec l’équivalent de Stirling, on a : 
2

22

2
4

(2 )! (4 )2
~

( !)
2

n

n
n n n n n n

n n
n

n
n

n pqn e
a p q p q p q

n n nn
n

e

→ + ∞

 
π  

   = = = 
  π 

π  
 

. 

Remarquons que 2 24 4 4 1 (1 2 )pq p p p= − = − −  et ] [1 2 1,1p− ∈ − , donc ] ]4 0,1pq ∈  avec 4 1pq =  si 

et seulement si 2(1 2 ) 0p− = , soit 
1

2
p = . Ainsi : 

• quand 
1

2
p ≠ , on a ] [4 0,1pq ∈ , donc 

2

(4 ) 1n

n

pq
o

nn → + ∞

 
=  

π  
 par croissances comparées, soit 

2

1
n

n
a o

n→ + ∞

 
=  

 
 et, ainsi, na  converge ; 

• quand 
1

2
p = , 

1
~

n
n

a
n→ + ∞ π

 et 
1

n
  diverge, donc na  diverge. 

Finalement : 

  L’expression ( )A x  est défini en 1x =  si et seulement si 
1

2
p ≠ .  
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Q28. Pour tout ] [1,1h ∈ −  et tout α ∈ℝ , on a 
1

( 1)...( 1)
(1 ) 1

!

n

n

n
h h

n

+ ∞
α

=

α α − α − +
+ = + . 

Avec 
1

2
α = −  et 2

h x=  avec ] [1,1x ∈ − , on obtient : 

1

2 22

2
1

2

1

2 2

1 1

2

1 1 1 1 1
(1 ) 1 1 ... 1 ( )

! 2 2 21

( 1) 1 3 2 1
1 ... ( )

! 2 2 2

1 3 ... (2 1) (2 )!
1 1

2 ! 2 ! 2 4 ... (2 )

(2 )!
1

2 ( !)

n

n

n
n

n

n n

n n
n n

n

x n x
nx

n
x

n

n n
x x

n n n

n

n

+ ∞
−

=

+ ∞

=

+ ∞ + ∞

= =

    
= − = + − − − − − + −    

    −

− −    
= + −    

    

× × × −
= + = +

× × × ×

= +





 

2 2 2

2 2 2
1 1 1

12
1 1

2 2

n n nn

n n n n
n n n

an
x x x

n p q

+ ∞ + ∞ + ∞

= = =

 
= + = + 

 
  

 

Et avec 0 1a = , on obtient pour tout ] [1,1x ∈ −  : 

2

2
0

1

21

n

n

n

x
a

pqx

+ ∞

=

 
=   −  
  

Alors, pour tout ] [
1 1

, ,
2 2

x R R
pq pq

 
∈ − = − 

  
, on a ] [2 1,1pq x ∈ −  et : 

( )

2

2

2
0 0

21
( )

2
1 2

n

n

n n

n n

pq x
a a x A x

pq
pq x

+ ∞ + ∞

= =

 
= = =  

 −
  . 

Finalement, pour tout ] [,x R R∈ −  : 

  
2

1
( )

1 4
A x

pq x
=

−
  

 

 

III.B – 

Q29. Pour tout *
k ∈ℕ , appelons 

k
R  l’évènement « le point revient pour la première fois à l’origine à l’issue 

du (2 )
ième

k  lancer de la pièce » et R∞  l’évènement « le point ne revient jamais à l’origine ». On a : 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 20 0 ... 0 0k k kR S S S S−= ≠ ∩ ≠ ∩ ∩ ≠ ∩ = . 

Donc, ( )k kP R b= . 

De plus, la famille ( ) { }*k k
R

∈ ∪ ∞ℕ
 est un système complet d’évènements et donc, pour tout *

n ∈ℕ , la loi 

des probabilités totales donne : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1

0 0 0
kn n k R n R n

k

a P S P R P S P R P S
∞

+ ∞

∞
=

= = = = + = . 
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Or, si k n>  ou k = ∞ , on a ( )2 0n kS R= ∩ = ∅ , donc ( )2 0 0
kR nP S = =  et ainsi : 

( ) ( ) ( )2 2

1

0 0
k

n

n n k R n

k

a P S P R P S
=

= = = = . 

Or, pour ω∈Ω , si 
k

R  est réalisé, on a 2 ( ) 0
k

S ω =  et : 

2 2

2 2

2 1 2 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n

n k j j

j k j k

S S X X
= + = +

ω = ω + ω = ω  . 

Donc, 2 ( ) 0
n

S ω =  si et seulement si 
2

2 1

( ) 0
n

j

j k

X
= +

ω =  et ainsi : 

( )
2

2

2 1

0 0
k

n

R n j

j k

P S P X
= +

 
= = = 

 
 . 

Or, d’après l’énoncé, si 2k  est compris entre 1 et 2 1n −  (soit k  compris entre 1 et 1n − ), les variables 

aléatoires 
2 2

1

n k

j

j

X
−

=

  et 
2

2 1

n

j

j k

X
= +

  suivent la même loi et ainsi, pour tout � �1, 1k n∈ −  : 

( ) ( )
2 2

2 2( )

1

0 0 0
k

n k

R n j n k n k

j

P S P X P S a
−

− −
=

 
= = = = = = 

 
 . 

De plus, ( )2 00 1
nR n n nP S a a −= = = = , donc avec ( )k kP R b=  pour tout � �1,k n∈ , on obtient : 

1

n

n k n k

k

a b a −
=

= . 

Et enfin, comme 0 0b = , on peut écrire pour tout *
n ∈ℕ  : 

  
0

n

n k n k

k

a b a −
=

=   

 

 

Q30. Remarquons que pour tout *
n ∈ℕ , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 20 0 ... 0 0 0n n nS S S S S−≠ ∩ ≠ ∩ ∩ ≠ ∩ = ⊂ = , donc : 

n n
b a≤ . 

Ceci prouve que le rayon de convergence de la série entière 2n

nb x  est supérieur ou égal à celui de 

2n

na x , c’est-à-dire R et donc, A et B sont toutes deux définies sur ] [,R R−  (au moins). 

Alors, pour tout ] [,x R R∈ − , le produit de Cauchy des 2n

na x  et 2n

nb x  est valide et donne : 

2

0 0

( ) ( )
n

n

k n k

n k

B x A x b a x
+ ∞

−
= =

 
=  

 
  . 

Or, 
0

n

k n k n

k

b a a−
=

=  pour tout *
n ∈ℕ  et 

0

0 0

0

0k n k

k

b a b a−
=

= = , donc : 

2 2

0

1 1

( ) ( ) ( ) 1n n

n n

n n

B x A x a x a x a A x
+ ∞ + ∞

= =

= = − = −  . 
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Ainsi, pour tout ] [,x R R∈ −  : 

  ( ) ( ) ( ) 1B x A x A x= −   

On a vu dans la question Q27 que ( )A x  est défini en 1x =  si et seulement si 
1

2
p ≠ . Or, pour tout 

n ∈ℕ , on a 0
n n

b a≤ ≤ , donc si (1)A  est défini, (1)B  l’est aussi, ainsi que ( 1)A −  et (1)B  (car les 

séries ( 1)n

na −  et ( 1)n

nb −  convergent absolument). 

Or, si une série entière n

n xα  à coefficients positifs et de rayon de convergence égal à R converge 

en x R= , alors sa somme est définie et continue sur [ ],R R−  (car la série de fonctions continues 

nf  avec : n

n n
f x xα֏  converge normalement sur [ ],R R− ). 

Ainsi : 

  La formule établie ci-dessus est valable sur [ ],R R−  quand 
1

2
p ≠  et sur ] [,R R−  quand 

1

2
p = .  

 

Q31. D’après ce qui précède pour tout ] [,x R R∈ − , 
2

1
( ) 0

1 4
A x

pq x
= ≠

−
 (Q28), donc  : 

( ) 1 1
( ) 1

( ) ( )

A x
B x

A x A x

−
= = − . 

Soit, pour tout ] [,x R R∈ −  : 

  2( ) 1 1 4B x pq x= − −   

 

 

Q32. La fonction 2( ) 1 1 4x B x pq x= − −֏  est définie en 1x = , si 1 4 0pq− ≥ , ce qui revient à 

2(1 2 ) 0p− ≥ , qui est toujours vrai, donc : 

  L'expression de ( )B x  obtenue à la question précédente est définie en 1x =  pour tout ] [0,1p ∈ .  

 

Avec les notations introduites dans la question Q29, on a ( )n nP R b=  pour tout *
n ∈ℕ  et les 

n
R  sont 

deux à deux incompatibles, donc par σ-additivité : 

( )
1 1 01

n n n n

n n nn

P R P R b b
+ ∞ + ∞ + ∞ + ∞

= = ==

 
= = = 

 
  ∪ . 

Ainsi : 

  La série nb  converge quel que soit ] [0,1p ∈ .  
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III.C – 

Q33. A nouveau avec les notations introduites dans la question Q29, l’évènement « le point ne revient 

jamais à l’origine » est R∞  et ( ) { }*n n
R

∈ ∪ ∞ℕ
 est un système complet d’évènements, donc : 

( ) ( )
1

1
n

n

P R P R
+ ∞

∞
=

+ = . 

De plus, pour tout *
n ∈ℕ , ( )n nP R b= , donc : 

( ) ( )
1 1

1 1 1 (1)
n n

n n

P R P R b B
+ ∞ + ∞

∞
= =

= − = − = −  . 

Comme la série positive nb  converge quel que soit ] [0,1p ∈ , le raisonnement fait dans la question 

Q30 permet de conclure que B est continue sur [ ],R R− , donc en 1 et ainsi, (1) 1 1 4B pq= − − . 

On a donc : 

( ) 2 21 (1) 1 4 1 4 4 (1 2 ) 1 2P R B pq p p p p q p∞ = − = − = − + = − = − = − . 

Soit : 

  La probabilité de l’évènement « le point ne revient jamais à l’origine » est égale à q p− .  

 

 

IV Loi de l’arcsinus 

 

IV.A – 

Dans toute la suite, pour on appellera chemin (de longueur n) entre ( )00, z  et ( ), nn z  un n-uplet de la forme 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 20, , 1, , 2, , ... , , nz z z n z  avec pour tout � �1,i n∈ , { }1 1,1i i ix z z −= − ∈ − . Un tel chemin est vu 

comme une suite de n déplacements, toujours de + 1 en abscisse et de – 1 ou + 1 en ordonnée. 

IV.A.1) 

Q34. Soit C un chemin (de longueur n) entre ( )0,0  et ( ),n x . Notons � �0,a n∈  le nombre de déplacements 

de + 1 en ordonnée dans ce chemin. Le nombre de déplacements de – 1 en ordonnée est alors égal à 

n a− , donc l’ordonnées finale x vaut ( 1) ( ) ( 1) 2x a n a a n= × + + − × − = − . 

On a alors 2( )n x a x− = − , qui est donc forcément pair. De plus avec 0 a n≤ ≤  et 2x n a+ = , on doit 

aussi avoir 0 2x n n≤ + ≤ , soit � �,x n n∈ − . Ainsi, si n x−  est impair ou � �,x n n∉ − , il n’y a pas de 

chemin possible entre ( )0,0  et ( ),n x , donc , 0
n x

N = . 

Si maintenant, n x−  est pair et � �,x n n∈ − , alors le nombre ,n x
N  de chemins entre ( )0,0  et ( ),n x  est 

égal au nombre de façons de choisir les 
2

x n
a

+
=  déplacements de + 1 en ordonnée parmi les n 
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déplacements (les n p−  autres étant forcément de – 1 en ordonnée). Ceci revient à ,n x

n
N

a

 
=  
 

 avec 

2

x n
a

+
= . Finalement, on a bien : 

  
� �

,

  quand  est pair et ,

0    sinon

n x

n
n x x n n

aN

 
− ∈ − 

=  



  

 

 

Q35. L’évènement ( )nS x=  est la réalisation d’un chemin (de longueur n) entre ( )0,0  et ( ),n x . Comme 

tous les chemins sont équiprobables, on peut utiliser la formule : 

( )
( ) ( )nombre de chemins entre 0,0  et ,

nombre total de chemins partant de l'origine et de longueur 
n

n x
P S x

n
= =  

Or, le nombre total de chemins de longueur n partant de ( )0,0  est 2n  (il y a deux choix à chaque 

déplacement) et on vient de voir que le nombre de chemins entre ( )0,0  et ( ),n x  est ,n x
N . Ainsi : 

  ( )
� �,

2

1
  quand  est pair et ,

2
2

0    sinon

n x n

n n

x n

n
n x x n nN

P S x
+

 
  − ∈ −
 = = =  



  

 

Q36. On a vu dans la question Q23 que 2
n n

S U n= −  où ( )
1

1
1

2

n

n k

k

U X
=

= +  suit la loi binomiale de 

paramètres n et p, avec 
1

2
p =  ici. Alors : 

( ) ( )2
2n n n

n x
P S x P U n x P U

+ 
= = − = = = 

 
. 

Et cette probabilité n’est non nulle que si � �0,
2

n x
n

+
∈  soit � �,x n n∈ −  et n x−  est pair, et dans ce 

cas, on a : 

2 2

2 2

1 1 1

2 2 2 2

x n x n
n

n nx n x n

n n
n x

P U

+ +
−

+ +

   +        = = =                

. 

On retrouve alors : 

  ( )
� �

2

1
  quand  est pair et ,

2

0    sinon

n

n

x n

n
n x x n n

P S x
+

 
  − ∈ −
 = =  


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IV.A.2) 

Q37. Notons ( )0 1 1, , ... , nC z z z −  un chemin ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 10, , 1, , ... , , , ... , 1, , ,k nz z k z n z n y−−  reliant les 

points ( )00, z  et ( ),n y . Appelons E+  l’ensemble des chemins reliant ( )0, x  et ( ),n y  tout en passant 

au moins une fois par un point d’ordonnée 0 et E−  l’ensemble des chemins reliant ( )0, x−  et ( ),n y . 

Soit ϕ l’application définie sur E+  qui à tout chemin ( )1 1 1 1, , ... , , 0, , ... ,
p p n

C C x z z z z− + −=  de E+ , où 

( ),0p  est le premier point d’ordonnée 0
p

z = , associe le chemin : 

( )1 1 1 1, , ... , , 0, ,... ,
p p n

C x z z z z− + −− − − . 

Comme p existe et est unique, l’application ϕ est bien définie sur E+ . De plus, l’image de tout chemin 

de E+  est un chemin reliant ( )0, x−  et ( ),n y , donc ϕ est à images dans E− . 

Remarquons qu’avec les notations ci-dessus, on a 0
k

z ≠ , donc 0
k

z− ≠  pour tout � �0, 1k p∈ − , et 

( ),0p  est aussi le premier point d’ordonnée 0 de l’image du chemin C considéré. 

Soient C  et D  deux chemins de E+  tels que ( ) ( )C Dϕ = ϕ . D’après ce que l’on vient de voir, le 

premier point d’ordonnée 0 de C  et D  est le même, noté ( ),0p . Alors, on peut écrire : 

( )

( )
1 1 1 1

1 1 1 1

, , ... , , 0, , ... ,

, , ... , , 0, , ... ,

p p n

p p n

C C x z z z z

D C x t t t t

− + −

− + −

=

=
 

Et ( ) ( )C Dϕ = ϕ  devient : 

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1, , ... , , 0, , ... , , , ... , , 0, , ... ,
p p n p p n

C x z z z z C x t t t t− + − − + −− − − = − − −  

Soit 
� �

� �

0, 1 ,

, 1 ,

k k

k k

k p z t

k p n z t

∀ ∈ − − = −

∀ ∈ − =

, autrement dit 
k k

z t=  pour tout � �0, 1k n∈ − , donc C D=  et ainsi : 

ϕ est injective. 

De plus, tout chemin ( )1 1' , , ... , nC C x u u −= −  de E− , partant de ( )0, x−  d’ordonnée strictement 

négative et arrivant à ( ),n y  d’ordonnée strictement positive doit traverser l’axe des abscisses, donc 

doit passer par un point de la forme ( ),0p . Et, si ( ),0p  est le premier point d’ordonnée 0
p

z =  du 

chemin, alors on a ( )1 1 1 1' , , ... , , 0, ,... ,
p p n

C C x u u u u− + −= −  avec 0
k

u <  pour tout � �1, 1k p∈ −  (s’il y 

en a). On a alors ' ( )C C= ϕ  avec ( )1 1 1 1, , ... , , 0, ,... ,
p p n

C C x u u u u E− + − += − − ∈  et ainsi : 

ϕ est surjective. 

Finalement, ϕ réalise une bijection de E+ dans E−  (tous deux finis), donc E+ et E−  ont le même 

cardinal, autrement dit : 

Le nombre de chemins reliant ( )0, x  et ( ),n y , tout en passant au moins une fois par un 

point d’ordonnée 0, est égal au nombre de chemins quelconques reliant ( )0, x−  et ( ),n y . 
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IV.A.3) 

Q38. Remarquons que le nombre de chemins reliant ( )1,1  à ( ),n x  sans jamais rencontrer l’axe des 

abscisses est le même que le nombre de chemins reliant ( )0,1  à ( )1,n x−  sans jamais rencontrer l’axe 

des abscisses : il suffit de translater par le vecteur ( )1,0− . 

De plus, le nombre recherché de chemins reliant ( )0,1  à ( )1,n x−  sans jamais rencontrer l’axe des 

abscisses est égal à T A−  où T est au nombre total de chemins reliant ( )0,1  à ( )1,n x−  et A est le 

nombre de chemins reliant ( )0,1  et ( )1,n x−  et passant au moins une fois par l’axe des abscisses. 

Par le principe de réflexion, A est aussi égal au nombre total de chemins reliant ( )0, 1−  et ( )1,n x− . 

Enfin, avec la translation de vecteur ( )0, 1− , on peut conclure que T est égal au nombre de chemins 

reliant ( )0,0  à ( )1, 1n x− − , soit 1, 1n x
N − −  et avec la translation de vecteur ( )0,1 , on peut conclure que 

A est égal au nombre de chemins reliant ( )0,0  à ( )1, 1n x− + , soit 1, 1n x
N − + . 

Ainsi, le nombre de chemins reliant ( )1,1  à ( ),n x  sans jamais rencontrer l’axe des abscisses est bien : 

  1, 1 1, 1n x n x
N N− − − +−   

 

Q39. On a 1 1S X= , donc ( ) ( ) ( )1 1 10 0 1S X X> = > = =  et : 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 1 2 1 2 2 1 20
[ 0] ... [ 0] [ 2 ] 0 [ 0] ... [ 0] [ 2 ]

n n n nS
P S S S k P S P S S S k− −>

> ∩ ∩ > ∩ = = > > ∩ ∩ > ∩ = . 

Or, si ( ) ( )1 10 1S X> = =  est réalisé, alors réaliser l’évènement 2 2 1 2[ 0] ... [ 0] [ 2 ]
n n

S S S k−> ∩ ∩ > ∩ =  

revient à effectuer un chemin de longueur 2 1n −  entre ( )1,1  et ( )2 ,2n k  sans jamais rencontrer l’axe 

des abscisses (donc toutes les ordonnées restent strictement positives). Il y a en tout 2 12 n−  chemins 

reliant ( )1,1  et ( )2 ,2n k , et d’après la question précédente, il y a 2 1,2 1 2 1,2 1n k n k
N N− − − +−  chemins reliant 

( )1,1  et ( )2 ,2n k  sans jamais rencontrer l’axe des abscisses. Comme on est en situation 

d’équiprobabilité et avec ( ) ( )1 1

1
0 1

2
P S P X> = = = , on obtient : 

( ) 2 1,2 1 2 1,2 1 2 1,2 1 2 1,2 1

1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

1 1
[ 0] ... [ 0] [ 2 ]

2 2 2 2 2

n k n k n k n k

n n n n n

N N N N
P S S S k

− − − + − − − +

− − − −

−  
> ∩ ∩ > ∩ = = = − 

 
. 

Enfin, d’après la question Q35, on a ( ) 2 1,2 1

2 1 2 1
2 1

2

n k

n n

N
P S k

− −

− −
= − =  et ( ) 2 1,2 1

2 1 2 1
2 1

2

n k

n n

N
P S k

− +

− −
= + = , 

d’où : 

  ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 2 1 2 1

1
[ 0] ... [ 0] [ 2 ] 2 1 2 1

2
n n n n

P S S S k P S k P S k− − −> ∩ ∩ > ∩ = = = − − = +   

 

Q40. On a 2 2

1

[ 0] [ ]
n n

k

S S k
+ ∞

=

> = =∪ , mais si k est impair, 2[ ]
n

S k=  est impossible (question Q35), donc on a 

bien 2 2

1

[ 0] [ 2 ]
n n

k

S S k
+ ∞

=

> = =∪ . De plus cette union est disjointe. 
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On a alors : 

1 2 1 2 1 2 1 2

1

[ 0] ... [ 0] [ 0] [ 0] ... [ 0] [ 2 ]
n n n n

k

S S S S S S k
+ ∞

− −

=

> ∩ ∩ > ∩ > = > ∩ ∩ > ∩ =∪ . 

Et l’union est disjointe, donc par σ-additivité et avec la question précédente : 

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1

2 1 2 1

1

2 1 2 1

1

[ 0] ... [ 0] [ 0] [ 0] ... [ 0] [ 2 ]

1
2 1 2 1

2

1
2 1 2 1

2

n n n n

k

n n

k

n n

k

P S S S P S S S k

P S k P S k

P S k P S k

+ ∞

− −
=

+ ∞

− −
=

+ ∞

− −
=

> ∩ ∩ > ∩ > = > ∩ ∩ > ∩ =

= = − − = +

= = − − = +







 

D’après la question Q35, on a ( )2 1 2 1 0nP S k− = + =  dès que 2 1 2 1k n+ > − , soit k n≥ . 

Par télescopage, on obtient alors : 

( ) ( )1 2 1 2 2 1

1
[ 0] ... [ 0] [ 0] 1

2
n n n

P S S S P S− −> ∩ ∩ > ∩ > = = . 

 

Et toujours avec la question Q35, on a : 

( ) ( )2 1 22 1 2 1 2 1 2 2

(2 1)! (2 )! (2 )!2 1 21 1 1 1 1
1 0

!( 1)! !( 1)!2 ! !2 2 2 2 2
n nn n n n n

n n nn n
P S P S

n nn n n n n n n− − − −

−−   
= = = = = = = =   − −   

. 

Et ainsi : 

  ( ) ( )1 2 1 2 2

1
[ 0] ... [ 0] [ 0] 0

2
n n n

P S S S P S−> ∩ ∩ > ∩ > = =   

 

Réaliser l’évènement 1 2 1 2[ 0] ... [ 0] [ 0]
n n

S S S−> ∩ ∩ > ∩ >  revient à effectuer un chemin de longueur 

2n  entre ( )0,0  et ( )2 ,n x  en restant toujours strictement au-dessus de l’axe des abscisses à partir du 

premier déplacement (toutes les ordonnées sont strictement positives). 

Or, tout chemin de longueur 2n  entre ( )0,0  et ( )2 ,n x  en restant toujours strictement en-dessous de 

l’axe des abscisses à partir du premier déplacement (toutes les ordonnées sont strictement négatives, 

c’est l’évènement 1 2 1 2[ 0] ... [ 0] [ 0]
n n

S S S−< ∩ ∩ < ∩ < ) est le symétrique par rapport à l’axe des 

abscisses d’un chemin de longueur 2n  entre ( )0,0  et ( )2 ,n x  en restant toujours strictement au-dessus 

de l’axe des abscisses à partir du premier déplacement. Il y en a donc le même nombre et ainsi : 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2[ 0] ... [ 0] [ 0] [ 0] ... [ 0] [ 0]n n n nP S S S P S S S− −> ∩ ∩ > ∩ > = < ∩ ∩ < ∩ < . 

Or, réaliser l’évènement 1 2 1 2[ 0] ... [ 0] [ 0]
n n

S S S−≠ ∩ ∩ ≠ ∩ ≠  revient à effectuer un chemin de longueur 

2n  entre ( )0,0  et ( )2 ,n x  en restant toujours strictement du même côté de l’axe des abscisses à partir 

du premier déplacement (les ordonnées sont toutes strictement positives ou toutes strictement 

négatives). Ainsi : 

( )

( ) ( )
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

[ 0] ... [ 0] [ 0]

                           [ 0] ... [ 0] [ 0] [ 0] ... [ 0] [ 0]

n n

n n n n

S S S

S S S S S S

−

− −

≠ ∩ ∩ ≠ ∩ ≠

= > ∩ ∩ > ∩ > ∩ < ∩ ∩ < ∩ <
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Et cette union est disjointe. On a donc : 

( )

( ) ( )

( )

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

[ 0] ... [ 0] [ 0]

                         [ 0] ... [ 0] [ 0] [ 0] ... [ 0] [ 0]

                         2 [ 0] ... [ 0] [ 0]

n n

n n n n

n n

P S S S

P S S S P S S S

P S S S

−

− −

−

≠ ∩ ∩ ≠ ∩ ≠

= > ∩ ∩ > ∩ > + < ∩ ∩ < ∩ <

= > ∩ ∩ > ∩ >

 

Soit : 

  ( ) ( )1 2 1 2 2[ 0] ... [ 0] [ 0] 0n n nP S S S P S−≠ ∩ ∩ ≠ ∩ ≠ = =   

 

Q41. Par définition de 2n
T , on a pour tout � �0,k n∈  : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 1 2 1 22 0 0 ... 0 0n k k n nT k S S S S+ −= = = ∩ ≠ ∩ ∩ ≠ ∩ ≠ . 

Donc : 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

2 2 2 1 2 1 2

2 2 1 2 1 20

2 [ 0] [ 0] ... [ 0] [ 0]

0 [ 0] ... [ 0] [ 0]
k

n k k n n

k k n nS

P T k P S S S S

P S P S S S

+ −

+ −=

= = = ∩ ≠ ∩ ∩ ≠ ∩ ≠

= = ≠ ∩ ∩ ≠ ∩ ≠
. 

Or, si le point mobile est en ( )2 ,0k , le nombre de chemins reliant ( )2 ,0k  à un point d’abscisse 2n  

sans recroiser l’axe des abscisses et le même que le nombre de chemins reliant ( )0,0  à un point 

d’abscisse 2 2n k−  sans recroiser l’axe des abscisses (il suffit de faire la translation de vecteur 

( )2 ,0k−  pour passer de l’un à l’autre). Ainsi : 

( ) ( ) ( )
2

2 1 2 1 2 1 2 20
[ 0] ... [ 0] [ 0] [ 0] ... [ 0]

k
k n n n kS

P S S S P S S+ − −=
≠ ∩ ∩ ≠ ∩ ≠ = ≠ ∩ ∩ ≠ . 

Et donc : 

  ( ) ( ) ( )2 2 1 2 22 0 [ 0] ... [ 0]n k n kP T k P S P S S −= = = × ≠ ∩ ∩ ≠   

 

Q42. D’après les deux questions précédentes, pour tout � �0,k n∈  : 

( ) ( ) ( )2 2 2 22 0 0n k n kP T k P S P S −= = = × = . 

Et d’après la question Q35, ( )2 2

2 1
0

2
k k

k
P S

k

 
= =  

 
 et ( )2 2 2 2

2 2 1
0

2
n k n k

n k
P S

n k− −

− 
= =  − 

, donc : 

( )2 2 2 2

1 12 2 2
2

2 2
n k n k

k n k
P T k

k n k −

−   
= = ×   −   

. 

Soit : 

  ( )2

12 2 2
2

4
n n

k n k
P T k

k n k

−  
= =   −  

  

 

IV.C – 

Q43. La fonction f est continue sur [ [0,α , [ ],α β  et ] ],1β . 

De plus, lim ( ) ( ) lim ( )
x x

f x f f x
− +→ α → α

= α =  et lim ( ) ( ) lim ( )
x x

f x f f x
+ −→ β → β

= β = , donc f est continue sur [ ]0,1 . 
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On peut alors utiliser la propriété sur les sommes de Riemann disant que : 

1

0
1

1
lim ( )

n

n
k

k
f f t dt

n n→ + ∞
=

 
= 

 
  . 

Comme 0 1< α < β < , on a : 

( ) ( )lim lim lim
n n n

n n n n n
→ + ∞ → + ∞ → + ∞

α = β − α = − β = + ∞               . 

Donc, à partir d’un certain rang, on a 1 1n n n< α + < β <        et on peut écrire : 

1 1 1 1

1 1 1 1
n n n n

k k k n k n

k k k k
f f f f

n n n n n n n n

α β      

= = = α + = β +      

       
= + +       

       
    . 

Et pour � �1,k n∈  : 

• si 1 k n n≤ ≤ α ≤ α   , on a 1
k

n
≤ ≤ α  et donc ( )

k
f f

n

 
= α 

 
 ; 

• si 1n n k n nα < α + ≤ ≤ β ≤ β       , on a 
k

n
α < ≤ β  et donc 

( )

1

1

k n
f

n k n kk k

n n

 
= = 

  − 
− 

 

 ; 

• si 1n n k nβ < β + ≤ ≤   , on a 1
k

n
β < ≤  et donc ( )

k
f f

n

 
= β 

 
. 

Alors : 

( )1 1 1 1

1

1 1 1 1
( ) ( )

1
( ) ( )

n n n n

k k k n k n

n

k n

k n
f f f

n n n n nk n k

n n n
f f

n nk n k

α β      

= = = α + = β +      

β  

= α +  

 
= α + + β 

  −

α − β      = α + + β
−

   



 

Par ailleurs : 

1 1 1

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (1 ) ( )

f t dt f t dt f t dt f t dt f dt f t dt f dt

f f t dt f

α β α β

α β α β

β

α

= + + = α + + β

= α α + + − β β

      


 

 

Et comme 1n n nα − < α ≤ α   , on a 
1 n

n n

α  α − < ≤ α  et donc : 

lim ( ) ( )
n

n
f f

n→ + ∞

α   α = α α . 

De même, 
1 n

n n

β  β − < ≤ β , donc : 

lim ( ) lim 1 ( ) (1 ) ( )
n n

n n n
f f f

n n→ + ∞ → + ∞

− β  β       β = − β = −β β 
 

. 
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Ainsi : 

( )

( )

( )

1 1

1

1

1

0

1 1
lim lim ( ) lim lim ( )

1
( ) lim (1 ) ( )

1
( ) lim (1 ) ( )

( ) (

n n

n n n n
k k n

n

n
k n

n

n
k n

n n nk
f f f

n n n nk n k

f f
k n k

f f
k n k

f t dt f

β  

→ + ∞ → + ∞ → + ∞ → + ∞
= = α +  

β  

→ + ∞
= α +  

β  

→ + ∞
= α +  

α − β        = α + + β 
  −

= α α + + −β β
−

= α α + + −β β
−

= = α α

 





 ) ( ) (1 ) ( )f t dt f
β

α
+ + −β β

 

Et donc : 

  
1

1
lim ( )

(1 )

n

n
k n

dt
f t dt

k n k t t

β  
β β

α α→ + ∞
= α +  

= =
− −

     

 

 

Q44. D’après la question Q22 : 

1 1
! 2 1

12

n

n

n
n n o

e n n→ + ∞

    
= π + +    
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On a alors : 
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
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Autrement dit, 
2

8 1 1 (1)
4

n n
n

n n
n o

n → + ∞

 π  
ε = − +  

  
 et lim 1

n
n → + ∞

ε =  et pour tout n ∈ℕ  : 
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Q45. Pour tout n ∈ℕ  : 
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Donc : 
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n
k n k n k n

k n k
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β β β          

− −

= α + = α + = α +          

 ε ε ε ε−  
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D’où : 
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Comme la suite ( )n n∈
ε

ℕ
 converge, elle est bornée et il existe un réel 0M ≥  tel que n Mε ≤  pour tout 

n ∈ℕ . Alors, pour tout n ∈ℕ  et tout 1,k n n∈ α + β      � �
	 
 , on a 0k n> α >  et 0n k n n− ≥ − β > , 

donc : 
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Et, comme 
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De même : 
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Ainsi, 
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Q46. Pour tout n ∈ℕ , on a : 
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L’union est disjointe, donc par σ-additivité, on peut écrire : 
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Et, d’après la question Q42 : 
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Or, d’après les questions Q42 et Q45 : 
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Et en effectuant le changement de variable u t=  dans l’intégrale, on obtient : 
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Soit finalement : 
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