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Corrigé du DS n° 6

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

Les parties I a IIT ont été abordées par presque tous les candidats.

Concernant la forme, une quantité non-négligeable de copies ne respecte pas les standards de présentations
qui peuvent étre attendus pour de futurs ingénieurs : écriture claire, lisible, propaos structuré, mise en
avant des résultats ; mais aussi des standards relatifs a un concours scientifique : répondre effectivement
a la question posée, penser a conclure, citer les résultats ou les questions précédentes utilisés, vérifier
les hypotheses de validité. Ces copies sont donc pénalisées comme prévu dans la notice de U'épreuve. Le
jury encourage vivement les candidats a utiliser un brouillon et a ne pas commencer systématiquement
la rédaction sitot I'énoncé entre les mains.

I Intégrale de Gauss

Partie I

Cette partie est une version tres guidée d'une méthode classique permettant d’obtenir la valeur de l'inté-
erale de Gauss a 'aide d’intégrales a parameétres. Elle a permis aux candidats sérieux d’entrer en confiance
dans le sujet.

. _42 . .. . _42 . _
Q1. La fonction 7+>e™" est continue et positive sur [0,+ o [. De plus, lim r’¢™" = lim Xe *
t—+oo X >+
. . e 1 +o0 +eo 2
croissances comparées, donc ¢ = o | — | et comme j — converge, I L€ dr .
t—o+oo\ f t

o, e e, , _42
Avec la positivité de 1+ ¢~ , on peut conclure que :

+ oo
L’intégrale I . e " dt est absolument convergente.

Q1. Il s’agissait d’établir la convergence absolue d'une intégrale. Beaucoup de candidats oublient la
continuité et parlent de convergence sans précision de signe. Cette premiere question donne bien souvent
une indication de la suite de la copie.

— (12 +1)x?

=0 par

Q2. Pour tout xe R, la fonction 7+ ——— est continue sur [O,l] comme quotient de telles fonctions.
+

— (12 +1)x?

. . » 1 . e
Ainsi, I’intégrale " dt est bien définie, donc :
-+

La fonction f est bien définie sur R.

L’ensemble R est symétrique par rapport a O et pour tout x€ R :
| e—<z2+1><—x>2
flen=| ———di= A=)

2 +1 0

Ainsi :

La fonction f est paire.
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= [arctant] , soit :

Ona f(O):jO1 =

dt
*+

T
f(O)—Z

Q2. Les résultats de premiere année sur l'intégrale de fonction continue sur un segment suffisait.

— (2 +1)x?

Q3. Posons h(x,t) :eﬁﬁ pour tout (x,7)e Rx[0,1].
e Pourtout xe R, 7> h(x,t) est continue par morceaux et intégrable (Q2) sur [0,1].
e Pourtout re [0,1] , x> h(x,1) estde classe C' sur R.
e Pourtout xe R, t— g(x,t) ——2xe Y est continue par morceaux sur [0,1] .
e Pourtout ae ]Ri et pour tout (x,r)e [— a,a]x[O,l] ,ona:

= 2|x| Y <0y

‘%(x,t)

Et la fonction 7+ 2a est continue par morceaux et intégrable sur [0,1] .

On peut donc conclure que fest de classe C' sur [—a,a] pour tout ae R, donc sur | J [-a,a]=R

«
acR,

avec de plus pour tout xe R, f'(x)= .[ ;?(x,t) dt et ainsi :
X

festdeclasse C' sur R et f':xHLj(_ 2x6—<f2+1>x2)dt‘

Q3. Le théoreme de dérivation est souvent bien connu, en revanche, les dominations locales sont souvent
fausses a cause du signe des bornes. Peu de candidats pensent a utiliser la parité.

Q4. La fonction ¢+ ¢ est continue sur R et g est une primitive de cette fonction, donc :

g est définie et de classe C' sur R.

‘ Q4. Le théoreme fondamental de I'analyse a aussi des hyvpotheses.

Q5. Pourtout xe R :

Fw= [l 2re e a2 [ st <2 e

0 u=xt

Or, g'(x)= e , donc on a bien pour tout xe R :

J'(x0)=-2g'(x)g(x)

‘ Q5. - Q6. Bien réussies dans I'ensemble.
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Q6. Comme fest de classe C' sur R (Q3), on a pour tout xe R, f(x)= f(0)+joxf '(t)dt et avec Q2 et

la question précédente :
T T

o T 27* 2 2
f == 28 0gwdi=2~[ g0’ ][ == g(0"+2(0)".

Enfin, comme g(0)=0, on obtient bien pour tout x€ R :

Lﬂm=§—guf

G —i%x

Q7. Pour tout (x,1)e Rx[0,1], LR

2
> <e ', donc pour tout xe R
" +1 t

— (2 +1)x? — (2422

|f(x)| = J';etzﬁdt < jol etzﬁ dt < .[0 €_xzdl =e "

. - 2 P N
Comme lim e * =0, le théoréme des gendarmes, on a :
X —+oo0
lim f(x)=0.
X —+oo0

Ainsi :
T T
lim ¢(x)*= lim | =- f(x) |==.
g PHJ4 f(ﬂ ;

X—>+oo0

Et par continuité de la fonction racine carrée sur R, , on obtient :
o [ m
xlier g(x) _\/;_ 2 ’

Or, g est positive sur R, , donc pour tout xe R, /g(x)* = g(x) et ainsi,

Jn

2

lim g(x)zj(:“e-’zdtz

X—>+oo0

Q7. Intervertir une limite et une intégrale nécessite des hypotheses. Le passage de lim ¢? & lim ¢ se fait
trop souvent sans précisions.

IT Formule de Stirling

Partie 11

Cette partie était 'occasion de mettre en ccuvre des compétences tres classiques. mais parfois délicates
d’analyse : domination, étude locale, développements limités, encadrements...

I1.A -

Q8. Pour tout ne N, la fonction 7+ t"e”" est continue sur R, et par croissances comparées :

n i 1
te = o - |-
t—+oo|
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1 oy W ot 1 . teo ) e
Comme 7+ — estintégrable en +oo, 1> 1" " Iest aussi et donc I = J-O t"e”'dt est bien définie.
t

Ainsi :

La suite (/,) . est bien définie.

Q8. On retrouve les mémes défauts qu’en Q1..

Q9. Pourtout ne N ettout X € R, , une intégration par parties donne :

IOX "o ldt = [— t"“e_’]j + IOX (n+Dt"e'dt=—X""e X +(n+ I)J'OX t"e”'dt .

+o0
Or, lim X""'e * =0 (par croissances comparées) et d’aprés la question précédente, .[ . t"e'dt

X >+

+ o0
converge (et IO !

e”'dr aussi), donc en passant a la limite quand X tend vers + o dans la relation
précédente, on obtient :

+oo +oo
jo t"™e 'dt = (n+1)j0 t"e”'dt

Soit, pour tout ne N :

=(n+1)I,

t

Pour tout ne N, la fonction ¢+ t"e”" est continue, positive et non nulle sur R, donc /, >0 (et

I, #0 entre autres). La relation précédente permet d’écrire pour tout ne N°

Soit, I, =n!l et larelation reste vraie pour n=0, car 0!=1.

Enfin, /, = .[(:me”dt =1, donc pour tout ne N :

Q9. Tres classique. Il faut néanmoins se rappeler que 'on manipule des intégrales généralisées et appliquer
le théoréme adapté.

11.B -

Q10. Soit ne N". En posant le changement de variable ¢ = yx/; +n,ona:

J'm (1+Ljne"”ﬁdyzﬁjj;(yx/;+n)ne_y&dyznln et ! j t"e”'dr .

S e g,

+ oo +oo n
Et d’apres la question précédente, on a n!= jo t"e”'dt , donc I \/_(1+—j e’ [dy converge, avec :

y
Jn
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] et

Soit, pour tout ne N* :

nl=+/n ﬁj +°°(1+ij e g
2 rleg) e

Q10. 11 fallait trouver le bon changement de variables. Un certain nombre de candidats, en « réussissant »
& obtenir le résultat avec des calculs faux, perdent leur crédibilité aux yeux du correcteur.

Q11. Soit ye R. Comme lim (—\/;) =—oo0, il existe Ne N tel que pour tout entier >N, y >—n

n—+oo

(donc 1+L>O) et:

Jn
.ﬂ(y)=[1+ Y jne””5:em{“fﬂéw%i:e“{”fﬂ‘”ﬁ::e%ffiﬁ”giin‘”ﬁ IR

Jn

2
¥
Donc, lim f (y)=e ?* etainsi:
n—>+oo

y2

La suite de fonctions (f,) . converge simplement sur R vers la fonction y e 2.

Q11. Question tres peu réussie. La manque de méthode (simplement fixer la variable, puis faire varier
n) pour I'étude de la convergence simple est a déplorer. Beaucoup de limites dépendent encore de n.

Q12. La fonction g est définie et continue sur ] —1,4+ 0 [\{0} en tant que quotient de telles fonctions.
1 2 2
De plus, In(1+x) = x—Ex + oo(x ), donc :

1 2 2

—x "+ o (x7)

x—=In(+x) > 7% 1

x)= = =—+ o (1).
a0 ="——3 % S+,

Ainsi :

. . 1
La fonction g est prolongeable en une fonction continue sur ] —1,4+00 [ en posant ¢(0) = 5

‘ Q12. Assez bien réussie, méme si certains ne parlent que du prolongement en 0. |

Q13. Soit xe ]—1,+oo[.

Pour tout u€]0,1],ona I+xu>1-u>0, donc 1+xu#0 et pour u=0, ona 1+xu=1#0. Ainsi,

14 xu #0 pour tout u € [0,1]. La fonction u - est donc définie sur [0,1] et est aussi continue

+ ux
sur ce segment en tant que quotient de telles fonctions.
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Pour x #0, on peut alors écrire (avec 1+x>0):

.[ :_ 1 xu _1 J-( Ju:l_ijlxdu
01+ux 01+ux 14+ ux x x> 9014ux
:———[ln|l+ux|] ln|1;|—x| i ln(1+x) =q(x)
X X X X

Et pour x=0 :

Finalement, on a bien pour tout x € ] —1,+ 0 [ :

CI(X)ZJ-(jl—

Q13. Bien peu de candidats s’émeuvent de diviser par une quantité pouvant s’annuler.

Q14. Soient a,be |—1,+ | tels que a<b.

<
1+ub 1+ua

et ainsi :

Pour tout u € [0,1],ona 0<1+ua <1+ub, donc

gy = —

du<j

du=q(a).

01+ub 014+ ua

Donc :

La fonction g est décroissante sur ] —1,+ o [ .

Soient ne N" et ye R.

e Siy>0, 0na—1<i y,doncq(LJZQ(y),soit:
Jn
it e
In(1+
Jn Y- n(2 ) o nln[1+ij—\/2y31n(l+y)—y.
Y y Jn
n

D’ou:

" aln| 1+ |y
fn(y) :(14—%} e_y\/; =e [*\/;j Y Seln(l-*—y)—y :(1+ y)e_y.
n
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e Pour y=0,0na f,(0)=1=(1+0)e".

Y

Jn

e Si —\/;<y<0,ona—1<—<0,donc q(LJZQ(O)zé,soit:

2

2 7
= nln(1+ij—\/;ys—y— & fi(y)<e 2.

2

e Si ys—x/;,ona fn(y):OSe_7.

Finalement, on a bien pour tous ne N' et ye R :

(1+y)e™ quand y>0
VACIES I

Yy
e 2

quand y<0

Q14. C'était la question la plus délicate de cette partie. Peu de candidats comprennent I'enchainement
de questions, en particulier 1'utilité de la fonction g. Certains pensent que 1'étude de la monotonie de ¢
revient a étudier q(x + 1) — q(x).

Q15. Dans les questions précédentes, on a établi que :

Pour tout ne N, f, est continue par morceaux sur R (car y+>0 Dest sur ]—oo,—\/; [ et

yH(l+%) eV Test sur [—\/;,+°°[).
n

La suite de fonction (f, ) . converge simplement sur R vers la fonction y e_’7 (Q11).

L= £()<ey) avec:

Pour tous ne N" et ye R,

(1+y)e™” quand y>0
(=1
2

e quand y <0

Et la fonction @ est continue par morceaux sur R et intégrable sur R car par croissances

) 1 1 1 iy
comparées, @(y) = , o 7 et ¢(y)= , 0 7 est y— ? est intégrable en — oo et en + oo.

—+oo

y ’

Avec le théoreme de convergence dominée, on peut alors conclure que y+>e 2 et f, (pour tout

ne N') sont intégrables sur R et :

tim [ f0ay=[ " Fondy=] "¢ ay.
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oo

. . too 2 T ., 2 +oo 2
D’apres la question Q7’ on a .[() e U dt :7, donc avec la parite de t—>e’ , I e dt= \/E et en

posant le changement de variable y = V21, on obtient :

2

et ] e R,
Ainsi :

tim [ f,(y)dy=2m.

Or, d’apres la question Q10, on a pour tout ne N :

| +o0 ! Foo
[ e[ .
()

e

!
Donc, lim n—n =+/27, ce qui donne bien la I’équivalent de Stirling :

n—>+oo
n

2

n! o~ W(ﬁj

n—+oo e

Q15. Traitée par moins d'un tiers des candidats, et correctement par un tiers de ces derniers. La résolution
de cette question. en particulier 'application du théoréme de convergence dominée, était pourtant cousue
de fil blanc.

11.C -

Q16. Pour tout ne N, u, >0 donc les trois suites sont bien définies et :

(n+D)"" e " 'n+1

u (n+1)!
— — — + | —
w =v ,—v =lnuy _, —Inu =In| == [=In —
u n"e "\n

n

n!

= n((””j ¢! /””J:nln(1+1j—1+lln(1+1j
n n n 2 n

Avec ln(l+lJ=l—L+L+ 0 (%j,onobtient:

2 3
n n 2n° 3n° n-o+e

w =1—2L+L—1+L—L 0 (ij

2 2
2n 4n° no+=\n

Soit :
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On a alors w, ~ et la série positive z converge, donc par comparaison de séries

n—>+e12pn 12n?
positives (au moins a partir d’un certain rang pour z w, ), on peut conclure que :

2

La série an converge.

Q16. Le calcul du développement asymptotique a été plutot bien mené. En revanche, 'utilisation de
théoreme de comparaison nécessite de parler de positivité.

I1.C.1)
- N . . ...a
Q17. Comme pour tout ne N , b >0, donc b, #0, ’hypothese a, ~ b, ,serécrit lim b—" =1.
n—+oo n— +oo
) ) . ) a )
Alors pour tout réel € >0, il existe n,€ N tel que pour tout entier n>n,,ona 1-€< b—" <l+e, soit

n

avec b, >0 :

Vnzn,, 1-€)b,<a, <(1+€)b,.

Q17. - Q18. Il s’agissait de démontrer le théoréme de sommation d’équivalents. La référence a la positivité
de (b,,) est souvent absente.

Q18. On vient de voir que la suite (an)neN* est positive a partir d’un certain rang. Comme a, ~ b, etla

n—>+oo

s€rie positive » b converge, par comparaison de séries positives (au moins a partir d’un certain ran
n

pour Z a, ), on peut conclure que :

La série Zan converge.

De plus, pour tout entier k 2n,, (1-€)b, <a, <(1+¢€)b,, donc pour tout entier n =n, :

(-6 b <Y a <a+e)> b, .
k=n k=n k=n

*

+9

+o0
Or, pour tout ne N, Zbk >0, donc pour tout €€ R’ , il existe n,e N  tel que pour tout entier

k=n
nzn,,ona:

+oo
Zak

l-e<tr—<l+e.
2,
k=n
+ o0
2.4
: : k=n — : .
Ceci prouve que nhm “=— =1, autrement dit que :

—+o0
2.
k=n
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I1.C.2)

. ) 1 ) L
Q19. Pour tout ne N, la fonction 7+> — est continue et décroissante sur [n,n+1], donc pour tout
t

1 1 1 . )
te[n,n+1], <—<— eten intégrant entre n et n+1, on obtient :
(n+D)*> ¢ n’
it
(n+)* I £ 0t

Q19. - Q20. Tres classiques et bien réussies.

. est bien définie et I’encadrement ci-dessus permet

. 1 .
Q20. Comme la série Z? converge, la suite (R,)

n+l dt

d’affirmer par comparaison de séries positives que la série z I = converge aussi.

Par télescopage, on a de plus pour tout ne N :
/A R LR
= k k+1] n’

Pour tout ne N', on peut alors sommer de k=n a D’infini les inégalités obtenues dans la question
précédente, ce qui donne :

~ krdt S - 1 - 1 1 1
—< & —s — R ——<—<R.
kz;‘(kﬂ) sz =1a ; ’ ;kz n’ "
Ou encore :
Logel,d
n n o n
I 1 1 P o Lo
Or, —+— ~ —, donc par le théoréme des gendarmes appliqué aux €quivalents :
n o nonotep
1
R ~ -
n—+e p
I1.C.3)
Q21. On a vu dans la question Q16 que w, ~ e converge et est a termes
n—+o n

strictement positifs. Les hypotheses de la question Q18 sont réunies (ou presque : a priori, nous avons
établi que la série (w, )neN* est positive seulement a partir d’un certain rang, mais comme le résultat de
la question Q18 porte sur les restes, cela suffit). On peut donc conclure que :

+oo0 + oo 1

2%, ;12/8'

n—>+oo
k=n
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— 1 1
Or, d’apres la question Q20, on a =—R, ~ ——, donc par transitivité de ~, on obtient :
P a Q ;12k2 12 " no+=12n P

iwk'"i

o n—+ 12n

Q21. Traitée dans la moitié des copies, et entierement réussie dans la moité des cas. Il suffisait & nouveau
d’étre capable d'utiliser les résultats des questions précédentes.

Q22. Onavuque n! ~ +27n (ﬁj ,donc :

n—+o e

n"e "\n 1
v =In(u )=In In .
n (n) ( I’l' ] n—+oo (\/ﬁj

Pour tout ne N, on a par télescopage :
n!
In| ————|.
n" e "\2mn

k=n k=n

D’apres la question précédente, on a alors :
n! 1 ( 1 j
In = + o |—|.
n"e"\2mn ) 12n n—+=\n

| L+ o 1
i =e'™ "**“(”j=1+i+ o (lj:1+i+&

n" e "\2mn 12n n—o+e

avec lim g, =0. Ainsi, on a bien :

n—+oo

Soit :

n!=\/2nn(ﬁj (1+L+ﬂj avec lim g, =0.

e 12n n n—+eo

‘ Q22. Treés peu traitée. Beaucoup ne vovaient pas comment démarrer.

I1I Etude de deux séries entiéres et application 2 une marche aléatoire

Partie 111

On peut noter un manque global de formalisation en probabilité avec par exemple, des découpages
d’événements sans union dont la probabilité s’écrit miraculeusement sous forme de somme, utilisation
de I'indépendance sans préciser de quelles variables ou de quels événements il est question, le remplacement
de variables aléatoires dans un événement... Peu de candidat jugent utile d'utiliser les propriétés admises
en introduction de cette partie.

LA -
Q23. Pour tout ne N, posons Z, :%(Xn +1).

Comme X,(Q)={-1,1},0na Zn(Q):{%(—l+1), (1+1)}:{O,1} et P(Z,=1)=P(X,=1)=p.

1
2
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Ainsi, pour tout ne N, Z, suit une loi de Bernoulli de paramétre p, et en particulier :

1 . . .
Z = E(X , +1) suit une loi de Bernoulli de parametre p.

Les X, sont indépendantes, donc les Z, le sont aussi, donc sz suit la loi binomiale de parametres
k=1

E(izkj:np V(n ijznp(l—p)

netp.On aalors :

Ona S,=0,donc E(S,)=0 et V(S,)=0.

Par ailleurs, pour tout ne N " ona:

S,=>.X,=>.(2zZ,-1) 222 —n.

n
k=1

b
1_

Donc :

E(Sn)zE(ZZn:Zk —nszE( y ij—n=2np—n=n(2p—l)

V(Sn)zE(2iZk —n}=4V[Zn:ZkJ=4np(l—p)

Avec E(S,)=0 et V(S,)=0, les expressions ci-dessus restent valables dans le cas o n=0 et ainsi,
pour tout ne N :

E(S,)=n2p-1)
V(S,)=4np(l- p)

Q23. Presque tout les candidats ont traité cette question. En revanche, beaucoup d’entre-eux ont affirmé
que S, suivait la loi binomiale. Pour cette loi, il était attendu qu'elle soit justifiée.

Q24. ...

‘ Q24. Traitée dans 60 % des copies. Elle a ¢té plutdt bien réussie.

Q25. Pour tout ne N*

a =P(S, =o)zp(zzz"zk —2n:0j:P(§Zk :nj.

k=1
2n 2n
Et comme sz suit la loi binomiale de parametres 2n et p, on a P(Z = j:( j p'd-p)>™,
k=1

. ;. *
ce qui se récrit pour tout ne N

Q25. Beaucoup de contorsions pour « justifier » la relation donnée, parfois en contradiction avec la
réponse donnée en Q23..
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Q26. Pour tout ne N, a, #0 (car p#0 et g#0) et pour tout xe R, a x™" #0 et:

2n4+2) i e 2
a, x>\ n+l _ @2n+2)!(n!)’ ,  (2n+2)2n+1) , 4n+2 5
ax" 2n\ o on _((n+1)|)2(2n)|pqx (41’ PAE = P
" P4 ' '
Donc, hw4 pg x”, donc d’apres la régle de d’ Alembert :
a

n

1
. a,x" converge quand 4 pgx’ <1, soit |x| < :
> e

1
. a,x" diverge quand 4pq x* >1, soit |x|>
z Wi

Ainsi :

. . 0 1
Le rayon de convergence de la série enticre Z ax" est R=——.
2{rq

Q26. La regle de d’Alembert pour les séries enticres ne s’appliquait pas directement. L'application de la
regle pour les séries numériques a été utilisée mais rarement proprement : trop souvent la rédaction se
limite & un quotient (éventuellement non défini) et une limite puis immédiatement une conclusion sur le
rayon. Ceux qui ont utilis¢ la formule de Stirling a cette étape s’en sont bien sortis.

+ oo
Q27. L’expression A(x) = Zanxz” est définie en x =1 quand la série Z a, converge.
n=0

Or, avec I’équivalent de Stirling, on a :
47tn (Zn

2n
a :(2njpnqn — (2n)'pnqn - e ) pnqn - (4PQ)H
n n (n')Z N4 oo (nJZn \/E :
27tn| —

e
Remarquons que 4pg=4p—4p*=1-(1-2p)* et 1-2pe |-1,1[, donc 4pge ]0,1] avec 4pg =1 si

et seulement si (1-2p)*> =0, soit p =%. Ainsi :

1 4pqg)" 1 ) .

e quand p#—, on a 4pqe]0,1[, donc ﬂ: 0o | — | par croissances comparées, soit
2 ‘,'IU’I n—+eo\ p
1 ..

a,= n_)om (Fj et, ainsi, Zan converge ;

e quand p—l a ~ L et ZL diverge, donc Za diverge

2" S T Sy Ve  clveree.
Finalement :

. o s . . 1
L’expression A(x) est définien x =1 si et seulement si p # 3

Q27. 11 fallait discuter sur la valeur du rayon de la série. Peu nombreux sont ceux qui ont envisagé tous
les cas possibles.
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Q28. Pour tout he |—1,1[ ettout e R, ona (1+h)* :1+zoc(oc—l)...(oc—n+1) h"

n=l1 n '

Avec ocz—% et h=x" avec xe |-1,1[, on obtient :

1ix =(1-x%) 2—1+§ (_l)(_%—lj...(—%—nﬂj(_xz)n
=1+§ic_?n(lj( j (2izlj

. 21X3x X(2n-1) LI z (2n)! 2

2"n! = 2"n!x2x4x%..x(2n)

LS e L, () ]
_1+222”(n!)2x —1+Z n |7

n=l1 n=l

+oo a
2n 2n
1Y b,
; 2211 pnqn
Et avec a, =1, on obtient pour tout xe |-1,1] :

1 oo 2n
_ X
Vi-x? _nz—;‘a"(ZN/pq]

1
Alors, pour tout xe]—R,R[z:I— ,—l:,ona 2\pgxe]-1,1] et:
2{pq 2\ pq

L5, 2@1 S A,
J-(2fpgx) = 2/pg

n=0
Finalement, pour tout xe |- R,R[ :

L H-

1
\/1—4pqx2

Q28. Les développements usuels sont bien connus et les candidats sont a 'aise pour U'exprimer a l'aide de
factorielles. En revanche, pour certains, la notion de domaine de validité d'un tel développement semble
inconnu ou inutile.

A(x)=

II1.B -

Q29. Pour tout ke N', appelons R, I’événement « le point revient pour la premiére fois a I’origine a I’issue

du (2k)m lancer de la piece » et R_ I’éveénement « le point ne revient jamais a I’origine ». On a :
R, =(S,#0)N (S, #0)N...n(S,,_, #0)N(S,, =0).

Donc, P(R,)=b,.

De plus, la famille (R . est un systeéme complet d’éveénements et donc, pour tout ne N, la loi
p k JkeN u{oc} y p p

des probabilités totales donne :

4, = P(S,, =0)= 3 P(R,) B, (S5, =0)+ P(R.) P, (S,, =0).

k=1
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Or, si k>n ou k=c0,0na (S, =0)NR, =, donc P, (S,, =0)=0 etainsi:
a,=P(S,,=0)=Y P(R,)P, (S,,=0).
k=1
Or, pour e Q, si R, estréalisé, ona S, (0)=0 et:

S, @ =5, @+ > X @)= X,

j=2k+1 j=2k+1
2n

Donc, §,,(®)=0 si et seulement si z X,;(@)=0 etainsi :

j=2k+1

2n
P, (S,,=0)=P| Y X,=0].
Jj=2k+1
Or, d’apres 1’énoncé, si 2k est compris entre 1 et 2n—1 (soit k compris entre 1 et n—1), les variables
2n—-2k 2n
aléatoires Z X, et Z X ; suivent la méme loi et ainsi, pour tout k€ [I,n—1] :
j=1 Jj=2k+1

2n-2k

P (S,,=0)= P( > X, =oj: P(S,,,=0)=a,,.
=
De plus, P, (S,,=0)=1=a,=a,_,, donc avec P(R,)=>b, pour tout k€ [1,n], on obtient :

- n—n?
n
an = zbkan—k :
k=1

Et enfin, comme b, =0, on peut écrire pour tout ne N "

n
an = Z bkan—k
k=0

Q29. La direction initiale était donnée, peu l'ont suivie. Certains candidats sont préts a toutes les
entourloupes pour obtenir la relation donnée. Ce qui fait que preés de la moitié des copies abordant la
question n’obtient presque aucun point.

Q30. Remarquons que pour tout ne N', (S, #0) N (S, #0)N...n(S,,, #0)N(S,, =0) =(S,, =0), donc :
b <a,.
Ceci prouve que le rayon de convergence de la série entiere anxz" est supérieur ou égal a celui de

Zanxz" , C’est-a-dire R et donc, A et B sont toutes deux définies sur | — R, R[ (au moins).

Alors, pour tout x€ |- R, R [, le produit de Cauchy des ) a,x™ et Y b,x*" est valide et donne :

B(x)A(x) = i[ibkan—k szn .

n=0 \ k=0

n 0
Or, > ba, , =a, pourtout ne N et ¥ ba, , =bha,=0, donc:
k=0

k=0

B(x)A(x) = Zanxzn = Zanxzn —a,=A(x)-1.
n=1 n=1
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Ainsi, pour tout xe |- R,R[ :

B(x)A(x)=A(x)-1

On a vu dans la question Q27 que A(x) est défini en x=1 si et seulement si p ¢%. Or, pour tout
neN,ona 0<bh <a,, donc si A(l) est défini, B(1) I’est aussi, ainsi que A(—1) et B(l) (car les

séries Z a, (=" et an (—1)" convergent absolument).

Or, si une série entiere ZOLnx” a coefficients positifs et de rayon de convergence égal a R converge
en x=R, alors sa somme est définie et continue sur [— R,R] (car la série de fonctions continues

> f, avec f,:x+>q,x" converge normalement sur [— R, R]).

Ainsi :

La formule établie ci-dessus est valable sur [— R,R]| quand p ¢% etsur |- R,R[ quand p= %

Q30. Question discriminante, le résultat n’était pas donné. 11 fallait faire le produit de Cauchy avec soin.

Q31. D’apres ce qui précéde pour tout xe |- R,R[, A(x)= #0 (Q28), donc :

1

J1-4pgx*

:A(x)—lzl_ 1 .
A(x) A(x)

B(x)

Soit, pour tout x€ |- R,R| :

B(x)=1—+/1-4pg x*

Q31. Bien réussie par ceux ayant obtenu une relation correcte. Bien que 'énoncé le précise, beaucoup
ignorent a nouveau de donner le domaine de validité de la formule.

Q32. La fonction x> B(x)=1—+/1-4pgx’ est définie en x=1, si 1-4pg>0, ce qui revient 2

(1-2p)* >0, qui est toujours vrai, donc :

L'expression de B(x) obtenue a la question précédente est définie en x =1 pour tout pe ] 0,1 [ .

Avec les notations introduites dans la question Q29, on a P(R,)=b, pour tout ne N" et les R, sont

deux a deux incompatibles, donc par c-additivité :

P[Uanzz;P(Rn)zz;bn =z;bn .
n=l1 n= n= n=.

Ainsi :

La série ) b, converge quel que soit pe ]0,1].

Q32. Comme en Q27., il fallait discuter suivant la valeur du rayon de convergence de la série entiere
définissant B.
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nic-

Q33. A nouveau avec les notations introduites dans la question Q29, I’éveénement « le point ne revient

jamais a ’origine » est R_ et (R, )neN*u{m} est un systeme complet d’évenements, donc :

> P(R)+P(R.)=1.
n=l1
De plus, pour tout ne N, P(R,)=b, , donc :
P(R.)=1-)_P(R,)=1->b,=1-B().
n=1

Comme la série positive an converge quel que soit pe ] 0,1 [, le raisonnement fait dans la question
Q30 permet de conclure que B est continue sur [— R, R], donc en 1 et ainsi, B(1)=1—+/1-4pq .

On adonc :

P(R.)=1-B()=\-4pq =\1-4p+4p> =\J(1-2p)* =|1-2p|=|q- p|.

Soit :

La probabilité de I’événement « le point ne revient jamais a 1’origine » est égale a |q - p| .

Q33. Rarement traitée. La description de I'événement étudié a pausé probleme.

IV Loi de ’arcsinus

Partie IV

Cette dernicre partie de sujet n’a été abordée que dans 38 % des copies.

IV.A -

Dans toute la suite, pour on appellera chemin (de longueur n) entre (0,z,) et (n,z,) un n-uplet de la forme
((O,zo),(l,zl),(2,z2),...,(n,zn)) avec pour tout i€[Ln], x,=z—z_€{-1,1}. Un tel chemin est vu
comme une suite de n déplacements, toujours de + 1 en abscisse et de — 1 ou + 1 en ordonnée.

IV.A.1)

Q34. Soit C un chemin (de longueur n) entre (0,0) et (n,x). Notons ae [0,n] le nombre de déplacements

de + 1 en ordonnée dans ce chemin. Le nombre de déplacements de — 1 en ordonnée est alors égal a
n—a , donc I’ordonnées finale x vaut x=ax(+1)+(n—a)x(=1)=2a—-n.

On a alors n—x =2(a—x), qui est donc forcément pair. De plus avec 0<a<n et x+n=2a, on doit
aussi avoir 0<x+n<2n, soit xe[—n,n]. Ainsi, si n—x est impair ou x¢ [-n,n], il n’y a pas de

chemin possible entre (0,0) et (n,x), donc N, =0.
Si maintenant, n—x est pair et xe [[— n,n]], alors le nombre N,  de chemins entre (0,0) et (n,x) est

. .. X+n , . .
égal au nombre de facons de choisir les a:T déplacements de + 1 en ordonnée parmi les n
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4 4 4 2 . . N n
déplacements (les n— p autres étant forcément de — 1 en ordonnée). Ceci revient a N, = (aj avec

xX+n . .
. Finalement, on a bien :

a=

n .
(aj quand n —x est pair et x& [-n,n]

0 sinon

Q34. - Q36. A nouveau, manque de formalisation pour ce dénombrement classique. Beaucoup de verbiage
pour paraphraser I'énoncé. L'équiprobabilité des chemins pour Q35. était attendue.

Q35. L’évenement (S, = x) est la réalisation d’un chemin (de longueur n) entre (0,0) et (n,x). Comme

tous les chemins sont équiprobables, on peut utiliser la formule :

nombre de chemins entre (0,0) et (n,x)

= x =
) nombre total de chemins partant de l'origine et de longueur n

Or, le nombre total de chemins de longueur n partant de (0,0) est 2" (il y a deux choix a chaque

déplacement) et on vient de voir que le nombre de chemins entre (0,0) et (n,x) est N, . Ainsi:

n
P(Snzx):%: izn b quandn—xestpairetxe[[_n,n]]

0 sinon

n

Q36. On a vu dans la question Q23 que S =2U,-n ou U, = %(X . +1) suit la loi binomiale de

k=1

N I..
parametres n et p, avec p = 5 ici. Alors :

P(S, :x):P(ZUn—n:x):P(Un :"Jz’xj.

e . n+x ) )
Et cette probabilité n’est non nulle que si €[[0,n] soit xe[-n,n] et n—x est pair, et dans ce
cas,ona:
X+n X+n
ply —ntx)_| "oy (1) T
" 3 xtn |l 5 3 x+n o

On retrouve alors :

P(S :_x): xtn ? quandn—xestpairetxe[[_n,n]]

0 sinon
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IV.A.2)
Q37. Notons  C(z, 2,5 2,,) un chemin (0,z,),(1,2),..., (k.2 )5 (n=1,2,,),(n,y) reliant les

points (0,z,) et (n,y). Appelons E, I’ensemble des chemins reliant (0,x) et (n,y) tout en passant

au moins une fois par un point d’ordonnée 0 et E_ 1’ensemble des chemins reliant (0,—x) et (n,y).

Soit @ I’application définie sur E, qui a tout chemin C = C(x, Zyseees Ty 0,z , zn_l) de E,, ou

p+l> °ce

(p.,0) est le premier point d’ordonnée z, =0, associe le chemin :

C(— Xy = Zyseees =™ 25 05 2 pseees zn_l).

Comme p existe et est unique, 1’application @ est bien définie sur E, . De plus, I'image de tout chemin

de E, estun chemin reliant (0,—x) et (n,y), donc @ est 2 images dans E_.

Remarquons qu’avec les notations ci-dessus, on a z, #0, donc —z, #0 pour tout ke [[O, p—l]], et

(p,0) est aussi le premier point d’ordonnée 0 de 1’'image du chemin C considéré.

Soient C et D deux chemins de E, tels que @(C)=@(D). D’aprés ce que I’on vient de voir, le

premier point d’ordonnée 0 de C et D est le méme, noté (p,0). Alors, on peut écrire :

C:C(x, Zps s Zpys 05 Zp0ps e Zn—l)

D=C(x,t,,st, 0,1, ot )
Et ¢(C)=@(D) devient :

C(— Xy = Zyyuees— zp_1,0,2p+1, s zn_l)zC(—x,—tl,...,—tp_l,O,tpH, ...,tn_l)

Vke[0,p-1], -z, =-1,

Soit
o ‘v’ke[p,n—l]], =1

, autrement dit z, =¢, pour tout k€ [0,n—1], donc C =D et ainsi :

@ est injective.

De plus, tout chemin C'=C(-x,u,...,u, ) de E_, partant de (0,—x) d’ordonnée strictement

n-1
négative et arrivant 2 (n,y) d’ordonnée strictement positive doit traverser ’axe des abscisses, donc
doit passer par un point de la forme (p,0). Et, si (p,0) est le premier point d’ordonnée z, =0 du
chemin, alors on a C'= C(— XUy, 0, up+1,...,un_l) avec u, <0 pour tout ke[, p—1] (s’il y

en a). On a alors C'=@(C) avec C:C(x,—ul,...,—u O,up+1,...,un_l)e E, et ainsi :

p-1°

@ est surjective.

Finalement, ¢ réalise une bijection de E, dans E_ (tous deux finis), donc E,et E_ ont le méme
cardinal, autrement dit :

Le nombre de chemins reliant (0,x) et (n,y), tout en passant au moins une fois par un

point d’ordonnée 0, est égal au nombre de chemins quelconques reliant (0,— x) et (n,y).

Q37. - Q42. Questions délicates qui ont permis de mettre en avant les bons candidats.
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IV.A.3)

Q38.

Q39.

Q40.

Remarquons que le nombre de chemins reliant (1,1) a (n,x) sans jamais rencontrer I’axe des
abscisses est le méme que le nombre de chemins reliant (0,1) a (n—1,x) sans jamais rencontrer I’axe

des abscisses : il suffit de translater par le vecteur (—1,0).

De plus, le nombre recherché de chemins reliant (0,1) & (n—1,x) sans jamais rencontrer ’axe des
abscisses est égal & T—A ol T est au nombre total de chemins reliant (0,1) & (n—1,x) et A est le

nombre de chemins reliant (0,1) et (n—1,x) et passant au moins une fois par I’axe des abscisses.
Par le principe de réflexion, A est aussi égal au nombre total de chemins reliant (0,—1) et (n—1,x).

Enfin, avec la translation de vecteur (O,— 1), on peut conclure que 7 est égal au nombre de chemins

reliant (0,0) a (n—1,x—1), soit N, , , et avec la translation de vecteur (0,1), on peut conclure que

n—1,x—

A est égal au nombre de chemins reliant (0,0) a (n—1,x+1), soit N

n—1,x+1*

Ainsi, le nombre de chemins reliant (1,1) a (n,x) sans jamais rencontrer 1’axe des abscisses est bien :

N

n—1,x—1 -

N

n—1,x+1

Ona S, =X,,donc ($,>0)=(X,>0)=(X,=1) et:

P([S,>01M...A[S,,, > 0[S, =2k])=P(S, > 0) B, (IS, > 01M...A[S,, ., >01N[S,, =2k]).

§,>0
Or, si (S,>0)=(X,=1) est réalisé, alors réaliser I’éveénement [S, >0]N...N[S,, , >0]1N[S,, =2k]
revient & effectuer un chemin de longueur 2n—1 entre (1,1) et (2r,2k) sans jamais rencontrer 1’axe

des abscisses (donc toutes les ordonnées restent strictement positives). Il y a en tout 2> chemins
reliant (1,1) et (2n,2k), et d’apres la question précédente, il ya N,,_,,,_,—N,, ,,,,, chemins reliant

(1,1) et (2n,2k) sans jamais rencontrer 1’axe des abscisses. Comme on est en situation

d’équiprobabilité et avec P(S, >0)=P(X, =1)= % , on obtient :

1
2 22! 2

P([S, >0]N...A[S,, , >0IN[S,, =2k])= S St

N2n—1,2k—1 B N2n—1,2k+1 _ 1 ( N2n—1,2k—1 N2n—1,2k+1 j

N N
Enfin, d’aprés la question Q35, on a P(S,, =2k—1)=% et P(S,,, =2k+1)=%,

d’ou :

P([S, >0]N..."[S,, , > 0IN[S,, = 2k]) :%(P(Sz”_1 =2k—1)-P(S,,, =2k +1))

Ona [S,, >0]= U[Szn = k], mais si k est impair, [S,, =k] est impossible (question Q35), donc on a
k=1

bien [S,, > 0]= J[S,, = 2k]. De plus cette union est disjointe.

k=1
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On a alors :

[S, >0]N...A[S,,_, >0]A[S,, >0]= Lj[s1 >0]N...A[S,,_, >0]N[S,, = 2k].

k=1
Et I’union est disjointe, donc par ¢-additivité et avec la question précédente :

+00

P([S, >0]N...N[S,, , >0]N[S,, >0])= ZP([S1 >0]N...N[S,, , >0]N[S,, =2k])

k=1
= %(P(SZH =2k-1)-P(S,,, =2k +1))
k=1
Y (P(Sa =2k 1)~ P(S,, =2Kk+1))
k=1
D’apres la question Q35, ona P(S,, , =2k+1)=0 deés que 2k+1>2n—1, soit k >n.

Par télescopage, on obtient alors :

1
P([S, >0]N...N[S,, , >01N[S,, >0]) ZEP(SZn—l =1).

Et toujours avec la question Q35,on a :

(2n—1j I @2n-1! 1 (2n)! I (o)1 _(2nj1

P(SZn—l = 1) = n = n 22n

227 aln—1)12"7  nln—1)12n 2> nlnl 2% =P(5,,=0).

Et ainsi :

P([S, >0]N...N[S,, , >0]N[S,, >0]) =%P(S2n =0)

Réaliser I’évenement [S, >0]M..N[S,, , >0]N[S,, >0] revient a effectuer un chemin de longueur
2n entre (0,0) et (2n,x) en restant toujours strictement au-dessus de I’axe des abscisses a partir du
premier déplacement (toutes les ordonnées sont strictement positives).

Or, tout chemin de longueur 2n entre (0,0) et (2n,x) en restant toujours strictement en-dessous de
I’axe des abscisses a partir du premier déplacement (toutes les ordonnées sont strictement négatives,

N

c’est I’évenement [S, <O0]N..N[S,, , <0]N[S,, <0]) est le symétrique par rapport a I’axe des
abscisses d’un chemin de longueur 2n entre (0,0) et (2n,x) en restant toujours strictement au-dessus
de I’axe des abscisses a partir du premier déplacement. Il y en a donc le méme nombre et ainsi :

P([S, >0]N...N[S,,, >01N[S,, >01)=P([S, <0]N...N[S,,, <0IN[S,, <0]).

Or, réaliser I'événement [S, #0]N...N[S,,, #0]N[S,, # 0] revient a effectuer un chemin de longueur
2n entre (0,0) et (2n,x) en restant toujours strictement du méme coté de I’axe des abscisses a partir

du premier déplacement (les ordonnées sont toutes strictement positives ou toutes strictement
négatives). Ainsi :

(IS, #0]1M...A[S,,_, #0]A[S,, #0])
=([S, >0]N...N[S,,, >0]N[S,, >0]) N (LS, <0]N...N[S,, , <O0IN[S,, <0])
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Q41.

Q42.

Et cette union est disjointe. On a donc :
P([S, #0]N...N[S,, , #0]N[S,, #0])
=P([S,>0]N..N[S,,, >01N[S,, >01)+P([S, <0]N...N[S,,, <0IN[S,, <0])
=2P([S, >0]N...n[S,, , >0]N[S,, >0])

Soit :

P([S, #0]1N...A[S,,, #0]N[S,, #0])= P(S,, =0)

Par définition de 7,,, on a pour tout k € [[0,n] :
(T2n = 2k) = (Szk zo)ﬁ(SZkH ¢0)m"'ﬁ(S2n—1 :'to)m(SZn 7&0)'
Donc :

P(T,, =2k)=P([S,, =01N[S,,,, #0]1N...N[S,, , #01N[S,, #0])
=P(S,, =0)P 5, 0) (IS, #01N...A[S,, , #0]N[S,, #0])

Or, si le point mobile est en (2k,0), le nombre de chemins reliant (2k,0) a un point d’abscisse 2n

sans recroiser I’axe des abscisses et le méme que le nombre de chemins reliant (0,0) 2 un point

d’abscisse 2n—2k sans recroiser 1’axe des abscisses (il suffit de faire la translation de vecteur
(—2k,0) pour passer de I’'un 2 I’autre). Ainsi :

P

(82,=0)

(S5, £01N...A[S,,, #01N[S,, #01)= P([S, #0]N...NA[S,, ,, #0]).

Et donc :

P(T,, =2k)=P(S,, =0)xP([S, #0]N...N[S,, . #0])

D’apres les deux questions précédentes, pour tout k € [[0, n]] :

P(T2n :2/()=P(S2k ZO)XP(SZn—Zk :0)°

Et d’apres la question Q35, P ( j— et P(S,,,, =0) :(2Z:l§kj2T1‘2’" donc :

2k) 1 2n—2k 1
P(T2n—2k) (kazk X( n—k j22n—2k'

2k \(2n—2k ) 1
(S

Soit :

v.C -

Q43.

La fonction f est continue sur [0,0.[, [o,B] et |B,1].

De plus, lim f(x)= f(a)= lim f(x) et lirr51+f(x) =f(B) = lirrﬁl_ f(x), donc fest continue sur [0,1].
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On peut alors utiliser la propriété sur les sommes de Riemann disant que :

lim — Zf( j jf(t)dz

n—>+oon k=1

Comme O<a<P<l,ona:

lim | no |= lim (|_nB_| I_nOLJ)— lim (n—LnBJ)z

n—+oo n—+oo n—+oco

Donc, a partir d’un certain rang, on a 1< LnocJ +1< LnBJ <n et on peut écrire :

[nB] 1 k
S S o 2 )
Et pour k€ [1,n] :

e sil<k<|no|<na, ona 1<X < et donc f( j f(a) ;
n

1 n

o sino<|no|+1<k<|[np|<nB,ona oc<££B et donc f(ka =
n n

Jk@_kj Je(n=ry

o sinB<|np|+i<k<n, onaB<k<letd0nc f( j f@.
n

Alors :

n L"(XJ L”BJ "
1
— f(a )+— VG,
n; ( j z s L%LJHJ (n— k nkLnBJH

a1 el
O B T P

Par ailleurs :

[, r@ar=[" o+ [ f@de+[) f@de=[" f@odi+ [ fwyde+[ £ @)
o f@+[ f@)di+1-B) f(B)

Et comme not—1<| na. |<no, ona a—l<MSa et donc :

n n

lim M

n—+e pn

fla)=a f(a).

De méme, B—— L BJ <P, donc:

n—+oo

im "~ L7P f(B)=nlier(l—Ln—fJJf(B)=(1—B)f(B)-
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Ainsi :
L8] 3
lim — Zf( j L Jf(oc)+ lim S S n-|n BJf(B)
not+e iy n—>+o<> n—>teo, o [+1 k(l’l k) n—+oo
L8] {
=o f(a)+ lim ——+1-P fP)
"_>+°°k_anocJ+1 k(n—k)
B {
=o f(a)+ lim +(1-B) fPB)
nE ano;ﬁu/k(n—k)
= [ fwdi=of@+[ f@ydi+a-p)f(B)
Et donc :

Lt 1 dt

p p
1 Hdt =
nierk%ﬂfJ_ . rodi=], t(1-1)

Q43. - Q44. Les candidats a l'aise en analvse ont trouvé ici chaussure a leur pied. Parfois des tentatives
de grapillage de candidats désoeuvrés. On rappelle que le théoreme sur les sommes de Riemann a des
hypotheses.

Q44. D’apres la question Q22 :

On a alors :
2n
(2 (1 be o (D] b e o (!
(2”)_(2”)!_ e 24n n-o+o\ _ 4” 24n n-+e\ n
n) ) on > . 2 1
ZTEn(n) 1+L+ 0 (1j n1+E+ o |-
e 12n n-+=\n n no+e\n
4" 1 1 1 1
= I+—+ o |—|||l-——+ o |—
Jrn U 24n noven 6n n-+=\n
\/E 6n 24n n-o+e\p \/E 8n n-o+e\p \/E 8n
x/nn(Znﬂ
n n

Autrement dit, €, =8n {1 — 1

I+ o (1) et lim g =1 etpourtout ne N :

n—>+oo n—>+oo

-5

Q45. Pour tout ne N :

LZB:J (Zk)(Zn 2kj L LZBJ 4* ( 8kj 4+ (1_ €0 ji
ol k) Un—k Jar & e Jrn—k\ 8(n—k) )4
LB
:l z ;(1_&_ €k + €k S_kj
T i{no o1 K (R — k) 8k 8(n—k) 8(n—k)8k
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Donc :
L”Z"‘:J (ij(zn—iji_l L”f it LZ"‘:J 1 (£_k+ ey £ e_kj
k=| no |+1 k n—k 4" nk:LnaJH \/k(n_k) T k=| no |+1 \/k(n_k) 8k 8(1’1-]{) S(I’l—k) 8k .
D’ou:
LZB:J (2kj(2n—2kji_l LZB:J o1 Lf L (lal, o6,
k=| no |+1 k n—k 4" nk:LnaJ+1\/k(n_k) _STC k:LnocJH\/k(n_k) k 8k(l’l—k) '

Comme la suite (En) converge, elle est bornée et il existe un réel

neN
ne N. Alors, pour tout ne N et tout ke[[LnaJ+1,LnB_|]], ona k>na>0et n—k>n—nf>0,

donc :
&0 el LZBJ M M(Bl-lne)) M
wfmk(n—=k) k| o oy Jn—nB  (noy*\yn-np  o’*1-B n’
Et, comme .y 1_3% ——0, on a par comparaison :
L8]
> L[l 0.
k:|_notj+1\/k(n—k) k nore
De méme :
LB L8]
[ ] Z 1 Sn—k |S M 3/2% et z 1 M — 0 :
il k(=) n=k| "o 1By w* T Jk(ni—k) K
° anﬁJ 1 |8 €k | n et anm 1 |€ €k 0
kLnocJH\[k(l’l k Sk(l’l k)‘ 0(3/2(1 [.)))3/2 k= moJ+1 /k(n k Sk(l’l k) n—>+oo :
L8]
s 1 |€k| €k |€k€n—k j .
Ainsi, —_——+ 0 et, par comparaison :
k_%ﬁu/k(n—k)( k 8k(n—k)) "7~ P P

[nB] L8]
, 2k\(2n-2k) 1 1 1
lim ( j( j___ Z - |70
H”"(Wzﬂﬂ KON n=k )4 mfidaJk(n—k)

Q45. - Q46. Scules les tres bonnes copies (une quarantaine) traitent ces questions.

Q46. Pour tout ne N,ona:

[nB)

(%e [a,g]jz(ru e[2na,2nB))= |J (T, =2k).

k= nat |[+1

L’union est disjointe, donc par ¢-additivité, on peut écrire :

P(eefupl|- S p(r, =2%).

k=| not J+1
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Et, d’apres la question Q42 :
[2B]
T. 2k \(2n—-2k\ 1
P 2n e a, — —
(21’1 [ B]j k—anocJ-H( k j( n—k j4n
Or, d’apres les questions Q42 et Q45 :
[nB] [B]
2k \(2n—2k\ 1 1 1
lim P( ocﬁj— lim ( )( )—— lim
n—+ o0 [ ] notee Iﬁz(xﬁ—l k n—k 4" n—+e Ir |_”Z°‘J+1‘, In
Et en effectuant le changement de variable u = Jt dans I’intégrale, on obtient :
B du 2 . 1B
lim P o, —|arcsinu| .
n—+oo ( [ B]j J. TC [ ]\/&

Soit finalement :

€ [a. B]) (arcsm(\/B)—arcsin(\/a))

lim P(
n—>+oo

J'B dt
« Jtd-1)



