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Extrema sur un disque fermé

D’aprés

Concours E3A
Session 2025 - Filiere PC

.1. @ est dérivable sur [—1;1] et, pour tout ¢t € [—1;1], ¢'(t) = 6t2 — 2t = 2t(3t — 1).
% ®

1 1
¢ est donc croissante sur [—1; 0], décroissante sur {0; 3} et croissante sur {3; 1} :

o=

Q.2. f est de classe C! sur R?, et, pour tout (z,y) € R?, %(x,y) =3z% et g—z(a:,y) =2y.

On en déduit facilement que

(0,0) est I'unique point critique de f.

Q.3. On observe que, pour tout t € R, f(t,0) — f(0,0) = 3 n’est pas de signe constant, y compris au voisinage de 0. La
valeur de f(0,0) n'est donc pas un extremum local pour f.
Or, si f admettait un extremum local, celui-ci serait atteint en un point critique. Comme, au niveau de notre point
critique, f n'admet pas d’extremum local, elle n'en admet nulle part sur R2.

Q.4. D est une partie fermée et bornée de R? (presque par définition). Puisque R? est de dimension finie, et comme f est

continue sur D, on en déduit que f est bornée sur D et atteint ses bornes sur cet ensemble, autrement dit

f admet des extremums globaux sur D. I




Q.5.

Notons D’ le disque ouvert de centre O et de rayon 2, et C le cercle de centre O et de rayon 2.

On observe que D = D’ UC, et que D’ est un ouvert de R? (D’ n’est autre que I'intérieur de D, et C sa frontiére).
Sur cet ouvert, f est de classe C!, et donc, si nos extrema étaient atteints sur D', ils seraient atteints en un point
critique de f. Or (0,0) est I'unique point critique de f : il appartient & D’, mais f n'y admet pas d'extremum local
(et encore moins global).

Par conséquent, puisque f admet des extrema globaux sur D, et ceux-ci n'étant pas atteints sur D',

les extrema globaux de f sont forcément atteints sur C. I

6. f(M) = (2cos(a))3+(2sin(a))? = 8cos®(a)+4sin®(a) = 8 cos®(a)+4 (1 — cos?(a)) = 4 (2 cos®(a) — cos?(a) + 1),

donc

f(M) = 4p(cos(a)).

. D'apres le travail effectué en question préliminaire, ¢ atteint son minimum en —1 (et ¢(—1) = —2) et son son

maximum en 1 (et p(1) = 2).
Ainsi, f atteint son minimum au point M = (2cos(a),2sin(e)) lorsque o = m, c'est-a-dire en M = (—2,0) (et
ce minimum vaut —8) et f atteint son maximum au point M = (2cos(«),2sin(«)) lorsque o = 0, c'est-a-dire en

M = (2,0) (et ce maximum vaut 8).

EXERCICE 2

Fonction de Bessel

D’aprés

Concours CCINP
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Q.8.

Q.9.

Pour tout « € R, l'application t +— cos(zsin(t)) est continue sur le SEGMENT [0, 7] (en tant que composée de

I'application ¢ — xsin(¢), continue sur R et a valeurs dans R, et du cosinus qui est continu sur R), donc l'intégrale
s
flz) = cos(z sin(¢)) dt converge pour tout € R (et méme absolument, ce qui servira dans la question suivante
0
si I'on veut utiliser les énoncés au programme). Ainsi f est bien définie sur R.

Nous allons utiliser le théoréeme dérivation multiple des intégrales & paramétres. Pour tout (x,t) € R x [0, 7], posons :

g(z,t) = cos(zsin(t)).
Alors :

e pour tout t € [0, 7], I'application = + cos(x sin(t)) est de classe C? sur R car x — xsin(t) et le cosinus le sont (ce
sont des fonctions usuelles), et on a pour tout (z,t) € R x [0, 7] :

dg e g , :

%(x,t) = —sin(¢) sin(z sin(t)), @(x,t) = —(sin(t))? cos(xsin(t)) ;

e pour tout = € R, I'application ¢t — g(x,t) = cos(xsin(t)) est continue (par morceaux) et intégrable sur [0, 7],

comme on |'a justifié dans la question précédente;

: 0 : : : .
e pour tout x € R, un raisonnement analogue assure que ¢ —g(z,t) = —sin(¢) sin(z sin(t)) est continue (par
morceaux) et intégrable sur [0, 7] (la seule différence avec t — g(x,t) est la multiplication par ¢ — —sin(¢), qui

est aussi une fonction continue; on a ainsi une fonction continue par morceaux sur un segment, donc intégrable);



Q.10.

Q.11.

Q.12.

2
e pour tout x € R, I'application ¢ — —g(x,t) est continue par morceaux sur [0, 7] (c'est toujours le méme raison-

nement), et on a pour tout (z,t) € R x [0, 7] :

0%g .

@(z,t) <1 (HYPOTHESE DE DOMINATION)

or I'application ¢ : t — 1 est trivialement continue par morceaux sur le segment [0, 7] : elle y est donc intégrable.
Toutes les hypothéses du théoréme de classe C? des intégrales & paramétres sont vérifiées. On en déduit d'une part
que t — a—g(x7t) est intégrable sur [0, 7] pour tout & € R (ce qui était trivial), et d'autre part que I'on peut dériver
z
sous le signe intégrale :
T ag s 829
vz eR, f(z)= —(z,t)dt, f"(z)= —Z(x,t) dt,
rw= [ Fena r@=[ Sy

c'est-a-dire, pour tout x € R :
™ ™
fl(x) = / —sin(t) sin(z sin(t)) dt, f"’(z) = / —(sin(t))? cos(x sin(t)) dt.
0 0
Soit # € R. Les applications cosinus et sinus sont de classe C! sur R. Par composition et produit, t — h(z,t) est de

oh . )
classe C! sur R, donc o existe. On a par ailleurs :

V(z,t) € R?, %(a@ t) = —sin(t) sin(z sin(t)) + z(cos(t))? cos(z sin(t)).

— : . . L 09 A ferlr it
Par anticipation sur la question suivante, remarquons qu'il apparait Iz (ot g a été définie dans la résolution de la
x

question précédente). Mieux : en écrivant : cos? = 1 —sin?, on a pour tout (z,t) € R? :

%(z, t) = g—z(x, t) 4+ z cos(x sin(t)) — z(sin(t))? cos(z sin(t)),
c'est-a-dire : ok 5 o2
V(e,t) €R?, To(at) = o (@) +agle.) + o g g () M

Soit € R. On a, avec les notations des questions précédentes :

T 02 T T
ef" (@) + () + 2f@) Lo / P9 tyat+ / 1)t 40 / ol t) dt
T 2
:/0 (gc;vg(x’t)—i—gg(x,t)—&—xg(x,tg dt
€ ™ Oh
= A E(.’E,t) dt
= (b D]

= h(x7 7r) - h(x, 0)
= —sin(zsin(r)) — sin(z sin(0))

=0.

Ainsi

f vérifie bien I'équation différentielle (E),

ce qu'il fallait démontrer.

Soit S la somme de la série entiére Z anx”. Alors S est de classe C* sur | — R, R[ et dérivable terme a terme, en
n>=0
tant que fonction développable en série entiére, et on a :

+oo
Vz €] — R,R[, S'(z)= Znanx”_l, S"(z) = Zn(n — Dajz" 2.
n=1



Q.13.

On en déduit, pour tout = €] — R, R[, aprés un changement d'indice adéquat :

400 400 + o0
zS"(x) + 8 (x) + S (x) = Z n(n —1a,z" ' + Z na,z" ' 4 Z anz"
n=2 n=1 n=0

+oo +oo +oo
= Z(n + Dnay2™ + Z(n + Dapp2™ + Z ap_12"
n=0 n=0 n=1

+o0 +oo +oo
= Z(n + Dnappi2™ + Z(n + Dapp12™ + a1 + Z p_12"
n=1 n=1 n=1
“+o0o
= Z ((n+ Dnapyr + (4 Daptr + an—1) ™ + a1
n=1
400

((n +1) 2041 + an_l) "+ ay.

i
1

On en déduit que S vérifie (E) sur | — R, R[ si et seulement si :

“+o0
v G] - R7 R[v Z ((TL + 1)2an+1 + an—l) "+ a1 = 0.

n=1

Par unicité des coefficients d'une somme de série entiére, S vérifie (E) sur | — R, R] si et seulement si :

ay = 07

vn € N\ {0}, (n+1)%ap41 +an—1 = 0,

d’ou le résultat, aprés avoir isolé a,, 1 dans la deuxiéme égalité, puis remplacé n par n — 1 dans la deuxiéme égalité
(il faut et suffit alors d'avoir n > 2 pour que n — 1 soit dans N'\ {0}).

Soit z € R. La fonction cosinus est développable en série entiére sur R et on a :

f(z) = /0 cos (zsin(t)) dt = /7r ' xbm(g)')% dt.

Justifions I'interversion de la somme et de I'intégrale, grace au théoréme d’intégration terme a terme sur un segment,

dont nous allons vérifier les hypothéses. Posons :

(zsin(t))?"

V(n,t) € N x [O,ﬂ'], fn( ) =(-1" (2n)!

Pour tout n € N, I'application f,, est évidemment continue (par morceaux) sur [0,7]. Montrons que la série de

fonctions E fn converge uniformément sur [0, 7], en montrant qu’elle converge normalement sur cet intervalle. On
n=0
a:

“,L,|2n

(2n)!”

Cette majoration est indépendante de la variable t. Par propriété de la borne supérieure :

V(n,t) € Nx 0,7, |fu(t)] <

|x|2n

VneN, |[falloo < @)

2n
| ; converge : il s'agit du développement en série entiére du cosinus hyperbolique évalué en |z|,

Or la série E

dont on sait qu || converge en tout nombre réel. Par le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série

E fn converge normalement, donc uniformément, sur le segment [0, 7], et sa somme est continue (par morceaux)
n=0
puisqu'il s'agit de t — cos(z sin(t)).



Q.14.

Alors, d'aprés le théoréme d'intégration terme a terme sur un segment, d'une part la série E fn converge, et

n=0 0
d’autre part :
™ +OO 2n
(zsin(t » (zsin(t))
dt ———dt,
/> > [
c'est-a-dire :
= [ = Wan o
= —1)" in(t))?" dt = —1)n R gp2n
fla) = > 1" o / (in(e)" dt = D (<1)" G2,
n=0 n=0
d'ou le résultat.
+oo
Nous avons démontré dans la question 12 que si S : x +— Z an,x" est développable en série entiére et solution de
n=0

(E) au voisinage de 0, alors on a nécessairement : a; = 0, et : Vn € N\ {0,1}, a,, = —

—2
~—=. Nous allons montrer
de plus que si : S(0) =, alors ses coefficients vérifient nécessairement :

(=Dfr

VREN, a1 =0, e = oy

ce qui montre bien qu'il existe au plus une fonction développable en série entiére a étre solution de (E) et a vérifier
S(0) = 7 (la fonction en question étant celle dont les coefficients ont I'expression ci-dessus). Pour comprendre

comment |'on conjecture ces valeurs, voir la remarque a la fin de la résolution de cette question.

Nous allons démontrer cette affirmation par récurrence sur k. Soit P, la proposition ci-dessus. Pour k = 0, on sait

—1)0
déja qu'on a azxo4+1 = a1 = 0, tandis que : azxg = ap = S(0) =7 = 2(20&)';72 D'ou Py, ce qui initialise la propriété.
Montrons qu’elle est héréditaire : soit k € N tel qu'on ait Pj. Alors :
a =a [g]—;a [&“]—;XO:O
2(k+1)+1 2k-+1+2 k142 2k+1 k1420 )
et :
_ [12] 1 [P ] 1 (=DFfr _ (=D*'x
G2(kt1) = 2k42 T T p TR M2k T T o 1)z 92k(R12 | 220D ((k 4 1))
donc on a bien : (1)
-1 T

Ak+1)+1 = 0, Qopq1) = P (s + 1))2
ainsi Py, implique Pg1 : on a montré |'hérédité.

Par principe de récurrence, on a obtenu les expressions de agy, et agr4+1 annoncées, pour tout k € N. Déduisons-en le

résultat de I'énoncé : la question 11 montre que f est une solution de (E), et la question 13 qu'elle est développable

f(0) = /OWCOS(O)dt_ /O7T dt =,

donc f est une fonction développable en série entiére, solution de (E), qui vérifie : f(0) = . Par unicité d'une telle

en série entiére sur R. De plus on a :

fonction (obtenue par I'explicitation des coefficients a,, ci-dessus), on a donc nécessairement, pour tout = au voisinage

de 0 :
+oo

+o00 k
_ 2k _ (=1)m o
=D o™ =3 22k (k12"
k=0 k=0

ce qui montre bien le résultat voulu (et méme un peu plus).

Remarque. Il n'y a ici pas besoin de vérifier réciproquement que la série entiére E aspx2F

E>0
convergence non nul : si ce n'était pas le cas, alors il nexisterait pas du tout de fonction développable en série entiére

est bien de rayon de

et solution de (E)... Or on sait qu'il en existe, puisque f en est une. Par I'absurde, le rayon de convergence est non
nul (et c'est 400 puisque f est développable en série entiére sur R).



Q.15. Les deux questions précédentes montrent que I'on a, pour tout x au voisinage de 0 :

+o0o +oo

—1)"7 2n nWQ'rL 2n
f(x):ZQ(zn(Zﬂ)Qx :Z(—l) (2n)!x )

n=0 n=0

Par unicité des coefficients d’une série entiére, on en déduit :

Wgn 1)
el D e = 2(271(31!)2'

Aprés simplifications, cela donne le résultat demandé :

m(2n)! T [2n
anN, W2n22n<n!)222n<n>.

EXERCICE 3

Une matrice de produit scalaire

D’aprés
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1 ... 1

Q.16. Puisque J = | : |, il est facile de voir que Im (J) = Vect : , d’en déduire que

est une base de Im (J)

(c’est une famille génératrice formée d'un seul vecteur non nul), et que

rg (J)=1.
1
Q.17. Pour tout X = | @ | € M, 1(R):
XeKer(J) <= JX =01 <= 21+ 42, =0 <= z1=—22— - — 2y
-1 -1
_:L'2 —_ . e e — mn
1 0
T
Ainsi, Ker (J) = _ i (z2,...,2,) € R S = Vect ol,...,
0
Tn,
0 1
-1 -1
1 0
01, : est donc une famille génératrice de Im (.J), et comme elle est formée de n — 1 vecteurs, et
0
0 1

puisque, par la formule du rang, dim(Ker (J)) = n — 1, c’est une base de Ker (J).



Q.18.
Q.19.

Q.20.

Q.21.
Q.22.

Q.23.

Q.24.

Q.25.

Q.26.

J est une matrice symétrique réelle : par le théoréme spectral, elle est donc diagonalisable dans M., (R).
Ker (J) est le sous-espace propre de J associé a la valeur propre 0 : on I'a entiérement déterminé en Q.17.

D'autre part, si on note A la « derniére » valeur propre de J, tr(J) =0+ ---+ 0+, donc A = n. Il est facile de
—_———

n—1 termes

1 1 1
constater que J x | : | =n| : [, si bien que | : | € E,(J). J étant diagonalisable, on montre rapidement que
1 1 1
1
dim(E,(J)) =1, et | : | est donc une base de cet espace propre.

1
J est donc semblable & la matrice D = diag (0,...,0,n).

1 1
On a montré que Im (J) = Vect (e), ot e = | : | et Ker (J) = Dl EMuaR); A+, =0
1 n
z1
Or, pourtout X = | © | € My, 1(R), 21 + -+ 2, = 0 si et seulement si (X |e) = 0.

Par conséquent, Ker (J) = {e}*+ = Vect (¢)* = Im (J)*.

Puisque R"™ est de dimension finie, on en déduit que Im (.J) et Ker (.J) sont orthogonaux (donc) supplémentaires dans
R™.

M, =rJ+ (1 —r)I, € Vect (J, I,).

Notons P une matrice de GL,,(R) telle que P~*JP = D (vue en Q.19).
PIMP=PrJ+(1-r),)P=rPYJP+ (1 —7r)P ' [,P=rD+ (1 —r)l,, et comme rD + (1 —r)I, est
une matrice diagonale (que I'on peut noter A,), cette égalité justifie la diagonalisabilité de M,..

Pour tout (Y1,Y3) € (R”)Q, pour tout (A1, Ay) € R? :
Fr(X, Y1+ X2Ye) = X TM (A Y+ XaYa) = M X TM Y, + XX T M, Yo = M\ fr(X, Y1) + Ao fir (X, Y2).

Y — f-(X,Y) est donc une application linéaire.
De plus, pour tout Y € R™, f.(X,Y) = (X |M,Y) € R, donc Y — f.(X,Y) est a valeurs dans R : il s’agit d'une

forme linéaire sur R™.

Pour tout (X,Y) € (R")” :

H(X,Y)=(X|MY)= (MY |X)=(M,Y) X =Y M'X =Y"M.X = f.(Y, X)

car M,. est symétrique

Puisque J est symétrique réelle, d'aprés le théoréme spectral, la matrice P introduite en Q.22 peut étre supposée
orthogonale. Par conséquent, en notant Q = P~' = P il vient, pour tout (X,Y) € (R”)2 :

[o(X,Y)=XTPAPTYY =XTQTAQY = (QX)"A,QY.

On obtient ainsi le résultat voulu.

On a vu en 8.2 que f, est symétrique, et en 8.1 qu'elle est linéaire selon sa deuxiéme variable, donc (par symétrie)
bilinéaire.
@)

De plus, pour tout X € R", en notant X’ = PX =

]
Ty

X, X) = (X)TAX =(X")T(rD+(1—rL)X =r(X) DX + (1 —1)(X)TX
A—r)aP 4+ 1 =r)a?  +(n+1—r)z?



P étant inversible, X = 0 si et seulement si X’ = 0.

Ainsi, pour que f, soit défini-positif, il faut et il suffit que 1—r > 0 et rn+1—r > 0, c'est-a-dire que 7 <r<l

Finalement,
1
fr est un produit scalaire si et seulement si e <r<l
n—
EXERCICE 4
Un jeu de société
D’aprés

Concours CCINP
Session 2023 - Filiére PC

Partie I - Préliminaires
1.1 - Modélisation
Q.27. Soit n € N*. X, représente |'avancement relatif a I'étape n.
Sy, représente I'avancement absolu (i.e la position) a I'étape n.

Q.28. T représente « le temps d'attente » pour dépasser A, c'est a dire le premier (le plus petit) n tel que S, > A.

1.2 - Calcul de la somme d’une série entiére

Q.29. Montrons par récurrence sur p € N que que f(P) existe sur | — 1,1] et que
!

Initialisation pour p = 0 : c'est la définition de f.

Hérédité : Soit p € N quelconque fixé, supposons la propriété vraie au rang p.

On a alors f(P) qui est dérivable sur | — 1,1] comme fonction rationnelle & dénominateur non nul, ainsi fP*1(z) =
d _ _ (p+1)!
@Y (z) = —pl(1 — )@+ = pl(—1)(— - (r+2) = M7 7
(PP (@) = o1 =)0 = 1) (= D)1= ) 0+ = P

Conclusion : Par principe de récurrence le résultat est vrai pour tout p € N.
Q.30. Soit p € N « fixé ». Posons pour tout n > p, a,, = (;) > 0.
Les coefficients étant strictement positifs, nous pouvons appliquer la régle de D'Alembert sans la variable x pour

déterminer R le rayon de convergence : Par expression en factorielles des combinaisons et simplification :

a 1
ntl M — 1.
an n+1—pns+too

1
Ainsi R = 1~ +1.

En conclusion :

le rayon de convergence de la série entiére E ( >x” est égal a 1.
n=p




Q.31. D’abord par développement en série entiére usuel, f est développable en série entiére sur | — 1,1] et

+oo
Ve el - 1,1, f(z) = Zx"
n=0

Ensuite soit p € N; par théoréme de dérivation des séries entiéres on peut dériver f p fois terme a terme sur |'ouvert

de convergence ce qui donne
+00 n
1) = (1),
n=p p
Enfin nous avons I'expression de f(?) obtenue 4 Q.28. Il suffit alors de multiplier par = et diviser par p! pour obtenir :

Vo €] —1,1], io (Z)x" - (15”71)

n=p

Partie II - Etude d’un premier cas

Dans cette partie uniquement, on suppose que M = 2.

I1.1 - Loi des variables aléatoires S,, et T
1
Q.32. Remarquons que pour tout entier naturel no nul k&, X — B <2) Sy, apparait donc comme somme de n variables

aléatoires discrétes indépendantes suivants toutes une méme loi de Bernoulli de paramétre 3

. - . 1 I
Sy, suit une loi binomiale de paramétres n et 3

Q.33. En prenant la définition de T" de I'énoncé :

Ainsi, si n € N*,

Soit w € Q. Deux cas :
Si le procédé s'arréte : T'(w) € N* et T'(w) > A car « au mieux » on a avancé de +1 a chaque fois.
Si le procédé ne s'arréte pas, (cela peut arriver par exemple lorsque tous les X} renvoient 0) alors T'(w) = 0.

Ainsi

les valeurs prises par la variable aléatoire 7" sont {0} U [A, +o0].

Q.34. Soit k € N avec k > A.
Vu qu'ici on ne peut qu'avancer d'un coup ou ne pas bouger a chaque étape, (T =k) = (Sp—1 = A—-1)U (X =1).
Ensuite les événements (Si_1 = A — 1) et (X} = 1) sont indépendants (par le lemme des coalitions), donc

P(T =k)=P(Sy_1 =A—1)P(X) = 1) et nous connaissons ces lois usuelles , nous avons bien :

Q.35. Par Q.31, P(T =0) =1 — P(T > 0) EtP(T>O)_+f F1y 111X (k1
. . a . , = = . _k:A A—1 2k712_2k:A_1 A 2k:'

1
Nous savons évaluer cette somme grace 3 Q.31 appliqué ap=A—letz = 3

*f ko1 1/24t
\A-1)2k 0 1)/24

k=A—




1.2 -

Q.36.

Q.37.

et au final P(T >0)=1¢et

Espérance de la variable aléatoire T

Exploitons ici les résultats obtenus.

. . - . 1 .
La série entiére définissant G correspond a celle de Q.30 mais avec un facteur ok Cela assure (sans détails ...) que

le rayon de convergence est .

Ensuite il suffit d'utiliser la formule de Q.31 pour p = A — 1 en g €] —2,2[ donc z/2 €] — 1,1]) qui donne bien
2

Le nombre moyen de tours de jeu pour terminer notre partie est donné par E(T).

Comme Ry =2 > 1 ,Gr est dérivable en 1, et donc E(T) = G'n(1).

G}@044(2fx)Alc%?$P,MMi

E(T) = 24.

Partie IIT - Etude d’un second cas

Dans cette partie uniquement, on suppose que A < M.

II1. 1 - Calcul de la probabilité P (S,, < k)

Q.38.

Q.39.

Soit n € N*. Appliquons la formule des probabilités totales pour le systéme complet d'événements
(Xn4+1=0),...,(Xp1=M-1)):

Soit k <A—1, P(Sps1 <k) =g P(Sns1 <k Xpy1 = 0).

Il suffit alors de constater que :

[l est impossible que ¢ > k

et que pour I < k, (Spt1 <k, Xpp1 =0) = (S, < k=¥, X,,11 = £) qui nous raméne a deux événements indépendants
(lemme des coalitions),

enfin P(X,4+1 =¢) =

IN §‘»—

donnant ainsi P(S,+1
On a bien

kX = 0) = P((S < k— £, X = 0) = P(Su <~ 0) .

VEk € [0,A —1],

Montrons par récurrence que pour tout n € N*, on a :

1 k
WEHQA—W,P%%Qk%:MMC%%>.

Initialisation pour n =1 : S; = X; et X7 suit une loi uniforme sur [0, M — 1].

k41

DchQﬁgk%—iwaEtﬁf):k+L

On a bien I'égalité pour n = 1.
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Hérédité : Soit n € N* quelconque fixé. On suppose |'égalité vraie au rang n.
Pour calculer P(S,,+1 < k) il suffit d'utiliser I'hypothése de récurrence dans le résultat de Q.38, puis d'appliquer la

formule proposée par I'énoncé en début de I11.1.

IT1.2 - Espérance de la variable aléatoire T

Q.40. Les événements (T > n) et (S, < A) ne sont pas égaux.
Onaici (T > n) C (S, < A) ou plus précisement (T' > n) U (T =0) = (S, < A).
Quand on passe alors au calcul de la somme de la série on voit bien le souci de P(T = 0).
Voici (je pense) une solution :
pour tout n € N, (S, < A) = (S, < A-1).

Je calcule d'abord la somme de la série des P(S,, < A — 1) qui converge :

—+oo
> P(S,<A-1).
n=0

1 _
Or par Q.39, pour n e N*, P(S, < A—-1)= W(M—: h.
Cette formule reste vraie pour n =0, P(So < A—1) = 1.
On utilise alors la symétrie des coefficients binomiaux, puis changement d'indice, qui nous raméne a la formule de

1
la Q.31 appliquéea p=A—1, z = i qui tous calculs faits donne la somme

MA

> P(Sn <:A—1):m.

n=0

Or P(T > n) < P(S, < A—1)), donc la série des P(T > n) converge.

I'espérance de T existe I
grace au rappel de I'énoncé.

Je dis alors que si P(T' = 0) # 0 la série diverge grossiérement donc P(T' = 0) = 0, donc P(T' > n) = P(S,, < A) =
P(S, <A-1).

J'ai fini, il y a bien égalité :

Donc

Fin du sujet 1
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SUJET 2, uniquement pour les éléves étoilés'

D’aprés

Concours Centrale Supélec
Session 2018 - Filiere PC
Epreuve de Mathématiques 1

I Préliminaires

Dans cette partie, on fixe un réel strictement positif o.

I.A Quelques propriétés de g,

Q.1.

. Grace au changement de variable affine ¢t = L, on obtient : /
\/io

Pour tout o > 0, la fonction g, est continue par morceaux et positive sur R. Elle est de plus paire, ce qui fait qu'on
I'étudiera tout le long du sujet sur R.

Ses seuls problémes d'intégrabilité sont au voisinage de +o00. Or par croissances comparées,

. 2 o
mggloox 9o (:L’) =0

done 1) = ).

Par comparaison a une fonction de référence intégrable en +00 : g, est intégrable au voisinage de +oo. La fonction

g, est intégrable sur R. I

+o0 1 +o0
go(x)dz = 7 /_DO exp(—t?)dt = 1. Par

— 0o

conséquent

.3. La fonction g, est de classe C? sur R comme composée de fonctions de classe C2.

De plus, pour tout x € R :

gh(@) = - 50:@), g@) = 7 gala).

On obtient le tableau de variations suivant, avec g,(—0) = g, (o)

r |- —0 0 o +00
g (z) + 0 — - 0 +

g

Rl 0
\<0/

9(0)
gaw)/ \gaw)\
e S

95(x)

gs(z) | 0

La dérivée seconde s'annule en exactement deux points : —o et o. On obtient la courbe représentative suivante :

12



I.B

Soit f une fonction de R dans C, continue et intégrable sur R.

Q.4.

Q.5.

I.C

Pour £ € R, la fonction x — f(z) exp(—i27&x) est continue par morceaux sur R et |f(z) exp(—i2n&zx)| = |f(x)]
pour tout € R. Comme f est intégrable sur R, d'ol
x — f(x)exp(—i2m&x) est intégrable sur R.

Posons g(&,z) = f(z) exp(—i27&x) et utilisons le théoréme de continuité des intégrales a paramétre :
e Pour tout = € R, la fonction g(-,x) est continue sur R.
e Pour tout £ € R, la fonction g(&, -) est continue par morceaux sur R.

e Pour tout (£,2) € R?, il vient |g(&,x)| = |f(x) exp(—i2m&x)| < |f(x)| avec f positive, continue par morceaux et

intégrable sur R.

Ainsi la fonction

+oo
F(f):&— / f(z) exp(—i2n€x) dzx est définie et continue sur R.

Soit f une fonction de R dans C, de classe C'. On suppose que f et sa dérivée f’ sont intégrables sur R.

Q.6.

Q.7.

x “+oo xT
La fonction f’ est intégrable sur R donc lim ft)dt = / f/(t) dt existe. Or / f(t)ydt = f(z) — £(0)
0 0

xr——+00 0

donc xgrfoof(x) = { existe.

+oo
Si ¢ £ 0, alors |f(z)| “7= |¢]. Or / |¢| dt diverge et x — |¢] est de signe constant donc, par théoréme de
0

—+oo
comparaison, |'intégrale / |f(t)| dt est divergente : absurde. Par conséquent ¢ = 0.
Jo

Il en est de méme lorsque & — —oo. Finalement

Puisque f et f/ sont intégrables sur R, leur transformée de Fourier est définie sur R. De plus, pour tout £ € R :

+oo
F()E) = / f ()27 da

— 00

Procédons par intégration par parties :
W) = fl(2), v(x)=e P w(z) = f(z), V(z) = —2imle 2T,
les fonctions u et v étant de classe C' sur R. Il vient :

“+oo
FUNE©) = e = [ fe)(-2ing)e e .

— 00

Or |f(z)e~ 2" | = | f(x)] .=, 0 d'aprés la question précédente, d'od

+oo )
F()() = +2ine / F(x)e=2mE dy

c'est-a-dire

F(f')(§) = 2im€F (f)(§).

13



I.D

Q.8.

L'application @ + %P exp(—x?) est définie et continue par morceaux sur R, et son seul probléme d'intégration est
z2

en to00. Par croissances comparées : lirf 22 2% exp(—2?) = 0 donc 2% exp(—22) = 0400(=5). Par comparaison
T—r100

: 1. . 2 .
a la fonction de référence z — —; intégrable en +oo0, la fonction z — 2?Pe” est intégrable en 4-oo.
x

Finalement, pour tout p € N la fonction

x + 1?P exp(—2?) est intégrable sur R.

x2p+1
. . . . u(x) = u'(x) = a??
Q.9. Effectuons une intégration par parties en considérant : 2p+1
v(z) =e v (z) = —2ze

Q.10.

Q.11.

Cette intégration par parties est licite puisque les fonctions u et v sont de classe C! sur R et que lirf u(z)v(z) =
r—r 00

lim w(z)v(z)=0. Il vient :

r—Fo0
+o0 2p+1 57 +oo +o0 x2p+1 5
M. = 2p *932d = [l 7‘/7”} — -2 Tdr = — M.
» [m zPe x 2p+1e . N 2p+1( x)e x i1 1
Il s'ensuit que :
2p+1
VpEN, My = p2 M,

2p)!
On conjecture M, = % et on le démontre par récurrence sur p.

p!

+oo

2-0)!
e Initialisation : My = / e~ dz = /et % =/, d’ou l'initialisation.
e _ V7(2p)! .

o Hérédité : Supposons M, = ol Alors :

Mot — 2p+1 /7 (2p)!  m(2p+1)!  m(2p+2)!

PELT Ty Tozppl T 2okl T 220 R2(p 4 1)
Par conséquent, pour tout p € N, nous avons
2p)!
M, = V7 (2p)
22pp!
+o0
. . ) o (="
La fonction cosinus est développable en série entiére sur R : Vy € R, cos(y) = Z @p)! y-P
p=0 ’
S~ (D oy apeap 2
Pour y = 2n€x : Vo € R, cos(2néx) = 2P ePEP P,
= (2p)!
Enfin :
= 22P 2P
Vo € R, exp(—x?) cos(2néx) = Zcp(g) exp(—2?) 2% avec ¢, (£) = (—1)?

(2p)!

+oo

+oo
Pour tout £ € R : / e exp(—i2n€x)dr = / e cos(2méx) do — z/ e sin(2mréx) dx.
2 . . . +oo 2 .
Or la fonction z +— e~ sin(27&x) est impaire et intégrable sur R, donc / e ¥ sin(2wéx) dz = 0.
+oo ) +o0 £ )
D'ou, d'aprés la question Q.10 : / e ¥ exp(—i2néxr)dr = Zcp(f) e~ 22 dz. Appliquons le second
p=0

— 00 — o0
s . N . 2
théoréme d'intégration terme a terme. Pour ce faire, posons f, : x + ¢,(§) e™ z?P.

e Chaque f, est continue par morceaux sur R et intégrable sur R (d'aprés Q.8).
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e La série de fonctions Z fp converge simplement sur R, par définition, vers la fonction z — e~ exp(—2iméx).

P
e Enfin, d'apreés la question Q.9 :
+oo 92p 12p 7(2p ! 71'252 P
[ s = @i, = Zprlen YRR — R TR,

qui est bien le terme général d’une série (exponentielle) convergente.

On peut appliquer le théoréme d'intégration terme a terme et permuter somme et intégrale :

+oo ) +o0 +00 ) 400
/ e " exp(—i2néx)dr = Zcp(f)/ e " P dr = Zcp(i) M.
0o p=0 —00 p=0

Les questions Q.9 et Q.10 donnent les valeurs de ¢, (§) et M, :
+oo

exp(—z?) exp(—i2néx)dr = /mexp(—n2€?).

Q.12. Fixons £ € R. On effectue le changement de variable affine u = 2 (donc licite) :

V20
“+o0 2
Fad© = [ = ew (-5 ewl-iznealda

1 oo
= P / exp (—u?) exp(—i2m¢ V20u) V20 du
u=\/‘%0 e

1 2 2 52 /
= 7z T exp(—m? (V206)?) = exp (-2 1 ) = o' V21 g, (£).
Q11 (2m0)? =

Finalement

1
——,ona F(g,) = pgor avec u = o’y/21 =
2wo

II Equation de diffusion avec une condition initiale gaussienne

Dans cette partie, o désigne un réel strictement positif. On cherche les éléments f de C? (R% x R,R) vérifiant

N 1o . s . of o f
(i) Téquation de diffusion : V(t,z) € R% x R, E(t, x) = @(t,x);

(1) les trois conditions de domination : pour tout réel T > 0, il existe des fonctions ¢7, x1 et ¥r de R dans R,

continues et intégrables sur R, telles que

|f(t,z)| < ¢r(2)

)x)

vVt €10, T[, VzeR, ‘gi(t,x)lgxfp(x)
82
2L tn)| < rte)

(#i¢) la condition aux limites : Va € R, 11%1 f(t,z) = go(x).
t—

Q.13. Notons ¢(t, x) =rr57(X) 1 ( o ) [l vient
. . , ) = xXr) = ex - . Vi :
4 IV o2 +2t\/21 P 2(0% +2t)

% 1 x2 2 — 02 -2t

ot (t,x) = —mﬁﬂ(ﬂw)‘f’m@(tax) =
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I1.A

Q.14.

Q.15.

Q.16.

En reprenant le calcul effectué a la Q.3 :

0? 22— (0% + 2t 0
7 00) = S g elt) = )
et ainsi
o vérifie (7).

1 .
Pourtout z € R, (-, z):t+— g (r) = ——— exp — 2 ) est définie et continue sur Ry.
NZEEST /o2 1 2t /2r 2(o2+20)
De plus

lim p(t,x) = p(0,2) = 71 e f—xz = L e 772 = g, ()
im T) = T) = X = X = gs(T).
t—0+ ’ Vo2 2or P 202 Voro P 202 g
Ainsi

© vérifie (¢ii).

Soit t > 0 et T' = 2¢. La fonction f vérifie la condition (i) donc il existe 7 continue et intégrable sur R telle que
pour tous ¢t €]0,T[ et z € R, |f(¢t, )| < Pr(z).
Dés lors

£t ) exp(—2iméx)] = |f(t,a)] < Dr(a).

Par théoréme de comparaison

x> f(t,x) exp(—2iw€x) est intégrable sur R.

~

L’'objectif est de déterminer la limite lim+ f(t,€) a l'aide de la caractérisation séquentielle d’une limite.
t—0
Soit (tn)nen une suite de réels strictement positifs qui converge vers zéro. Notons f,, : @ — f(tn,x) exp(—i2n€x).

Afin de déterminer la limite de (/ fn) , appliquons le théoréme de convergence dominée (TCD).
R n

La suite (t,)nen est convergente donc bornée. Soit T > 0 tel que t,, €]0,T[ pour tout n. La fonction f vérifie la
condition (%), on peut choisir une fonction ®7 continue et intégrable sur R telle que |f(¢,z)| < ®r(z) pour tous
t €]0,T[ et x € R.

e Bien entendu chaque f,, est continue par morceaux sur R, puisque f est de classe C? sur R% x R.
e D’aprés la condition (i4i), la suite (f)nen converge simplement vers z — g, (z) exp(—i2mw&x) sur R.

e Pour tous n € N, t,, €]0,T[ donc pour tout z € R, |fn(x)] = |f(tn,z)| < Pr(z).

“+oo
D'apres le TCD, la suite </

— 00

fn(x) d:c) converge et
neN

+o0 +oo +oo
i [ f@de = [ n fu@)de = [ g0(e) ewp(-izngn) de = Flo)(©) = 500

n—+oo J_ oo NMFOO o
—_————
:f(tnvg)
En résumé, pour tout suite (¢,)necn de réels strictement positifs qui converge vers 0, la suite (f(tn,f))neN converge

vers g, (§). Par caractérisation séquentielle des limites :

Jim f(2.6) = F(9)(€) = 3(8).

Appliquons le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre. Soit £ € R, T' > 0 et t €]0,T[. Posons ¢ : (¢,z) —
f(t,x) exp(—i2n&x).

e Pour tout ¢t €]0, 77, la fonction (¢, - ) est continue par morceaux et intégrable sur R d'aprés Q.14.
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Q.17.

11.B
Q.18.

Q.19.

. , . . 0
e La fonction ¢ admet une dérivée partielle premiére selon ¢ sur |0, T[xR, avec —c‘o(t,x)

_9f
ot ot

(t,z) exp(—i27n€x)
pour tout (¢, z).
e Veérifions que la dérivée partielle satisfait les hypothéses du théoréme de continuité des intégrales a paramétre.

.0 .
* Pour tout ¢ €]0, T, la fonction —w(t, -) est continue par morceaux sur R.

ot
* Pour tout z € R, la fonction aa—f( -, x) est continue sur |0, T7.
* Pour (t,x) €]0,T[xR, nous avons d'aprés les conditions () et (i) :
i 2 (14)
Y| = | Feoevi-izmen)| = (Lo LT an| < v

pour une certaine fonction ¥ positive, continue par morceaux (car continue) et intégrable sur R.

“+o0
D'aprés le théoréme de dérivation, la fonction f(-,z) : ¢ — / f(t,z) exp(—i2r&x) da est de classe C* sur ]0, T
— o0

et on peut dériver sous le signe / Ceci étant vrai pour tout 7" > 0, il vient que

f(-,z) est de classe C! sur R

et :
V¢ >0, VE € R, g{(t,g) - /_:C %(t, z) exp(—i 2r€x) d.
Par définition de la transformée de Fourier :
/:O %(t,x) exp(—i 2réx) dz = F (gJ;(t, .)> (©).
Or f vérifiant la condition (7), d'oti pour tous t >0 et £ € R :
‘g(t,g) _ /:o a@—{(t,x) exp(—i 2ré) dz
S ¢ 12) [CRNCHRE C= A I

condition ()

< 2ner () © st F e © = 2]
Q.7 Q.

~

D'aprés la Q.17, pour & fixé, I'application ¢t — f(t,f) est solution de I'équation différentielle linéaire d'ordre 1 a

coefficients constant ' + 472¢£2 y = 0. Elle est donc de la forme t — K exp(472£2t), la constante K étant fonction

de &, mais a priori complexe.

Or K = lim K exp(4r2¢%t)
t—0+

f(t,f)\:/_/@?(f), on en déduit K € R.

= lim
t—0+ ——
Q.15 R

Bilan :

pour tout £ € R, il existe K(£) € R tel que pour tout ¢ € R%, f(t,&) = K (&) exp(—472€2t).

D’aprés la Q.15 : V¢ € R, tli%lJr f(t,8) =9,(9).
D'aprés la Q.18 : V€ € R, lim. f(t,€) = Jim K () exp(—4m2e%t) = K (€).

Il s'ensuit que

K(£) = 94($)-

17



I1.C

, , o S
Q.20. En Q.12, on a démontré que F(g,)(§) = 9o (&) est de la forme p g,/ (£) avec o’ = 5o et = o
: e\ _ _ 1 a? 2,2 4,2
Par conséquent 7€) = 17/ (€) = 5= exp (~£) = p/2r 0 exp(~2ma a2
On en déduit :
Ft:6) K (€ exp(—anet) 0 G5(€) exp(—4n?E)

= uV2mo exp(—2720%€?) exp(—4n?E%t)
=  uV2ro exp(—27% (0 4 2t)€?).
Ainsi

Pour vy = 1v/27m 0, on a f(t,€) = v, exp(—212(0? + 2t) €2) pour tous £ € R et t > 0.

Q.21. D'aprées Q.12 : v, = u/270 = V27 o et donc

1
oV22w

vy = 1.

Q.22. L'énoncé admet l'injectivité de F (qui est de plus linéaire par linéarité de I'intégrale).

Daprés Q.12 : g 25(£) = pgor (€) pour tout &, avec ¢’ = ﬁ

En d'autres termes : §_/—>7(€) = uv2mVo? + 2t exp(—7?(0? + 2t)€).
D'apres Q.20 : f(t,&) = v, 2t

spres Q20 f(1.6) = vy exp(-2(e? + 206) = g
En conséquence de quoi F(f(t, -)) = Aot F(g,/5257) avec

9v7i()-

Vo

Aot = — e
! w2\ o% + 2t

Par linéarité de I'intégrale, I'opérateur F est linéaire donc F(f(t, -)) = F( Aot 9 /5777)-

Enfin d'aprés le résultat admis par |'énoncé :

ft, ) = Aot 9yt

Q.23. Fixonst > 0. D'aprés la Q.17 avec { =0 :

“+oo
Or on remarque que I(t) = / f(t,x)dz = f(t,0).

f f(t+e) - f I —1I
De plus %(t,O) = 6113(1) f(tJre; 10 _ gii)r%) (t+€2 ® _ I'(t).

Subséquemment I'(¢) = 0 et donc

—+o0
I:it— / f(t,z) dz est constante sur ]0, +o0.

+o00 +oo +o0
Q.24. Soit t > 0. Il vient [ flt,x)dx Q.22 [ Mo 9yerga(®)dz = A 0[ 9z773(w) dz = N\ » d'apres Q.2.
—+oo
Ceci implique Ay » = / f(t,x)dz = f(t,0) Q20,2219 Enfin, d' aprés Q.22 :

ft ) =977

III Etude numérique

ITI.A

Q.25. La fonction f étant de classe C' sur R% x |0, 1[, par définition de %(t x) et I'hypothése (i) sur f :
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vVt e RY, Vo €]0,1], girr(l)
=

fit+0,z)— f(t,x)  Of B
7 = E(t,x) = @(Lx).

Q.26. Pour t > 0, la fonction f(t, -) est de classe C? sur ]0, 1[. D'aprés la formule de Taylor-Young a I'ordre 2 en z :

0 0? h?
0 0? h?
ft,x—h) = f(t,z)— %(t,x) h+ a—;;(t,a:) 1 +o(h?).
) *f 2 5
Par conséquent : f(t,x + h) — 2f(t,z) + f(t,x — h) = @(t,x)h + o(h?).

ft,z+h)—2f(t,x)+ f(t,x —h) O*f

Pour h #0 : 2 = @(t,w)—i—o(l).
Finalement
vt e RY, Vz €]0,1], }1113%) 2 = @(t,m).
I11.B

Q.27. Fixons k € [1,q]. Par définition Int1(k) = fu(F) = Pulk 1) = 2fn (k) + fu(k - 1). Or — = ¢ d'ou frr1(k) —

T 02 52
fn(k) = T(fn(k + 1) - 2fn(k) + fn(k — 1)) pUiS
fn+1(k) = T(fn(k‘ + 1) + fn(k - 1)) + (1 - 27“) fn(k)

Cette égalité, combinée a f,,(0) =0 et f,,(¢ + 1) = 0, méne au systéme :

fn+1(1) = Tfn(2)+(1_2r)fn(1)a
frt1(2) = 7 fu(1) +7 f(3) + (1= 2r) fu(2),

fn+1(q_1) = Tfn(q_Q)"_rfn(q)+(1_2r)fn(q_1)7
for1(e) = 7fulg—1)+ (1 —=2r) fulg)-

Ceci s'écrit 41 = : =rB : + (1 -2 : , ou encore F,y1 = rBF, + (1 — 2r)F,,
frt1(q) fnlq) fn(q)

c’est-a-dire

Fo41 = AF,, avec A=rB+ (1 —2r)I,.

Q.28. Les matrices A et B sont symétriques réelles : d’aprés le théoréme spectral,

A et B sont diagonalisables. I

Par récurrence immédiate a I'aide de la relation F,,, 1 = AF,, il vient

F, = A" F} pour tout n € N. I

Q.29. Rappelons que si X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors A" X = A" X pour tout n € N.

° Soit A une valeur propre de A telle que |A\| > 1, et X un vecteur propre (non nul) associé. On considére
Fy=X. Il vient F, = A"Fy = A"X = A" X donc |F,.|| = [A\|" || X]| - +oo et (F,), n'est pas bornée pour
n—-+oo
ce Fp.

Par contraposition : si (F,),en est bornée pour tout Fy, alors |A| < 1.

19



. Supposons que Sp(A) C [-1,1].
La matrice A est diagonalisable donc soit (X7,...,X,) une base de R? de vecteurs propres de A. Notons J; la

valeur propre associée au vecteur propre X;.

q
Soit Fy € RY. En le décomposant dans la base de vecteurs propres : Fy = Zai, X;. Ainsi, pour tout n :

i=1
q q q
i=1 i=1 i=1
q q q
Par conséquent || F,|| = Zaix\?Xi < Z lai| < A7) || X < Z |oi| et (F,)nen est bien bornée.
i=1 i=1 i=1

En conclusion :

(F))rn est bornée pour tout Fy si et seulement si Sp(A4) C [—1,1].

Q.30. Le vecteur Y est un vecteur propre donc non nul. Il existe un indice i tel que |y;,| = [|Y|| - L'égalité \Y = BY équi-
Ay =92
Ayo =y +Ys AYio = Y2 siig =1
vauta : . Selon la valeur de iq trois cas se produisent : ¢ \y; = y;0 1+ yi,+1 Si do € [2,4 — 1]-
AYg—1 = Yg—2+Yq AYio = Yg—1 siig=¢q
AYq = Yq-1

Mais dans tous les cas on a toujours |A| - |yi,| < 2|ys,|- Or Y # 0, d'ou y;, # 0 puis [A] < 2. Or A € R, et finalement
A€ [-2,2].

Par ailleurs 5 € [—1,1] et la fonction cosinus réalise une bijection de [0, 7] dans [—1,1], donc comme espéré

il existe § € [0, 7] tel que % = cos(6).

Q.31. Si on impose yg = yg+1 = 0, alors :

Ay = Y2 = Yo+ Y2
Ay2 =y +ys
WY = BY : = [vkellLal ye1— Mty =0)

AYg—1 = Ygq—2+Yq

)‘yq = Yg-1 = Yg—1+ Yg+1

Q.32. La famille (yx)refo,q+17 Vérifie la relation de récurrence double yx 1 — Ayx + yry1 = 0 d'équation caractéristique
72 —Ar+1 =0, soit 72 — 2cos(f)r + 1 =0, ou encore (r — %) (r — e=) = 0. D'aprés les propriétés sur les suites

yr = aett? 4+ Be~k0 si 9 €0, 7,

récurrentes, il existe (o, 8) € C? tel que pour tout k € [0,q + 1],
yr = (@ +kB)e ™ sife{0,r}.

e [Cas§ e {0,7}
a=0

Alors vo= meénerait a ‘ puis & a = 8 = 0, ce qui donnerait y; = 0 pour
Vo1 =0 (0 (g +1) ) 01 =0
tout k € [0,q + 1], ce qui serait absurde car Y # 0.

. Cas&E]O,w[
=0 a+p8=0

" Yo N N 12 ao
Les conditions ménent a _ ‘ . Les y; n'étant pas tous nuls, il vient
qurl = 0 aez(q+1)9 —+ 6677'(‘14'1)0 = O

20



Q.33.

Q.34.

1
(o, B) # (0,0) et donc le systéme ci-dessus n'est pas un systéme de Cramer. En conséquence de quoi :

ei(q+1)9 efi(qul)(i

0, cest-a-dire e~/ (41)0 — (@t "oy encore sin((q + 1)0) = 0, ce qui équivaut 4 : il existe j € [1,q] tel que
_J7
g+1
Finalement

o L gm
il existe bien j € [1,¢] tel que A =2cos [ —— ).
j€[1,q] tel q (q " 1)

La Q.32 nous donne seulement Sp(B) C {2 cos <T1> /jE€ [[1,q]]}.
q

n
jm
+1°

Soit j € [1,¢] et A\j = 2cos SiY = | : | est un vecteur propre associé, alors d'aprés la Q.32 on peut trouver
q

Yq
(o, B) € C? tel que y, = aek? + B pour tout k € [0,q + 1]. Cette formule restant valable avec yo = 0, on a

donc 8 = —au.
Sion prend a = —3 =1, alors y;, = sin (iﬂl) vérifie la relation de récurrence de la Q.32 et d'apreés I'équivalence
q

U1

établie a la Q.31, le vecteur Y; = | | est un vecteur propre (non nul) de B associé a ;.

Yq
On a prouvé que tous les \; sont bien des valeurs propres :

so(5) = {2cos (271) /i € ILal

Comme ces g valeurs propres sont distinctes deux a deux (puisque cos est bijective sur ]0,7[) et que RY est de

dimension ¢, la famille (Y1,...,Y;) est une base de R :
sin(-Z-) sin(q’“ﬁ) sin( )

e : e : est une base de R? formée de vecteurs propres de B.

sin( 45) sin((]]"qﬁ) sin(47)

D'aprés Q.29, la suite (F},)nen est bornée quels que soient les choix de ¢ et de Fy si et seulement si Sp(4) C [-1,1].
[l nous faut donc déterminer Sp(A).

Le principe de translation de spectre affirme que : si Sp(M) = (my,...,m,) alors Sp(aM + bl,) = (amy +

b,...,am, +b); en outre les vecteurs propres de M et aM + bI,, sont les mémes.

En ce qui nous concerne, et puisque A = (1 — 2r)I, + rB, il vient d’aprés Q.33 :

{(12r)+2’r cos<qj+”1) /jeﬂl,q]]} - {12r (1(:05 <q‘7+”1>> /je[[l,q]]}.

Par décroissance de cosinus sur [0, 7] :

max(Sp(4)) = 1—2r (1—008 (”)) et min(Sp(4)) = 1-2r (1—cos (‘”))

qg+1 qg+1
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Ainsi :

Sp(4) c [-1,1] < —1<min(Sp(A)) < max(Sp(4)) <1
<— —-1<1—-2r|1-cos W)/\I—QT 1 — cos il ) <1
qg+1 qg+1
< 7r|1-cos U <1 A =2r(1—cos T )<0
g+1 g+1
toujours vrai
m 1
= r(l—i—cos(H))gl — r<——— ()
q 1+ cos (m)
1 1 1
D'une partt —— > 3 D'autre part ligl N\ T35
T —+o0 . T
1+ cos (qﬁ) a (1 + cos (m))
p R C . . . ) 1 T
Par conséquent I'inégalité (x) est satisfaite pour tout entier ¢ si et seulement si r < 3 Orr= 5

Finalement :

. . . T
(F)nen est bornée quels que soient les choix de g et de Fj si et seulement — <

1
02 2

Equation de diffusion et marche aléatoire

IV.A

Q.35. Puisque X,,(Q) ={-1,1} et Y;, = = (X, + 1), il vient Y;,(Q) = {0,1} : Y, suit une loi de Bernoulli.

1
Y, = B (2)
Les variables aléatoires X,, étant mutuellement indépendantes, il en est de méme pour les Y, = f(X,,) avec f : z —

%(m—i—l).

Par conséquent Z,, est la somme de n variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant une loi de Bernoulli

, donc

IS

De plus P(Y,, =1) =P(X,,=1) =

de paramétre 3"

) L ) 1
Z,, suit une loi binomiale de paramétre (n, 2).

n\ (1\" 1" /n\1
En particulier P(Z,, = k) = (k) (2) (1 — 2) = <I<:) TR

Q.36. Pour tout w € Q, il vient S, (w) = ZXJ'(M) avec X(w) € {—1,1}. Subséquemment : S, (w) est pair si n est pair
j=1

et impair si n est impair. Ainsi lorsque n et k n'ont pas la méme parité, I'événement (S,, = k) est impossible.

En conséquence de quoi

si n et k ne sont pas de méme parité, alors P(S,, = k) = 0.

22



Q.37.

Q.38.

Q.39.

Q.40.

Q.41.

Soit n et k deux entiers de méme parité. Simple calcul brutal :

P(S,=k) = P zn:Xj:k = znjzy—1 =P QiYn:k+n
o =

=1

k+n\ @35 n 1
Pz, = k) = B(2,=250) 2 (0 ) 5|

Tout d'abord remarquons que S,, = ZXj = Z 2Y; — 1 =27, — n. Ensuite, utilisons V(aX +b) = a? V(X)) :
j=1 j=1

V(0S11/ry) = 8V (Spyey) = 6*V(22Z1yr) =) = 40V (Z11/r)) -
1 1
Orsi X < B(n,p) alors V(X) = np(1 — p), d'ou d'aprés Q.35 : V (6S|1/,) = 46% x [1/7] x 3%5 c'est-a-dire
V (0S11/r)) = 6% [1/7].

Résultat classique de Sup :

lz] ~ =

T—r+00
. o 1 _ [z fore
En effet pour z > 0 il vient |2] < 2z < |z]+1doncz—1< |z] <z dodl—— < == < 1; le théoréme
X x

d’encadrement achéve la démonstration.

1. 1 LT
Dans notre cas avec x = —, il vient |=] ~ — d'ou

T T 7=0+ T

2 6
V(68 =4%|1 ~ —.
(S1yz)) =02 [1/7) ~ =

Le couple ([Xy+1 = —1], [Xn+1 = 1]) est un systéme complet d’événements donc d'aprés la formule des probabilités
totales :

Pny1(k) = P(Spp1 =k) = P(Spp1 = k[Xpp1 = DP( X1 = 1) + P(Spq1 = k| X1 = —1)P(Xp 1 = —1).

1
Tout d'abord P(X,,41 = 1) =P(Xp,41 = —1) = 7 Ensuite

[Snp1 =k N (X1 =1] = |> X;=k|N[Xpp1 =1] ZX—k—l =[S, =k—1]

et de méme [Sp+1 = k] N [Xp+1 = —1] =[S, = k + 1]. En conséquence de quoi :

1 1 52 n(k+1) +p(k—1
Prt1(k) =§P(Sn:k+1)+§P(Sn:k—1) = ?xp( ) & Pl ).

52
Ainsi
Pn+1 (k) _pn(k) _ anrl(k) _ pn(k) _ ﬁ « pn(k + 1) +pn(k - 1) 52 « pn(k)
T T T 2T 02 2r 02
_ ﬁ « pn(k+1)_2pn(k)+pn(k_1)
Tl eor 52 i

D'aprés la question Q.40, les probabilités p,, (k) = P(S,, = k) vérifient

anrl(k) _pn(k) — ﬁpn(kj + 1) — 2pn(k) +pn(k - 1)
T 2T 02 '

Cette relation est exactement de la forme du schéma numérique étudié en partie lll, avec

.
r=—

62’
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La condition de stabilité obtenue en partie Il est

WV
N

soit —

1
r< -,
2 T

Or, d’aprés la question Q.39,
2

0
V(éSU/TJ) ~ — quand 7 — 0.
T
Ainsi, la stabilité du schéma équivaut a exiger que la variance du déplacement par unité de temps reste bornée (et en
particulier finie dans le cas critique 6% = 27).
On en déduit que la condition de stabilité posséde une interprétation probabiliste : elle exprime que la marche aléatoire,

correctement mise A I'échelle, admet une limite diffusive cohérente, c’'est-a-dire un comportement de type brownien.

Fin du sujet 2

==

Fénelon
Sainte-Marie
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