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I Préliminaires 

I.A – Quelques propriétés de gσ  

Q1. La fonction 

2

22
1

:
2

x

g x e
−

σ
σ

σ π
֏  est continue et paire sur ℝ  (qui est symétrique par rapport à 0). 

De plus, par croissances comparées, on a, en posant 
2

22

x
X =

σ
 : 

2

2

2
2 2

2
lim ( ) lim lim 0

2 2

x

X

x x X

x
x g x e X e

−
−σ

σ
→ + ∞ → + ∞ → + ∞

σ
= = =

σ π π
. 

Donc 
2

1
( )

x
g x o

x
σ

→ + ∞

 
=  

 
 et comme la fonction 

2

1
x

x
֏  est intégrable en + ∞, la fonction gσ  est 

intégrable en + ∞ par comparaison. Par parité, elle l’est aussi en – ∞. 
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Finalement : 

  gσ  est intégrable sur ℝ .  

 

 

Q2. Avec le changement de variable 
2

x
t =

σ
, on a : 

2

2 222
1 1 1

( ) 2
2 2

x

t t
g x dx e dx e dt e dt

−+ ∞ + ∞ + ∞ + ∞
− −σ

σ
− ∞ − ∞ − ∞ − ∞

= = σ =
σ π σ π π

    . 

Soit avec 
2

te dt
+ ∞

−

− ∞
= π  : 

  ( ) 1g x dx
+ ∞

σ
− ∞

=   

 

 

Q3. La fonction gσ  est de classe C ∞  sur ℝ  comme composée de fonctions C
∞  et pour tout x ∈ℝ  : 

2

22

3
'( )

2

x
x

g x e
−

σ
σ = −

σ π
. 

On a ' 0gσ >  sur *

+ℝ  et ' 0gσ <  sur *

−ℝ , donc : 

  gσ  est strictement croissante sur *

+ℝ  et strictement décroissante sur *

−ℝ .  

 

Pour tout x ∈ℝ  : 

( )
2 2 2

2 2 2

2
2 22 2 2

5 3 5

1 1
"( )

2 2 2

x x x
x

g x e e e x
− − −

σ σ σ
σ = − = − σ

σ π σ π σ π
. 

Donc, "gσ  s’annule en changeant de signe en même temps que 2 2
x − σ , soit (avec 0σ ≠ ) : 

  "gσ  s’annule en changeant de signe en exactement deux points : − σ  et σ .  
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On obtient la courbe (représentée ici pour 1σ = ) : 

 

 

 

I.B – 

Q4. Soit ξ∈ℝ . 

Pour tout x ∈ℝ , 2( ) ( )i xf x e f x− πξ =  et f est intégrable sur ℝ , autrement dit ( )f x dx
+ ∞

− ∞  converge, 

donc : 

  2( ) i xx f x e− πξ֏  est intégrable sur ℝ .  

 

 

Q5. Soit ξ∈ℝ . 

• Pour tout ξ∈ℝ , 2( ) i xx f x e− πξ֏  est continue (car f l’est), donc continue par morceaux sur ℝ . 

• Pour tout x ∈ℝ , 2( ) i xf x e− πξξ֏  est continue sur ℝ , car proportionnelle à une fonction 

exponentielle. 

• Pour tout 2( , )xξ ∈ℝ , 2( ) ( )i xf x e f x− πξ =  et ( )x f x֏  est continue par marceaux et intégrable 

sur ℝ  (car f est continue et intégrable sur ℝ ). 

Ainsi : 

  2( ) : ( ) i xf f x e dx
+ ∞

− πξ

− ∞
ξ ֏F  est continue sur ℝ .  
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I.C – 

Q6. Comme f est de classe 1
C  sur ℝ , on peut écrire pour tout x ∈ℝ , 

0
( ) (0) '( )

x

f x f f x dx= +  . 

Comme 'f  est intégrable sur ℝ , 
0

'( )f x dx
+ ∞

  converge, donc f admet une limite finie ∈ℓ ℂ  en + ∞. 

Si 0≠ℓ , alors lim ( ) 0
x

f x
→ + ∞

= >ℓ  et il existe 0x ∈ℝ  tel que pour tout réel 0x x≥  : 

1 1 1 3
( ) ( )

2 2 2 2
f x f x− ≤ − ≤ ⇔ ≤ ≤ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ . 

Alors, pour tout réel 0x x≥  : 

( )
0 0

0

1 1
( )

2 2

x x

x x
f x dx dx x x≥ = −  ℓ ℓ . 

Et par comparaison avec ( )0

1
lim

2x
x x

→ + ∞
− = + ∞ℓ , on obtient 

0

lim ( )
x

xx
f x dx

→ + ∞
= + ∞ , ce qui contredit 

l’intégrabilité de f en + ∞. Ainsi, 0=ℓ , soit lim ( ) 0
x

f x
→ + ∞

= . 

Comme f  et 'f  sont intégrables en – ∞, la fonction ( )x f x−֏  est 1
C  sur ℝ , intégrable + ∞, de 

dérivée '( )x f x− −֏ , intégrable + ∞. On peut donc appliquer le résultat précédent à cette fonction et 

conclure que lim ( ) 0
x

f x
→ + ∞

− = , soit lim ( ) 0
x

f x
→ − ∞

= . 

Finalement, on a bien : 

  lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
→ − ∞ → + ∞

= =   

 

 

Q7. Soit ξ∈ℝ . Comme f  et 'f  sont continues et intégrables sur ℝ , ( )( )f ξF  et ( ')( )f ξF  existent. 

Soient ,A B ∈ℝ  tels que A B≤ . Par intégration par parties, on a : 

2 2 2'( ) ( ) 2 ( )
B BB

i x i x i x

AA A
f x e dx f x e i f x e dx− πξ − πξ − πξ = + πξ   . 

Comme lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
→ − ∞ → + ∞

= =  et 2i x
x e

− πξ֏  est bornée sur ℝ  (de module 1 pout tout x ∈ℝ ), 

on a 2 2lim ( ) lim ( ) 0i x i x

x x
f x e f x e− πξ − πξ

→ − ∞ → + ∞
= = , donc en faisant tendre A vers – ∞ et B vers + ∞ dans la 

relation précédente, on obtient : 

2 2'( ) 2 ( )i x i xf x e dx i f x e dx
+ ∞ + ∞

− πξ − πξ

− ∞ − ∞
= πξ  . 

Soit : 

  ( ')( ) 2 ( )( )f i fξ = πξ ξF F   
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I.D – 

Q8. Soit p ∈ℕ . 

La fonction 
22 p x

x x e
−֏  est continue et paire sur ℝ  (qui est symétrique par rapport à 0). 

De plus, par croissances comparées, on a en posant 2
X x=  : 

22 2 1lim lim 0p x p X

x X
x x e X e

− + −

→ + ∞ → + ∞
= = . 

Donc 
22

2

1p x

x
x e o

x

−

→ + ∞

 
=  

 
 et comme la fonction 

2

1
x

x
֏  est intégrable en + ∞, 

22 p x
x x e

−֏  est 

intégrable en + ∞ par comparaison. Par parité, elle l’est aussi en – ∞. 

Finalement : 

  
22 p x

x x e
−֏  est intégrable sur ℝ .  

 

 

Q9. Soit p ∈ℕ . 

Pour tous ,A B ∈ℝ  tels que A B≤ , on a avec une intégration par parties : 

2 2 2 22( 1) 2 1 2 1 21 1
( ) (2 1)

2 2

B
B B B

p x p x p x p x

A A A
A

x e dx x x e dx x e p x e dx
+ − + − + − −    

= = − − + −    
    

   . 

Or, par croissances comparées, 
2 22 1 2 11 1

lim lim 0
2 2

p x p x

x x
x e x e

+ − + −

→ − ∞ → + ∞

   
− = − =   
   

, donc en passant à la 

limite quand A vers – ∞ et B vers + ∞ dans la relation précédente, on obtient : 

2 2 22( 1) 2 21 1
(2 1) (2 1)

2 2

p x p x p x
x e dx p x e dx p x e dx

+ ∞ + ∞ + ∞
+ − − −

− ∞ − ∞ − ∞

 
= − + − = + 

 
   . 

Soit, pour tout p ∈ℕ  : 

  1

1
(2 1)

2
p p

M p M+ = +   

 

Pour tout p ∈ℕ : 

( )

2( 1) 2 2

1

2 ( 1)! 2 ! 4( 1) 1 2 !
(2 1)

(2 1)(2 2) 22( 1) ! (2 )! (2 )!

p p p

p p p

p p p p
M p M M

p pp p p

+

+

+ +
= + =

+ +π + π π
. 

La suite 
22 !

(2 )!

p

p

p

p
M

p
∈

 
 

π  ℕ

 est donc constante. Avec le résultat admis dans la question Q2, on obtient 

alors pour tout p ∈ℕ  : 

2
2 0

0

2 ! 2 0! 1
1

(2 )! 0!

p
x

p

p
M M e dx

p

+ ∞
−

− ∞
= = =

π π π
 . 
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Et ainsi, pour tout p ∈ℕ  : 

  
2

(2 )!

2 !
p p

p
M

p

π
=   

 

 

Q10. Soit ξ∈ℝ . Avec le développement en série entière de la fonction cosinus, on a pour tout x ∈ℝ  : 

( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0

( 1) ( 1)
cos 2 2 2

(2 )! (2 )!

p p
p p p

p p

x x x
p p

+ ∞ + ∞

= =

− −
πξ = πξ = πξ  . 

Ainsi, pour tout x ∈ℝ  : 

  ( )
2 2 2

0

cos 2 ( )x x p

p

p

e x c e x
+ ∞

− −

=

πξ = ξ  avec pour tout p ∈ℕ , ( )
2( 1)

( ) 2
(2 )!

p
p

p
c

p

−
ξ = πξ .  

 

 

Q11. Soit ξ∈ℝ . Posons pour tout p ∈ℕ , 
2 2( ) ( ) x p

p p
f x c e x

−= ξ . 

• D’après Q8, pour tout p ∈ℕ , 
p

f  est continue, donc continue par morceaux, et intégrable sur ℝ . 

• D’après Q10, la série pf  converge simplement sur ℝ  vers la fonction ( )
2

cos 2x
x e x

− πξ֏ , 

qui est continue par morceaux sur ℝ . 

• D’après Q9, pour tout p ∈ℕ  : 

( ) ( ) ( ) ( )2

2 2 2 2 2

2

2

2 2 2 (2 )!
( )

(2 )! (2 )! (2 )! 2 ! !

p
p p p

x p

p p p

p
f x dx e x dx M

p p p p p

+ ∞ + ∞
−

− ∞ − ∞

π ξπξ πξ πξ π
= = = = π  . 

Comme la série exponentielle 
( )2 2

!

p

p

π ξ
  converge, la série ( )

p
f x dx

+ ∞

− ∞
  converge. 

Alors, ( )
2

cos 2x
x e x

− πξ֏  est intégrable sur ℝ  avec : 

( )

( )
( )

2 2

2 2

2

0 0 0

2 2

2

2
0 0

cos 2 ( ) ( ) ( )

( 1) (2 )!
2

(2 )! 2 ! !

x x p

p p p p

p p p

p
p

p

p
p p

e x dx f x dx c e x dx c M

p
e

p p p

+ ∞ + ∞ + ∞
+ ∞ + ∞ + ∞

− −

− ∞ − ∞ − ∞
= = =

+ ∞ + ∞
− π ξ

= =

πξ = = ξ = ξ

− π ξ− π
= πξ = π = π

    

 

 

 

Par ailleurs, on a vu dans la question Q4 que si f est une fonction continue et intégrable sur ℝ , alors la 

fonction 2( ) i xx f x e− πξ֏  est intégrable sur ℝ . Or, 
2

x
x e

−֏  est continue et intégrable sur ℝ  (Q2), 

donc la fonction 
2 2x i x

x e e
− − πξ֏  est intégrable sur ℝ  et ainsi, 

2 2x i xe e dx
+ ∞

− − πξ

− ∞  converge. 
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Or, ( ) ( )
2 22 cos 2 sin 2x i x xe e dx e x i x dx

+ ∞ + ∞
− − πξ −

− ∞ − ∞
= πξ − πξ     et ( )

2

cos 2xe x dx
+ ∞

−

− ∞
πξ  converge, 

donc ( )
2

sin 2xe x dx
+ ∞

−

− ∞
πξ  converge. 

Mais la fonction ( )
2

sin 2x
x e x

− πξ֏  est impaire sur ℝ , donc ( )
2

sin 2 0xe x dx
+ ∞

−

− ∞
πξ =  et ainsi, on 

obtient : 

( ) ( ) ( )
2 2 2 22 cos 2 sin 2 cos 2x i x x x xe e dx e x dx i e x dx e x dx

+ ∞ + ∞ + ∞ + ∞
− − πξ − − −

− ∞ − ∞ − ∞ − ∞
= πξ − πξ = πξ    . 

Soit finalement, pour tout ξ∈ℝ  : 

  
2 2 22x i xe e dx e

+ ∞
− − πξ − π ξ

− ∞
= π   

 

 

Q12. La fonction 

2

22
1

:
2

x

g x e
−

σ
σ

σ π
֏  est continue et intégrable sur ℝ  (question Q1), donc ( )gσF  est 

bien définie sur ℝ  (et même continue : question Q5). Pour tout ξ∈ℝ  : 

2 2

2 22 2 22 2
1 1

( )( ) ( )
2 2

x x

i x i x i x
g g x e dx e e dx e e dx

− −+ ∞ + ∞ + ∞
− πξ − πξ − πξσ σ

σ σ
− ∞ − ∞ − ∞

ξ = = =
σ π σ π

  F  

Avec le changement de variable 
2

x
u =

σ
, on obtient : 

( )2 2 2 22 21 1
( )( ) 2

2

i uu i u ug e e du e e du
+ ∞ + ∞ − π σξ− − πξ σ −

σ
− ∞ − ∞

ξ = σ =
σ π π

 F . 

Avec le résultat de la question précédente (qui était valable pour tout ξ∈ℝ , donc valable aussi en 

remplaçant ξ  par 2 σξ ), on obtient : 

( )
22 2 2 22 21

( )( )g e e
− π σξ − π σ ξ

σ ξ = π =
π

F . 

Or, avec 
1

'
2

σ =
πσ

, on a pour tout ξ∈ℝ  :  

2

2 2 22 22 '
'

1
( ) 2

' 2
g e e

ξ
−

− π σ ξσ
σ ξ = = π σ

σ π
. 

Ainsi : 

  '

1
( )

2
g gσ σ=

π σ
F   
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II Équation de diffusion avec une condition initiale gaussienne 

Q13. Posons ici :

2

2

2

2( 2 )

2 2

1 1
: ( , ) ( )

2 2

x

t

t
f t x g x e

t

−
σ +

σ +
=

π σ +
֏  sur *

+ ×ℝ ℝ . 

La fonction 2( , ) 2t x tσ +֏  est de classe 2
C  sur *

+ ×ℝ ℝ , comme composée de 2( , ) 2t x tσ +֏  qui 

est 2
C  sur *

+ ×ℝ ℝ  (car polynômiale) et strictement positive, par la fonction racine carrée qui est 2
C  

sur *

+ℝ . La fonction 
2

2
( , ) exp

2( 2 )

x
t x

t

 
− 

σ + 
֏  est de classe 2

C  sur *

+ ×ℝ ℝ , comme composée de 

2

2
( , )

2( 2 )

x
t x

t
−

σ +
֏  qui est 2

C  sur *

+ ×ℝ ℝ  (car rationnelle) par la fonction exponentielle qui est 2
C  

sur ℝ . Ainsi, f est de classe 2
C  sur *

+ ×ℝ ℝ , comme produit de telles fonctions. 

Pour tout *( , )t x +∈ ×ℝ ℝ  : 

2 2

2 2

2

2

2
2( 2 ) 2( 2 )

2 22 2 2

2
2( 2 )

2 2 2 2

1 2 1 2
( , )

2( 2 )2 2( 2 ) 2 2

1 1 1

( 2 ) 22 2

x x

t t

x

t

f x
t x e e

t tt t t

x
e

t t t

− −
σ + σ +

−
σ +

 ∂  = − +
 ∂ σ +π σ + σ + σ + 

 
= − 

σ + σ +π σ + 

 

2

22( 2 )

22

1 1
( , )

22 2

x

tf x
t x e

x tt

−
σ +∂

= −
∂ σ +π σ +

 

2 2

2 2

2

2

2
2( 2 ) 2( 2 )

2 2 2 22

2
2( 2 )

2 2 2 2

1 1 1
( , )

2 ( 2 ) 22 2

1 1 1

( 2 ) 22 2

x x

t t

x

t

f x x
t x e e

x t t tt

x
e

t t t

− −
σ + σ +

−
σ +

 ∂  = −
 ∂ σ + σ + σ +π σ +  

 
= − 

σ + σ +π σ + 

 

Ainsi, on a bien 
2

2
( , ) ( , )

f f
t x t x

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 pour *( , )t x +∈ ×ℝ ℝ . 

De plus, pour tout x ∈ℝ , 2 2

0
lim 2
t

t
+→

σ + = σ = σ  et 

2 2

2 22( 2 ) 2

0
lim

x x

t

t
e e

+

− −
σ + σ

→
= , donc : 

2

22

0

1 1
lim ( , ) ( )

2

x

t
f t x e g x

+

−
σ

σ
→

= =
σπ

. 

Finalement : 

  La fonction 
2

*

2
( , ) ( )

t
t x g x

+

σ +

× →ℝ ℝ ℝ

֏
 vérifie bien les conditions i et iii.  
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II.A – 

Q14. Soient ξ∈ℝ  et *
t +∈ℝ . Posons *1T t += + ∈ℝ  (donc ] [0,t T∈ ). 

La fonction 2( , ) i xx f t x e− πξ֏  est continue sur ℝ  comme produit de telles fonctions et pour tout 

x ∈ℝ , on a : 
2( , ) ( , ) ( )i x

T
f t x e f t x x− πξ = ≤ φ . 

Comme 
T

φ  est continue et intégrable sur ℝ , par comparaison : 

  2( , ) i xx f t x e− πξ֏  est intégrable sur ℝ .  

 

 

Q15. Pour tous ξ∈ℝ  et *
t +∈ℝ , on a 2ˆ ( , ) ( , ) i xf t f t x e dx

+ ∞
− πξ

− ∞
ξ =   et � 2( ) ( ) i xg g x e dx

+ ∞
− πξ

σ σ
− ∞

ξ =  . 

• Pour tout x ∈ℝ , 2 2

0
( , ) ( )i x i x

t
f t x e g x e+

− πξ − πξ
σ→

→  (car 
0

( , ) ( )
t

f t x g x+ σ→
→  par hypothèse). 

• Pour tout ] [0,1t ∈ , 2( , ) i xx f t x e− πξ֏  et 2( ) i x
x g x e

− πξ
σ֏  sont continues par morceaux sur ℝ   

(car ( , ) ( , )t x f t x֏  est continue sur *

+ ×ℝ ℝ  par hypothèse et gσ  est continue sur ℝ  d’après Q3). 

• Pour tout ] [( , ) 0,1t x ∈ ×ℝ , 2

1( , ) ( , ) ( )i xf t x e f t x x− πξ = ≤ φ  et 1φ  est continue et intégrable sur ℝ . 

Alors, d’après le théorème de convergence dominée à paramètre continu, 2( , ) i xx f t x e− πξ֏  et 
2( ) i x

x g x e
− πξ

σ֏  sont intégrables sur ℝ  (on le savait déjà) et : 

2 2 2

0 0
lim ( , ) lim ( , ) ( )i x i x i x

t t
f t x e dx f t x e dx g x e dx

+ +

+ ∞ + ∞ + ∞
− πξ − πξ − πξ

σ− ∞ − ∞ − ∞→ →
= =   . 

Autrement dit, pour tout ξ∈ℝ  : 

  �
0

ˆlim ( , ) ( )
t

f t g
+ σ

→
ξ = ξ   

 

 

Q16. Soit ξ∈ℝ . 

• Pour tout *
t +∈ℝ , 2( , ) i xx f t x e− πξ֏  est continue par morceaux et intégrable sur ℝ  (d’après Q14). 

• Pour tout x ∈ℝ , 2( , ) i xt f t x e− πξ֏  est de classe 1
C  sur *

+ℝ  comme produit de telles fonctions 

(par hypothèse sur f entre autres). 

• Pour tout *
t +∈ℝ , 2( , ) i xf

x t x e
t

− πξ∂

∂
֏  est continue, donc continue par morceaux sur ℝ  (par 

hypothèse sur f entre autres). 
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• Pour tout *
T +∈ℝ  et tout ] [( , ) 0,t x T∈ ×ℝ , 2( , ) ( , ) ( )i x

T

f f
t x e t x x

t t

− πξ∂ ∂
= ≤ χ

∂ ∂
 et 

T
χ  est continue 

et intégrable sur ℝ  (par hypothèse sur f). 

Alors, d’après le théorème de dérivation sous le signe somme, la fonction ( , )
f

x x t
x

∂

∂
֏  est intégrable 

sur ℝ  pour tout ] [0,t T∈  et la fonction 2( , ) i xt f t x e dx
+ ∞

− πξ

− ∞֏  est de classe 1
C  sur ] [0,T , de 

dérivée 2( , ) i xf
t t x e dx

t

+ ∞
− πξ

− ∞

∂

∂֏ . Ceci étant vrai pour tout *
T +∈ℝ , les résultats restent vrais sur 

] [*

* 0,
T

T
+

+ ∈
=

ℝ
ℝ ∪  et ainsi, 2ˆ ( , ) ( , ) i xt f t f t x e dx

+ ∞
− πξ

− ∞
ξ = ֏  est de classe 1

C  en sur *

+ℝ  de dérivée 

2( , ) i xf
t t x e dx

t

+ ∞
− πξ

− ∞

∂

∂֏ . 

Ainsi, pour tous ξ∈ℝ  et *
t +∈ℝ  : 

  2
ˆ

( , ) ( , ) i xf f
t t x e dx

t t

+ ∞
− πξ

− ∞

∂ ∂
ξ =

∂ ∂   

 

 

Q17. Soient ξ∈ℝ  et *
t +∈ℝ . 

Comme f vérifie l’hypothèse i, la relation ci-dessus se récrit : 

2
2

2

ˆ
( , ) ( , ) i xf f
t t x e dx

t x

+ ∞
− πξ

− ∞

∂ ∂
ξ =

∂ ∂ . 

D’après la question Q7, si ( )x h x֏  est une fonction de classe 1
C  sur ℝ  telle que h  et 'h  sont 

intégrables sur ℝ , alors pour tout ξ∈ℝ  : 

2 2'( ) 2 ( )i x i xh x e dx i h x e dx
+ ∞ + ∞

− πξ − πξ

− ∞ − ∞
= πξ  . 

Par hypothèse, ( , )x f t x֏  et ( , )
f

x t x
x

∂

∂
֏  sont de classe 1

C  sur ℝ  (car f est de classe 2
C  sur 

*

+ ×ℝ ℝ ) et ( , )x f t x֏ , ( , )
f

x t x
x

∂

∂
֏ et 

2

2
( , )

f
x t x

x

∂

∂
֏  sont toutes trois intégrables sur ℝ , par 

comparaison à 1t+φ , 1t+χ  et 1t+ψ  respectivement, on peut appliquer le résultat de la question Q7 une 

première fois à ( , )
f

x t x
x

∂

∂
֏ , puis une seconde fois à ( , )x f t x֏ , ce qui donne : 

( )
2

2 2 2

2
( , ) 2 ( , ) 2 2 ( , )i x i x i xf f
t x e dx i t x e dx i i f t x e dx

x x

+ ∞ + ∞ + ∞
− πξ − πξ − πξ

− ∞ − ∞ − ∞

∂ ∂
= πξ = πξ πξ

∂ ∂    

Soit avec le résultat de la question précédente : 

( )
2 2

ˆ
( , ) 2 ( , ) i xf
t i f t x e dx

t

+ ∞
− πξ

− ∞

∂
ξ = πξ

∂   
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Et donc, pour tous ξ∈ℝ  et *
t +∈ℝ  : 

  2 2
ˆ

ˆ( , ) 4 ( , )
f

t f t
t

∂
ξ = − π ξ ξ

∂
  

 

 

II.B – 

Q18. Soit ξ∈ℝ  fixé. 

D’après la question précédente, la fonction ˆ ( , )t f t ξ֏  est solution sur *

+ℝ  de l’équation différentielle 

linéaire d’ordre 1 : 2 2' 4 0y y+ π ξ = . Il existe donc un nombre ( )K ξ , indépendant de t, mais 

dépendant a priori de ξ  (qui est un paramètre ici) tel que pour tous *
t +∈ℝ  : 

  
2 24ˆ ( , ) ( ) t

f t K e
− π ξξ = ξ   

 

 

Q19. D’après la question Q15, pour tout ξ∈ℝ , on a �
0

ˆlim ( , ) ( )
t

f t g
+ σ

→
ξ = ξ . Or, avec la formule précédente, 

on a 
0

ˆlim ( , ) ( )
t

f t K
+→

ξ = ξ , donc pour tout ξ∈ℝ  : 

  �( ) ( )K gσξ = ξ   

 

 

II.C – 

Q20-Q21.  Soient ξ∈ℝ  et *
t +∈ℝ . 

D’après les deux questions précédentes, on a � 2 24ˆ ( , ) ( ) t
f t g e

− π ξ
σξ = ξ  et d’après la question Q12 : 

� 2 2 22( ) ( )( )g g e
− π σ ξ

σ σξ = ξ =F . 

Donc : 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 4 2 4ˆ ( , ) t t

f t e e e
− π σ ξ − π ξ − π σ ξ − π ξξ = = . 

Soit : 

  
2 2 22 ( 2 )ˆ ( , ) t

f t e
− π σ + ξξ =  et 1σν =   
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Q22. Soient ξ∈ℝ  et *
t +∈ℝ . D’après la question Q12, on a : 

� 2 2 2

2

2

2 ( 2 )

12 2

2 2

1
( ) ( )

2 2

t

t

t

g g e
t

− π σ + ξ

σ +

π σ +

ξ = ξ =
π σ +

 

Donc, d’après la question précédente, on a pour tout *
t +∈ℝ  : 

( ) �
2 22 2

ˆ( ,.) ( ,.) ( )
t t

f t f t g g
σ + σ +

= = =F F . 

Or, on a vu que 
2 2t

g
σ +

 et ( ,.)f t  sont continues et intégrables sur ℝ  (les transformées de Fourier 

existent !). Alors, d’après le résultat admis, on obtient pour tout *
t +∈ℝ  : 

  
2 2

( ,.)
t

f t g
σ +

=   

Et 1
t

λ = . 

 

 

Q23. On a pour tout *
t +∈ℝ  , ˆ( ) ( , ) ( ,0)I t f t x dx f t

+ ∞

− ∞
= =  et I est dérivable de dérivée  

ˆ
' : ( ,0)

f
I t t

t

∂

∂
֏ . 

Or, d’après la question Q17, on a 2 2
ˆ

ˆ( , ) 4 ( , )
f

t f t
t

∂
ξ = − π ξ ξ

∂
 pour tout ξ∈ℝ  et en particulier pour 

0ξ = , on obtient 
ˆ

'( ) ( ,0) 0
f

I t t
t

∂
= =

∂
. Ainsi, 'I  est nulle, donc : 

  I est constante.  

 

 

Q24. Le résultat a été établi dans la question Q22. 

 

 

III Étude numérique 

III.A – 

Q25. Soient *
t +∈ℝ  et ] [0,1x ∈ . 

Comme la fonction f est de classe 2
C  sur ] [* 0,1+ ×ℝ , l’application partielle : ( , )

x
f t f t x֏  est (entre 

autres) dérivable sur *

+ℝ  donc : 

0

( , ) ( , )
lim '( )

x

f t x f t x
f t

θ →

+ θ −
=

θ
. 
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Soit : 

  
0

( , ) ( , )
lim ( , )

f t x f t x f
t x

tθ →

+ θ − ∂
=

θ ∂
  

 

 

Q26. Soient *
t +∈ℝ  et ] [0,1x ∈ . 

Comme la fonction f est de classe 2
C  sur ] [* 0,1+ ×ℝ , l’application partielle : ( , )

t
f x f t x֏  est de 

classe 2
C   sur ] [0,1 . On peut donc appliquer (deux fois) la formule de Taylor-Young à l’ordre 2 

(avec *
h ∈ℝ  assez petit, pour que ] [0,1x h− ∈  et ] [0,1x h+ ∈ ) : 

2 2

0

2
2 2

2 0

2 2

0

2
2 2

2 0

1
( , ) ( ) ( ) '( ) "( ) ( )

2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( )

2

1
( , ) ( ) ( ) '( ) "( ) ( )

2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( )

2

t t t t
h

h

t t t t
h

h

f t x h f x h f x f x h f x h o h

f f
f t x t x h t x h o h

x x

f t x h f x h f x f x h f x h o h

f f
f t x t x h t x h o h

x x

→

→

→

→

− = − = − + +

∂ ∂
= − + +

∂ ∂

+ = + = + + +

∂ ∂
= + + +

∂ ∂

 

En additionnant les deux relations et en divisant par 2 0h ≠ , on obtient : 

2
2 2

2 0
( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( )

h

f
f t x h f t x h f t x t x h o h

x →

∂
− + + = + +

∂
. 

Soit : 
2

2 2

2 0
( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( )

h

f
f t x h f t x h f t x t x h o h

x →

∂
− + + − = +

∂
. 

Et en divisant par 2 0h ≠ , on obtient : 

2

2 2 0

( , ) ( , ) 2 ( , )
( , ) (1)

h

f t x h f t x h f t x f
t x o

h x →

− + + − ∂
= +

∂
. 

Et donc : 

  
2

2 20

( , ) ( , ) 2 ( , )
lim ( , )
h

f t x h f t x h f t x f
t x

h x→

− + + − ∂
=

∂
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III.B – 

Q27. Soit n ∈ℕ . Pour tout 	 
1,k q∈  : 

1

2

1 2 2 2

( ) ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1)

                                       ( ) ( 1) 1 2 ( ) ( 1)

n n n n n

n n n n

f k f k f k f k f k

f k f k f k f k

+

+

− + − + −
=

τ δ

τ τ τ 
⇔ = − + − + + 

δ δ δ 

 

Donc : 

1

1 1 2 2 2

1

2

(1) (0) (1) (2)

( ) ( 1) 1 2 ( ) ( 1)

( ) ( 1) ( ) ( 1)

0

( 1)

( 1)

n n n n

n n n n n

n n n n

n

n

f f f f

F f k f k f k f k

f q f q f q f q

f k

f q

+

+ +

+

       
       
       τ τ τ        = = − + − + + 

δ δ δ        
       
       − +       



τ
= −

δ 


−

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋮

⋮

2 2

2 2

(1) (2)

1 2 ( ) ( 1)

( ) 0

(1) (1)0 0 0

1 0

( ) 1 2 ( )0 1

0

( ) ( )0 0 1 0

n n

n n

n

n n

n n

n n

f f

f k f k

f q

f f

f k f k

f q f q

    
    
    τ τ     + − + + 

δ δ     
    

    
   

   
   
  τ τ   = + − 

δ δ    
  

  
   

⋮ ⋮

⋮ ⋮

⋯ ⋯

⋮ ⋮⋱ ⋮

⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋮⋮ ⋱ ⋱ ⋱

⋯

2

(1)0 1 0 0

0 0 1

( )0

1

( )0 0 0

n

n

n

f

f k

f q

   
   

    τ
    +

δ    
    

    
   

⋯

⋮⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱

⋮⋮ ⋱ ⋱

⋯ ⋯  

Soit : 

1 2 2
1 2

n q n
F B I F+

 τ τ  
= + −  δ δ  

. 

Et avec 
2

r
τ

=
δ

 et ( )1 2 qA rB r I= + − , on obtient bien pour tout n ∈ℕ  : 

  1n n
F AF+ =   

 

 

Q28. Les matrices A et B sont symétriques réelles (A l’est car c’est une combinaison linéaire de deux 

matrices symétriques réelles B et 
q

I ), donc : 

  A et B sont diagonalisables sur ℝ .  
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Prouvons par récurrence sur n que pour tout n ∈ℕ , 0

n

n
F A F= . 

• Au rang 0n = , 0

0 0 0qA F I F F= = , donc la relation est vérifiée. 

• Supposons la relation vérifiée à un rang n ∈ℕ . On a alors 1

1 0 0

n n

n n
F AF AA F A F

+
+ = = =  et la 

relation est vérifiée au rang 1n + . 

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout n ∈ℕ , soit : 

  0

n

n
F A F=   

 

 

Q29. Remarquons que comme ,1( )
q
ℝM  est de dimension finie, une suite ( )n n

X
∈ℕ

 de vecteurs de ,1( )
q
ℝM  

est bornée si et seulement si elle l’est pour la norme infinie, qui est équivalente à toute les autres 

normes de ,1( )
q
ℝM . Une suite ( )n n

X
∈ℕ

 de vecteurs de ,1( )
q
ℝM  est alors bornée si et seulement si les 

q suites de coordonnées des 
n

X  le sont. 

Comme ( )
q

A∈ ℝM  est diagonalisable sur ℝ , il existe ( )1, ... , q

q
λ λ ∈ℝ  et ( )

q
P GL∈ ℝ  tels que 

1 ...
q

λ ≤ ≤ λ  et 1A PDP −=  avec ( )1, ... ,
q

D diag= λ λ . On a alors pour tout n ∈ℕ  : 

( )1 1

0 0 0

n
n n

n
F A F PDP F PD P F− −= = = . 

Donc, ( )1 1

0

n

n
P F D P F− −= . Les coordonnées de 1

n
P F

−  sont des combinaisons linéaires des 

coordonnées de 
n

F  (dont les coefficients ne dépendent pas de n), donc la suite ( )n n
F

∈ℕ
 est bornée si et 

seulement si la suite ( )1

n n
P F

−

∈ℕ
 l’est. Or, en notant [ ]

k
X  la ième

k  coordonnée d’un vecteur X  de 

,1( )
q
ℝM , on a pour tout n ∈ℕ  et tout 	 
1,k q∈  : 

1 1

0[ ] [ ]n

n k k k
P F P F

− −= λ . 

La suite ( )1[ ]
n k n

P F
−

∈ℕ
 est donc géométrique de raison 

k
λ  et une suite géométrique est bornée si et 

seulement si sa raison est comprise entre – 1 et 1 (au sens large). 

Finalement, la suite ( )n n
F

∈ℕ
 est bornée si et seulement si toutes les suites ( )1[ ]

n k n
P F

−

∈ℕ
 le sont, 

autrement dit, si et seulement si [ ]1,1kλ ∈ −  pour tout 	 
1,k q∈  et comme les 
k

λ  sont les valeurs 

propres de A : 

  La suite ( )n n
F

∈ℕ
 est bornée (quel que soit le choix de 0F ) si et seulement si [ ]( ) 1,1Sp A ⊂ − .  
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Q30. On pose 
	 
1,

max
m k

k q
y y

∈
= . Comme Y est un vecteur propre, il est non nul, donc 0my >  (car si 0my = , 

tous les ky  sont nuls aussi). 

On a : 

2 1

1 1

1

k k k

q q

y y

y y yBY Y

y y

− +

−

λ   
   
   
   + λ= = λ =
   
   
   λ   

⋮ ⋮

⋮ ⋮

. 

En posant 0 1 0
q

y y += = , on a 1 1k k k
y y y− ++ = λ  pour tout 	 
1,k q∈  et en particulier, pour k m= , on a : 

1 1 1 1 2m m m m m m my y y y y y y− + − +λ = λ = + ≤ + ≤ . 

En divisant l’inégalité 2m my yλ ≤  par 0my > , on n’en change pas le sens, ce qui donne 2λ ≤ , 

soit : 

  [ ]2, 2λ ∈ −   

 

On a alors 1 1
2

λ
− ≤ ≤ , donc il existe un unique réel [ ]0,θ∈ π  tel que cos

2

λ
= θ  et ainsi : 

  Il existe un unique réel [ ]0,θ∈ π  tel que 2cosλ = θ .  

 

 

Q31. On vient d’établir le résultat demandé dans la question précédente : 

  Pour tout 	 
1,k q∈ , 1 1 0
k k k

y y y− +− λ + = .  

 

 

Q32. La suite ( )
	 
0, 1k k q

y
∈ +

 vérifie une relation de récurrence linéaire double à coefficients constants : 

1 12cos 0
k k k

y y y− +− θ + = . 

L’équation caractéristique associée est 2 2cos 1 0r r− θ + = , soit : 

2 2 2 2 22cos cos cos 1 ( cos ) sinr r r− θ + θ = θ − ⇔ − θ = − θ . 

Les solutions complexes sont cos sin ii e θθ + θ =  et cos sin ii e− θθ − θ = , donc pour tout 	 
0, 1k q∈ +  : 

ik ik

k
y Ae B e

θ − θ= +  

avec ,A B ∈ℂ . Or, 0 1 0
q

y y += = , donc : 

( )
( 1) ( 1)

0 2 sin ( 1) 0

0i q i q

A B i A q

Ae B e B A
+ θ − + θ

+ = + θ = 
⇔ 

+ = = − 
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Or, Y n’est pas nul, donc au moins un 
k

y  non nul, soit ( ) ( ), 0,0A B ≠ . Ceci impose ( )sin ( 1) 0q + θ = , 

soit 
1

j

q

π
θ =

+
 avec 0 1j q≤ ≤ +  car 0 ≤ θ ≤ π . Enfin : 

• si 0j = , 0θ =  et 0ik ik

k
y Ae B e A B

θ − θ= + = + =  pour tout 	 
0, 1k q∈ +  ; 

• si 1j q= + , θ = π  et ( ) 0ik ik

ky Ae B e A B
θ − θ= + = − + =  pour tout 	 
0, 1k q∈ + . 

Ces deux cas sont exclus car Y n’est pas nul et finalement : 

  Il existe 	 
1,j q∈ , 
1

j

q

π
θ =

+
 et 2cos

1

j

q

 π
λ =  

+ 
.  

 

 

Q33. D’après ce que l’on vient de voir, 	 
( ) 2cos , 1,
1

j
Sp B j q

q

  π
⊂ ∈  

+  
. 

Soit 	 
1,j q∈ . Si 2cos
1

j

q

 π
 

+ 
 est valeur propre de B et 

1

q

y

Y

y

 
 

=  
 
 

⋮  est un vecteur propre associé, alors 

d’après la question précédente, pour tout 	 
1,k q∈ , ( ) ( )2 sinik ik

k
y A e e iA kθ − θ= − = θ  avec 

1

j

q

π
θ =

+
 et 

A∈ℂ , donc 

( )

( )

sin

2

sin

Y iA

q

θ 
 

=  
 θ 

⋮ . 

Réciproquement, pour tout 	 
1,k q∈ , ( ) ( ) ( )sin ( 1) sin ( 1) 2cos sink k k− θ + + θ = θ θ , donc avec encore 

0 1 0
q

y y += = , la suite finie ( )( )
	 
1,

sin
k q

k
∈

θ  vérifie la relation de récurrence 1 1 2cos
k k k

y y y− ++ = θ  pour 

tout 	 
1,k q∈  et le vecteur 

( )

( )

sin

sin

Y

q

θ 
 

=  
 θ 

⋮  vérifie 2cos
1

j
BY Y

q

 π
=  

+ 
, donc est un vecteur propre de 

B et 2cos
1

j

q

 π
 

+ 
 est effectivement valeur propre de B. 

Finalement : 

	 

1

( ) 2cos , 1,
j

q
Sp B j q

π

+

  
= ∈  

  
 

 

Pour tout 	 
1,j q∈  : 

1

1

1

sin

ker 2cos

sin

q

j

q

j

q

j
q

q

I B Vect

π

+

π

+

π

+

   
   

        − =  
     

   
      

⋮  
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Q34. D’après la question Q29, la suite ( )n n
F

∈ℕ
 est bornée quel que soit le choix de 0F  si et seulement si 

[ ]( ) 1,1Sp A ⊂ − . Or, comme par hypothèse, (1 2 )
q

A r I rB= − +  avec 0r > , donc 0r ≠ , on a : 

{ }

{ } ( )
,1

,1

( ) ( ) \ 0 ,

                   ( ) \ 0 , (1 2 ) 1 (2 )

                   1 (2 ) ( )

q

q

Sp B X BX X

X AX r X r X r X

r Sp A

λ ∈ ⇔ ∃ ∈ = λ

⇔ ∃ ∈ = − + λ = − − λ

⇔ − − λ ∈

ℝ

ℝ

M

M . 

Donc : 

{ }

	 


	 
2

( ) 1 (2 ) , ( )

1 2 2cos , 1,
1

1 4 sin , 1,
2( 1)

Sp A r Sp B

j
r j q

q

j
r j q

q

= − − λ λ ∈

   π 
= − − ∈   

+    

  π
= − ∈  

+  

 

Alors : 

[ ] 	 


	 


2

2

( ) 1,1 1 1 4 sin 1  pour tout 1,
2( 1)

1
                            0 sin   pour tout 1,

2( 1) 2

j
Sp A r j q

q

j
r j q

q

 π
⊂ − ⇔ − ≤ − ≤ ∈ 

+ 

 π
⇔ ≤ ≤ ∈ 

+ 

 

Or, 0r > , 0
2( 1) 2( 1) 2( 1) 2

j q

q q q

π π π π
< ≤ ≤ <

+ + +
 pour tout 	 
1,j q∈  et la fonction 2sin  est croissante 

sur 0,
2

π 
  

, donc pour tout 	 
1,j q∈  : 

2 2 20 sin sin sin
2( 1) 2( 1) 2( 1)

j q

q q q

     π π π
< ≤ ≤     

+ + +     
. 

Et : 

	 
2 21 1
0 sin   pour tout 1, sin

2( 1) 2 2( 1) 2

j q
r j q r

q q

   π π
≤ ≤ ∈ ⇔ ≤   

+ +   
. 

On veut que ceci soit vrai pour tout entier 2q ≥ . Or, la suite 2

2

sin
2( 1)

q

q

q
≥

  π
  

+  
 croit et converge 

vers 1, donc 2 1
sin

2( 1) 2

q
r

q

 π
≤ 

+ 
 pour tout entier 2q ≥  si et seulement si 

1

2
r ≤ . 

Finalement : 

  La suite ( )n n
F

∈ℕ
 est bornée quel que soit le choix de 0F  et 2q ≥  si et seulement si 

1

2
r ≤ .  
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IV Équation de diffusion et marche aléatoire 

 
IV.A – 

Q35. Pour tout *
n ∈ℕ , on pose ( )

1
1

2
n n

Y X= + . 

Comme { }( ) 1,1nX Ω = − , on a ( ) ( ) { }
1 1

( ) 1 1 , 1 1 0,1
2 2

nY
 

Ω = − + + = 
 

 et ( ) ( )
1

1 1
2

n n
P Y P X= = = = . 

Ainsi, pour tout *
n ∈ℕ  : 

  ( )
1

1
2

n n
Y X= +  suit une loi de Bernoulli de paramètre 

1

2
.  

 

Les 
k

X  sont indépendantes, donc les 
k

Y  le sont aussi d’après le lemme des coalitions, et comme elles 

suivent toutes la même loi de Bernoulli de paramètre 
1

2
 : 

  
1

n

n k

k

Z Y
=

=  suit la loi binomiale de paramètres n et 
1

2
.  

 

 

 

Q36. Soit 	 
,k n n∈ − . On a : 

( )
1 1 1

2 1 2 2
n n n

n k k k n

k k k

S X Y Y n Z n
= = =

= = − = − = −   . 

Donc : 

( ) ( )2
2

n n n

n k
P S k P Z n k P Z

+ 
= = − = = = 

 
. 

Or, 	 
( ) 0,nZ nΩ = , donc 
n

Z  est à valeurs entières. Or, si n et k ne sont pas de la même parité, alors 

n k+  est impair, donc 
2

n k+
 n’est pas un entier et 0

2
n

n k
P Z

+ 
= = 

 
. Ainsi : 

  Si n et k ne sont pas de la même parité, alors ( ) 0nP S k= = .  

 

 

Q37. Si n et k sont de la même parité, alors n k+  est pair, donc 
2

n k+
 est entier et comme 	 
,k n n∈ − , 

	 
0,
2

n k
n

+
∈ , donc : 

( )
2 2

2

1 1

2 22

n k n k
n

n n n k

n
n k

P S k P Z

+ +
−

+

 
+      = = = =           

 

. 
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Et ainsi : 

  Si n et k ne sont pas de la même parité, alors ( )
2

1

2
n n

n k

n

P S k +

 
 = =
 
 

.  

 

 

IV.B – 

Q38. Posons 
1

n
 

=  τ 
.  

• Si 1τ > , alors 
1

0 1< <
τ

, donc 0n =  et comme 
n

Sδ  modélise la position de la particule au temps 

n τ , 0Sδ   donne la position initiale, qui est l’origine, soit 0 0Sδ =  et donc ( )0 0V Sδ = . 

• Si 0 1< τ ≤ , alors 
1

1≥
τ

, donc *
n ∈ℕ  et : 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 1
(2 ) 2 ) 4 4 1

2 2
n n n nV S V Z n V Z n V Z n n

 
δ = δ − = δ − δ = δ = δ − = δ 

 
. 

Ainsi, dans tous les cas : 

  ( ) 2

1/

1
V S

τ  

 
δ = δ  τ 

  

 

 

Q39. Pour tout réel 0τ > , on a 
1 1 1

1
 

− < ≤ τ τ τ 
, donc : 

( )
2 2

2

1/
V S

τ  

δ δ
− δ < δ ≤

τ τ
. 

Or, 
2

0
lim

+τ →

δ
= + ∞

τ
, donc 

2 2
2

0
~

+τ →

δ δ
− δ

τ τ
 et le théorème des gendarmes appliqué aux équivalents 

permets de conclure que : 

  ( )
2

1/
0

~V S
+τ   τ →

δ
δ

τ
  

 

 

Q40. Pour tout *
n ∈ℕ  et tout k ∈ℤ , on a : 

( )

	 


	 

2

       0               si ,  ou  est impair

( ) 1
       si ,  et  est pair

2

n n

n
n k

k n n n k

np k P S k
k n n n k+

 ∉ − +
 = = =   ∈ − +  
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Considérons plusieurs cas. 

• Si n k+  est pair, alors ( 1)n k+ + , ( 1)n k+ +  et ( 1)n k+ −  sont impairs, donc : 

1( ) ( 1) ( 1) 0
n n n

p k p k p k+ = + = − = . 

Et : 
2 2

1

2 2

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1)

2 2

n n n n n n n
p k p k p k p k p k p k p k+ − − − + − + −δ δ

= = =
τ τ τ δ τ δ

. 

Remarquons que ce cas englobe k n= −  ( 0n k+ = ) et k n=  ( 2n k n+ = ). 

• Si n k+  est impair et 	 
( 1) , 1k n n∉ − + + , alors 	 
1, , 1 ,k k k n n− + ∉ − ,  donc : 

1( ) ( 1) ( ) ( 1) 0
n n n n

p k p k p k p k+ = − = = + = . 

Et : 
2

1

2

( ) ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1)
0

2

n n n n n
p k p k p k p k p k+ − + − + −δ

= =
τ τ δ

. 

• Si n k+  est impair (donc ( ) 0
n

p k = ) et 	 
1, 1k n n∈ − + − , alors ( 1)n k+ + , ( 1)n k+ +  et 

( 1)n k+ −  sont pairs, 	 
( 1) , 1k n n∈ − + +  et 	 
1, 1 ,k k n n+ − ∈ −  : 

( )

1 1

1

2

2

1

1

2

1 1

2 2

1 1

2 2

1
( ) ( ) ( ) 1 1

2

( 1) 2 ( ) ( 1) 1
( 1) ( 1)

2 2

1 1 1

2 2 2

1
1 1 1

1 2

n n n

n

n n n
n n

n n

n

n k

n k n k

n k n k n

n
p k p k p k

p k p k p k
p k p k

n n

n n n

+ +
+

+

+ +

+ + + −

+ + + +

+ −  = =
τ τ τ  

 

+ − + −δ
= + + −

τ δ τ

    
    = +
 τ    
    

  +   
    = + =

− τ     τ
    

1
1

2

1

2n
k

+
+ +

 
 
 
 

 

Donc : 

2

1

2

( ) ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1)

2

n n n n n
p k p k p k p k p k+ − + − + −δ

=
τ τ δ

. 

• Si 1k n= − − , alors 1k n+ = −  est impair et 	 
1 2 ,k n n n− = − − ∉ −  donc ( ) ( 1) 0
n n

p k p k= − = , 

et : 

1 1

1 1

2

1

2 1

0

0

( ) ( ) ( 1) 1 1 1 11

2 2

( 1) 2 ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

2 2 2 2 2

n n n

n n

n n n n n n

n n

p k p k p n n

p k p k p k p n p k p kn

+ +
+ +

+

+

− − − + 
= = = 

τ τ τ τ 

+ − + − − −δ  
= = = = 

τ δ τ τ τ τ 

 

• Si 1k n= + , alors 2 1k n n+ = +  est impair et 	 
1 2 ,k n n n+ = + ∉ −  , donc ( ) ( 1) 0
n n

p k p k= + =  

et : 

1 1

1 1

2

1

2 1

( ) ( ) ( 1) 1 1 1 11

1 2 2

( 1) 2 ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )1 1 1 1

2 2 2 2 2

n n n

n n

n n n n n n

n n

p k p k p n n

n

p k p k p k p k p k p kn

n

+ +
+ +

+

+

− + + 
= = = +τ τ τ τ 

+ − + − − −δ  
= = = = 

τ δ τ τ τ τ 
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Finalement, dans tous les cas : 

  
2

1

2

( ) ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1)

2

n n n n n
p k p k p k p k p k+ − + − + −δ

=
τ τ δ

  

 

 

Q41. La condition de stabilité établie à la partie III était 
2

1

2
r

τ
= ≤

δ
, donc 

2

2
δ

≥
τ

. 

On a avait ( )
2

1/
0

~V S
+τ   τ →

δ
δ

τ
, donc : 

  Pour τ  proche de 0, ( )1/
2V S

τ  
δ ≥ .  

 

 

 


