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Corrigé du DS n°7

A. Définition de A, P(X)
1) Soient P,Qe C,[X]et Ae C.Ona:

A (P+AQ)=(z—X)(P+AQ)'+n(P+1rQ)
=(z=X)(P+AQ")+n(P+)1Q)
=(z—X)P'+Mz-X)Q'+nP+\nQ
=(z=X)P'+nP+AMz-X)Q'+AnQ
=AP+M QO

Ainsi, A_ est linéaire.

Pour prendre de I’avance sur la question 3, considérons la famille ((X - z)k) de C,[X]. Cette famille

0<k<
est échelonnée en degrés et contient n+1=dimC, [X] vecteurs, donc c’est une base de C [X].

Ona A ((X-2)")=A1=n et pour tout ke [l,n] :
A((X=2))==X)((X=2") +n((X -2)")
=— (X - ) (k(X -2 ) +n(X - 2)"
=(n—k)(X —2)"

Donc, pour tout k€ [0,n—1], deg[AZ((X—z)k)}:k <n-1 et AZ((X—Z)"):O.

Ainsi, pour tout k e [[O,n]] A ((X - z)k)e C,.[X], donc A, estaimagesdans C,_[X] et finalement :

A_ définit une application linéaire de C,[X] dans C_[X].

2) Attention : question un peu piege...
Soit Pe C [X].
Avec AZ] vu comme application de C, [X] vers C,_[X], on a AZ]Pz(z1 -X)P'+nPe C _[X] et avec
A_ vucomme applicationde C,_[X] vers C,_,[X],ona:
A, (A, P)=(z,-X)(A,P) +(n-1)(A,P)

=(z,- X)((z, = X)P'+nP)'+(n-1)((z, - X)P'+nP)

=(z,- X)((z,—=X)P"=P'+nP')+(n-1)((z,— X)P'+nP)

=(z,— X))z, - X)P"+(n—1)(z, - X)P+(n—1)(z,— X)P'+(n—1)nP

=(z;= X)Xz, - X)P"+(n—-1)(z,+z,—-2X)P'+(n—-DnP

Si on échange z, et z, dans cette dernicre expression, on obtient la méme chose, donc :
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A, (A,P)=A (A,P)

3) Avec ce que nous avons fait plus haut, nous allons répondre dans le désordre a cette question...

Dans la question 1, on a vu que ((X —2) )O<k< est une base de C,[X] et que, pour tout k€ [0,n] :

A((X-2")=(-k) (X -2)".
Ainsi :
ImA, = Vect(A ((X-2)). A (X -2)').... A (X =2)""). A, ((X -2)"))
=Vect((X -2)’. (X -2),....(X =2, 0)
= Vect((X -2 (X -2, (X —z)"_l)
=C,.[X]
Le théoréme du rang donne alors :

dimC,[X]=n+1=rg(A, )+dim(kerA )=dimC, [X]+dim(kerA )=n+dim(kerA,).

Donc, dim(kerA,)=1 et comme A ((X —z)")=0, on obtient :

ker A, =Vect((X —2)") et InA =C,_[X]

4) Toujours avec la question 1, et en notant B la base ((X —2)* )O<k< de C,[X], onapour tout ke [[O,n]] :

A (X =2 )=m-k)(X-2)".
Donc :

M 4(A) =diag(n,n—1,...,1,0).

Ainsi :

—~

A_ est diagonalisable ;

Sp(A)={0,1,....n~1,n} ;

V ke [0,n], ker(AZ —kidcn[x]):Vect((X —z)k).

5) Ona Ee £(C,[X]) tel que A E=EA_.
Si onnote M (E) = (b, ,)es jenn» 0N 8, avec My (A )= diag (n,n—1,...,1,0) :

My (A E)=M4(A)My4(E) = ((n+1-i)b,,)

1<i, j<n+1

My (EA) =M 4(E)M4(A)=((n+1- j)b, ;)

J 1<, j<n+l

Et comme A:E = E;l: si et seulement siMB(;l\ZE) = MB(EA\Z) ,ona:
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AE=EA & YGpelon]’, m+l-ib,=n+1-jb,
& VY pefon]’, (j-ib, =0
e VG pelon]’,i#j, b, =0

Ainsi, en notant b,, =b, pour tout i€ [L,n+1], ona B=diag (b, b,,...,b,.b,,).

> “n+l

Par ailleurs, pour tout Q€ C, [X],ona Q(A:) = F si et seulement si Q(MB(;X:)) =M4z(E)=B et:

0(My(A))=0(diag (n,n-1.....1,0)) = diag (Q(n), Q(n-1).... (1), Q(0)).
Alors, il existe Qe C, [X] tel que Q(;l:) = E si et seulement s’il existe Qe C,[X] tel que :
diag (Q(n), Q(n—1),...,0(1), 0(0)) = B=diag (b, b,, ..., b,. b,.,) .
Autrement dit si et seulement si Q(k) =b,,,, pour tout k€ [0,n].

11 suffit alors de prendre :

] ﬁ (X —i0)

Q=Y b, L, avec L, == pour tout ke [0,n].
k=0 [T *-»
i=0,i#k
Les L, sont les polynomes de Lagrange associé aux n+1 réels distincts : 0, 1, ..., n—1, n.

Finalement :

Il existe bien Q = an+1—kLk tel que Q(;l:) =E.

k=0

B. Définition de o
6) Remarquons déja que fest une involution C\{0} dans lui-méme (bijection telle que f ' = f).
Soit ze C\{0}.On a:

1

ze f(O) & f—l(z):f(z)zéeC = ‘Z_ZOZR =N |1—ZOZ|2=R2|z|2

o (1-39(C0) =R & (1-32)(1-57)=F2
s 1—Z,E—Z0Z+|ZO|2zZ—RzzZZO & 1-ré®z—re™z+(*=R*)zz7 =0
Avec r* = R* >0, on obtient :

r —ia r o= 1
2 2 ¢
r"—R

ze f(C) & zz-

r p .
En posant z,'=— 2 e'“, on obtient :
r

ro Y 1 R Y R
ze f(O) & ZE_Z()'Z_ZO'Z—i_ZO'ZO':(rZ sz _rZ—RZZ(rz—sz < |Z_Z1|:r2_R2'
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Ainsi :
C [ r iol " R
f(C) estle cercle de centre z,'= s e” etderayon R'= TR
Ona:
R r R r—R 1
| 1| r»-R* r*-R* r*-R* r*-R* r+R
Donc :

Oe f(O)

7) Onveut f(C7 )= f(C) .

Soit ue C\{0} et D, la demi-droite ouverte issue de O et passant par u. Ona D, = {ku, Ae R+} et -
1
f(D,) ={ze C\O0}, f ()= f(r)=—¢€ Du}
Z

={Ze C\{O},lzxu,xe Ri}z{%l,ke Ri}:{pf(u),pe R’ }.
Z u

Ainsi, f(D,) estla demi-droite ouverte issue de O et passant par f(u), soit f(D,)=D,,, .
Soit ue C~.

D’apres le résultat admis, il existe A,Be CN D, tels que ue |A, B[ (avec A#B).
Onaalors f(A), f(B)e f(CND,)= f(C)n f(D,) avec f(A)# f(B) (fest injective).

De plus, Ae D, et Be D,,donc A=au et B=bu avec a,be Ri.Comme A # B, on peut choisir a<b et

comme u€ |A,B[,ona a<1<b.

On a alors f(A)zlf(u) et f(B)z%f(u),avec%<1<l,donc fwelfB), f.
a a

Ainsi, f(D,)=D,,

fu)e ]f(B), f(A)[ . D’apres le résultat admis, ceci entraine que f(u)e f(C)~ et ainsi :

f(CHfO)".

rencontre le cercle f(C) en deux points distincts f(A) et f(B) tels que

Si on note C'= f(C), qui est un cercle, on a alors f(C'")c f(C")~ et donc, avec f(C")=f(f(C))
on obtient :

C,

FFCOH)=Ccf(fIC)) & FIO cfC).

Finalement, on obtient bien :

F(C)=f(C)
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8) Si 0e C" (0 est a’extérieur strict de C) et pour tout i€ |1,n|, z,€ C~ (z est al’intérieur strict de C),
p i i
1

alors pour tout i€ [Ln], z;#0 et ainsi, O¢ {zi,ie [[1,n]]} donc le complexe 1 —O:lZf(zi) est
no 3;— n iz

1

bien défini.
De plus, pour tout i€ [1,n], z,e C™, donc f(z)e f(C7)=f(C)".

Avec les notations de la question 6 ( f(C) est le cercle de centre z,' et de rayon R'), on a alors pour tout
ie[Ln], f(Zi)_Z0'| <R' etdonc:

1 1
_‘;;f(zi)—;;%

n

Z[f(zi)_ Zo']

i=1

1

n

] & Lo L
‘_zf(z")_z"' <= |fz)-z]<=D.R'=R".
n i no nes

i=

Ainsi, on a bien :

n

Iy LI rgeror.

nsz-0 n3

n

. 1
Ceci prouve que —Z
nio %;—

#0,car 0e C" et donc que :

d, est bien défini.

On a de plus :

1 1 1 1 N
f(SO)_S_O_SO—O_;,Z_:‘Z e f(O).

Alors, f(f8))e f(f(©C))=f(f(CH)=C",soit:

5,eC”

9) Notons C; le cercle de centre z, —& etderayon R et la translation de vecteur d’affixe — ¢ .

Pour tout ze C, on a [t(z)—1(z)| =|(z—&) — (2, —&)| =|z— 2,|, donc:

|z— z0| =R & |t(z)—t(z0)| =R
lz—z|>R & [(2)-t(z))|>R
|z— z0| <R & |t(z)—t(z0)| <R
Comme t est bijective (de réciproque ' la translation de vecteur d’affixe &), ona:
H(O)=C HCH=¢' HCH=¢
Alors, comme &e C* et z;e C™ pour tout i€ [[Ln], on a 0=1(§)et(C*)=C et pour tout i€ [Ln],
7'=t(z)=7-6et(C)=C;.
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iy ]

Alors, en appliquant les résultats de la question précédente, on peut conclure que —Z— E
n i=1 Z n i=1 Z -

PSI*

existe et est non nul, donc ?3g est bien défini avec :

1 1 1 ] ]
;Z B F@.~E)e f(C) = F(C).

Donc, 8, -&e C; et t‘1(8§—§)=5§€ t_l(Cg )=C".

Ainsi :

Sg est bien défini et Sg eC .

C. Condition d’apolarité

10) Comme &e C\{z,, ie [La]}, P& =] [E-z) #0.

i=1

De plus, P'(X)= Z H (X —z,), donc, comme €+ Z; pour tout i € [[l,n]] , on peut €crire

i=1 k=1,k#i

P©=Y ] €-z)= ZP(@—P@@%.

i=l k=lk#i

Ainsi :

PE_< 1
P©) ;&_Zi

Alors, si P'(§)#0,o0na lz ! #0, donc 8g est défini et :
n- Z;—

1P 5 g, PO

1 1&
Sé—é_n,ﬂé z_ ,Z:‘z— ~ n PE) PE)
Soit :
P©E)
S, =¢F—
(= "PE

11) Ona AP=(z—X)P'+nP .Pourtout e C :

APE)=0 & (-9P'E)+nPE)=0
e E-29P'©)=nP®)

& P'(@E)=PE)=0 ou &—n%=zavecP'@)¢0



PSI* mars 2026

Or, avec lell(X—zi), P(E)=0 si et seulement si Ee{z,ie[Ln]} etsi E{z.ie[Ln]}, on a alors

i=1

P'(§)#0 quand A.P(§)=0 et §, = —nﬁLE“). Ainsi :

&=z avec P'(z)=0¢ctic[l,n]
APE=0 o ou
d, =z avec Ee C\{zi,ie [[1,11]]}

Finalement :

L’ensemble des zéros complexes de A P est {zi, ie [[1,11]], P'(z,)= O} U{ée (C\{zl., ie [l,n]]}, Sg = z} .

12) Ona P:H(X -z)=X" —(zzin"‘l+Ql avec 0, € C, _,[X] (avec n=2 d’apres I’énoncé), et :

i=1 i=1

T e

i1 \ k=L i=1 k=i
:Z":X"-l —(z z zij"_z +Zn:R,. =nX"" —(i(izk —ZZ.DX"—2 +0,
P i1 k=Lkei P it \ k=1
=nX"" —(n—l)(izin”_z +0,
)
avec R,...R ,Q, = Zn:Ri eC, ,[X] quand n23, R =..=R =(Q, =0 sinon.
i=1
Alors :

AP=(z—X)P'+nP

=

:(Z—X)(nX"_l—(n—l)(

z,.jxn—2 +Q2j+n(X" —(Zn:zijx*’-l +QIJ

:(nZ_iZl)Xn_l_Z(n_l)[izl}xn_z+(Z_X)Q2+nQ1

i=1 i=1

Et —z(n _1)(2 Zij X"?+(z-X)Q,+nQ,€C, ,[X] comme combinaison linéaire de polyndmes de degré

i=1

au plus n—2. Ainsi, le degré de A _P est strictement inférieur a n—1 si et seulement si le coefficient de

X" dans son expression développée est nul, soit 7z — Z z; =0. Autrement dit :
i=1

deg(AP)<n-1 & z=-3z
n -
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13) Remarquons que A Pe C,_[X], donc est de degré au plus n—1.

Ona{z,ie [[1,n]]} c(C et ze CGuU('. Comme C~ r\(C1 qu):@ , on a encore la condition :

z€ (C\{zi,ie [[1,n]]} .

Notons respectivement ® et R le centre et le rayon de C,. On a alors pour tout i€ [[l,n]], z; —0)| <R et,

1< 1
15!

n i

comme dans la question 8 :

Z(z,.—w)

1& 1 &
S;;|Zi_(ﬂ|<;;R—R.

1< _ TR B N . . ‘o L1 s
Donc, —Zzi e (| et ainsi, —Zzi # z. D’apres la question, le degré de A _P est alors supérieur ou €gal a
i=1 niz
n—1 et comme il vaut au plus n—1 :

deg(A.P)=n-1

D’apres la question 11, tout zéro complexe de A_P est soit ’'un des z;, soit un complexe & différent de tous

les z; et tel que &, = z. Dans le premier cas, le zéro appartienta ;.

Z; —0)| < R, donc max

ie[[1,n]

Z; _(l)|<R et il existe R'e}max

I -of.R [

zl.—co|<R'<R,donc:

On a vu que pour tout i€ [L,n],

Considérons alors le cercle C2 , de centre ® et de rayon R'. On a rrﬁ;cv%]
{z.ie[Ln]}cC G et ze CGUC ().
Alors, d’apres la question 9, si Ee C,", alors Bg =ze (, , ce qui est absurde, donc e C, UC, (.

Ainsi, dans tous les cas, le zéro appartient bien a C;”, donc :

Les n—1 zéros de A P appartiennent tous a ;.

14) Remarquons déja que comme A, est lin€aire, les zéros de A (uP)=uA_P sont les mémes que ceux de

A_P pour tout ue C’. Ainsi, le résultat de la question précédente reste valable en remplagant H(X -z;)
i=l1

par P=u H (X —z,), autrement dit n’importe quel polyndme P de degré exactement n.
i=1

Supposons que pour tout i€ [1,n], z'e CUC".

Prouvons alors par récurrence finie sur k que pour tout k€ [[O,n—l]] , A ...A P estde degré exactement

n—k—1 et que ses n—k —1 racines appartiennent toutes a C ™.
e Pour k=0, comme degP=n, {zi, i€ [[1,n]]} c C~, autrement dit, les n racines de P appartiennent
toutes a C~ et z,'e CUC", la question précédente permet alors de conclure que deg (AZ .P) =n-1 et

les n racines de A_.P appartiennent toutes a C . La propriété est donc vraie au rang k =0.
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e Supposons la propriété vraie a un rang k € [[O,n— 2]] (possible car n>2 etona k+1e [0,11—1]]).

On a donc par hypothese de récurrence, deg(

A

Zn—k

précédente permet a nouveau de conclure que deg (A

(4

Zn—k

racines de A LA .P):A A
Lp—k— Zn Znk-1 Zn-

vraie au rang k +1.

Az,_k ...AZ”,P)zn—k—l et les n—k—1 racines de

... A_.P appartiennent toutes & C~. De plus, par hypothese on a z,,,'’e CUC". La question

l'(A

Znk

A P))=n—k-1-1etles n—k—1-1

Zp—k

- A, P appartiennent toutes a C~. La propriété est donc

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k € [0, n —1]].

Ceci permet de conclure que pour k =n-1, deg(Azl,Azz,

pas nul. Ainsi, supposer que pour tout i€ [[L,n],

rapport a Q, donc est absurde, et par conséquent :

Azn.P) =0#—co etdonc que A A ... A P nest

z;€e CUC™ contredit I’hypothese d’apolarité de P par

I existe i€ [1,n] tel que z'e C™.

n—1 _
15) Ona T(X) =Z(nk 1jaka , donc :
k=0

1

IOIT(a+t(b—a))dt=j5(§(n;1j Na+ib—a)) j kZ(n jkj a+tb- a))

k=0

n—1

k+1

bk+l _

Ainsi :

IOIT(a+t(b—a))dt=

k+1

bk+l _

=) e

avec b,

_e(n-1) |(a+to-a)"
_Z( k j { (k+1)(b~a)

(k+1)(b—a)

£

-1
(= 1)k (nk jakbn—(k-H)

—_

n—

k

Il
(=]

pour tout k € |I0,n—1]] , soit :

n—k n—k
bk = (— 1)n_l_k m pour tout ke [[O, n— 1I| .
n—l1
16) Ona A(X) = Z(nlzljkak , donc :
k=0
n—1 _ bn—k _ n—k n—1 _ 1 n—k _bn—k
AlX)= Z(nk lj(_ D k)(Z 2% " z(nk ljn i i ——
= - - k=0 - -
(n—=1! 1 ()™ == & (nj l(—a)™ ==b)"" .
X" = — X
Zk'(n 1-k)!'n—k b—a Z:(; k)n b—a

1 n—1

n—kyk (M) g\n-k vk
n(b a) i 0(( j(_ @ X (k)( 2 Xj

1 C n—k yk Nk yk
s (o (E)eorx

(X -a)"=(X-b)
B nb—a)
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Ainsi, on a bien :

1

AX)=C,((X —a)"=(X —b)") avec C, T

0.

17) Comme les 7, sont les racines de P', on veut montrer que A A ... A A=0,

D A A, A A = Z< 1)k(” 1) b

Et :

Z( D

k=

n—1 1 1
P’ —a))d =
( ) = (k+1) J- (a+t(b—a))dt [b

—da

Et comme P(b)= P(a), on a bien A,1 A,2 A,”A =0 et ainsi :

A(X) est apolaire par rapport a P'(X).

Soit ze C. D’apres la question précédente, on a :

A(2)=0 & (z—a)'=(z-b)".

'n—(k+1)

P(a+t(b—a))} =

c’est-a-dire que :

=0.

1

P®b)—P(a)
0 b—a

Comme a # b, on ne peut avoir ni z=a, ni 2=b =1 et donc :
z—a
n ﬂ
Az2)=0 < (Z bj Sl e 2Pl avecke 1]
z—a z—a
2
Ainsi, les racines de A sontles z, = —aem avec ke [[l,n—l]]
l—elT
Alors, pour tout k€ [I,n—1],ona:
24n 2k 2k 2k
a+b| |b—ae " a+b‘_ 2b—2ae " —a(l—e " )-b(l—e ")
%5 B 25 | 2kn
l-e ‘ ‘ 20—e ™)
kn
i% iM 2kﬂ: n lkn coS
_|p+e " )—a(+e )| _|b—alll+e | _|p=dlle " +e | |p—q]
- 2km - 2km k1t km
i 2 == 2 i kT
2(1—e ") | |‘1—€ " e " —e" ‘sm(nj‘
Soit :
a+b| |b—a| (knj
= = cotan| — |.
2 n
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km : P
Pour tout k€ [[1,n—1], —¢€ |0, [ et la fonction cotangente est décroissante sur |0, 7| donc :
n

(n—-Dm o km v km o
cotan| ———— |=—cotan| — |[<cotan| — |<cotan| — | < |cotan| — ||<cotan| — |.
n n n n n n

T _T ) L
Remarquons que comme n2>2, 0 <—<— et on abien cotan (—j >0.
n n

Ainsi, pour tout k e [[1, n— 1]] :

a+b
% _T

=——cotan| — |.
2

n

o . ) . , a+b
Ainsi, toutes les racines de A appartiennent au disque fermé D, de centre

n,a,b

T
_ _ COS (j
Rn (a’b) — Mcotan (Ej — M—n .
2 n 2 . (nj
Sin
n

Nous voulons prouver le Théoreme 1, qui dit que le polyndme P' posséde au moins une racine dans le
disque fermé D, ,, (les hypotheses adéquates sur P étant respectées : deg P=n et P(a)= P(b)).

et de rayon :

o . . . . . . a+
Pour utiliser la question 14, il faudrait que les racines de A appartiennent au disque ouvert de centre

et de rayon R (a,b), mais ce n’est pas le cas car z; et z, , sont sur le cercle.

n—1

Pour montrer ce que 1’on veut, il faut donc ruser...

a+b

Pour tout réel €>0, appelons C, le cercle de centre et de rayon R (a,b)+€.

, T a+b
c’est-a-dire le cercle de centre

Ainsi, C, est la frontiere de D

n,a,b

et de rayon R (a,b), et on a

D, ., =C,u( . Parailleurs, pour tout réel €>0,ona D,

n n,a,b c CE .

Supposons qu’aucune racine de P' ne soit dans D, ,,. On a alors pour tout i€ [1,n—1] :

a+b

- >R (a,b).

Rappelons que les racines de P' étaient notées ¢, ..., ¢

n-1"°

a+b

t. —

1

Notons alors € = l min
D ie[L,n-1]

-R, (a,b)} >0. Alors, pour tout i€ [Ln—1] :

a+b
1, —

>R (a,b)+e.
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Donc, tous les 7., sont dans C,” comme sur la figure ci-apres.

o+

1]
R (a,b)/ /
I ’

1,
*"Rn(a,b)+8
a+b

x 1,

Or, pour tout k € [[1,7
ce qui contredit ce que I’on vient de voir.

s un ¢, dans

C_,

€

Ainsi, supposer qu’aucune racine de P' ne soit pas dans D, , mene a une absurdité, donc 1'un des ¢,

appartienta D

n,a,b®

ce qui permet de conclure que :

Le Théoreme 1 est prouvé.




