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N.B. Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de
la rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il

le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.



Début de I’épreuve

Pour d € N* et = (x1,...,24) et y = (y1,...,yq) dans R% nous noterons :

e 1 -y le produit scalaire usuel de x et y.

d
vy =S
=1

e ||z|| := v/z - x, la norme euclidienne usuelle de z,
o [z,y] ={ x+ (1 — Ny, X €[0,1]} le segment joignant x a y.

On rappelle qu'une partie A de R? est convexe si pour tout (z,y) € A% ona [z,y] C A.
Si A et B sont deux parties non vides de R?, z € R? et A € R, nous noterons

A+B:={a+b, ac A, be B}, M :={Xa, ac A}
A—B:=A+(-1)B, A—z:=A—{x}

nous noterons dim(A) la dimension de ’espace vectoriel engendré par A — a ot a est
un élément quelconque de A (cette définition étant indépendante du choix de a € A). En
particulier si x et y appartiennent & R? et x # y, on a dim({z}) = 0, et dim([x,y]) = 1.

Pour M € M,,»q4(R), nous identifierons toujours M a l'application linéaire dont M
est la matrice dans les bases canoniques de R? et R™ et noterons donc

Ker(M) := {z € R": Ma =0}, Im(M) := {Mz,2 € R*}

enfin M7 désignera la transposée de M.

Pour tout £ € N*, nous noterons ]R’i I'ensemble des éléments de R* dont les coordon-
nées sont dans R et pour y; et y, dans R¥ nous écrirons y; > v (ou y» < y1) quand
y1 —y2 € RE.

On rappelle enfin que toute suite bornée d’éléments de R¥ posséde une extraction qui
converge.

Partie I : Projection et séparation

Projection

Soit C' une partie non vide, convexe et fermée de R? et € R?, considérons :

inf ||z — y||?. 1
inf [ —y| 1)

1) Montrer que (1) posséde une unique solution (c’est a dire qu’il existe un unique y € C
tel que ||z —y||*> < ||z — z||* pour tout z € C) que nous appellerons projection de x sur C'
et noterons proj(x). Montrer que = = proj(x) si et seulement si x € C.



2) Soit y € R? montrer que

y=proja(z) <= yeCet (xr—y) (z—y) <0, VzeC.

3) Montrer que pour tout (z1,73) € R4 x R on a

(projc (1) = proje (x2)) - (1 — @) > ||proje (1) — proje (a5)[|”,
et en déduire que proj. est continue.

4) Déterminer explicitement proj. dans les cas suivants :

i) C=RY, iW)C ={yeR: |y <1},

d
iii) C = {y eR':D Ty < 1} , iw)C = [~1,1]%
=1

Séparation

Soit C' et D deux parties convexes non vides de R? telles que

C' est fermée et bornée, D est fermée, et C N D = (.

5) Montrer que D — C est une partie convexe fermée de R? ne contenant pas 0.

6) Montrer qu’il existe p € R? et &€ > 0 tels que

px<p-y—e, V(r,y) € C x D.
(on dit que C' et D peuvent étre séparés strictement).

7) Soit C une partie convexe fermée non vide de R? et soit o¢ : RY — RU {+o00} définie
par :

oc(p) = sup{p-z, v € C}

montrer que

C= {xERd:p-x < oc(p), VpGRd}
(de sorte que C' est une intersection de demi-espaces fermés).
8) Soit A une partie convexe non vide de R? et z € R\ A, montrer qu'’il existe p € R¥\ {0}

tel que

p-r<p-y, VycA



Partie II : Points extrémaux

Soit E une partie de R?, on appelle enveloppe convexe de E et I'on note co(E) I'en-
semble

I I
co(E) := {Z)\ixi, IeN' ) \ >0, Z)‘i =1,(xq,...,27) € El}.
i=1 1=1

Soit A une partie convexe non vide de R%, nous dirons que z € A est un point extrémal
de AsiV(y,z,\) € Ax Ax]0,1[, on a
r=(1-Ny+z=y=z

Nous noterons Ext(A) 'ensemble des points extrémaux de A.

Cas particuliers

9) Soit A une partie convexe non vide de R%. Soit [ € N*, z1,... 27 € Al et (A\1,..., ;) €
R’ tels que ZL1 A; = 1, montrer que :

® a) Zle )\1177, S A,
o b)siz:=" Nz € Ext(A) alors 2; = x pour tout 7 € {1,...,1} tel que \; > 0.

10) Soit E une partie de R? montrer que co(E) est le plus petit convexe contenant E et
que Ext(co(F)) C E.

11) Soit A = co(E) ou E est la partie de R* définie par

E ={(0,0,1),(0,0,—-1)} U{(1 + cos(8),sin(h),0), 8§ € [0, 2]}
montrer que Ext(A) est non vide et n’est pas fermée.

12) Soit k € N*, (py,...,px) € (]Rd)k et (by,...,by) € R¥ tels que

A= {xERd:pi-xébi, izl,...,kz}
soit non vide. Montrer que A est convexe et fermée. Soit € A, soit [(z) :={i € {1,...,k} :p;-x =1
montrer que
r € Ext(A) <= rang ({p;, i € I(x)}) =d

en déduire que Ext(A) est un ensemble fini (éventuellement vide) dont le cardinal est
inférieur ou égal a 2.



Cas d’un convexe fermé borné

Dans les trois questions qui suivent, K est une partie non vide, convexe, fermée et
bornée de RY.

13) Soit p € R? posons

K,={zreK:p-x<p-y, Yye K}.
Montrer que K, est non vide, convexe et fermée et que Ext (K,) C Ext(K).

14) Montrer que Ext(K) est non vide (on pourra se ramener au cas ou 0 € K et raisonner
sur la dimension de K).

15) Montrer que K = co(Ext(K)).

Partie III : Un résultat de dualité

CoOnes convexes

On dit qu’une partie F' de R? est un coéne si \F' C F pour tout A € R,. Soit E une
partie non vide de R?, le cone polaire de E est défini par

E+::{p€Rd:p~x>0, ‘v’xEE}
et son cone bi-polaire par
Ett = (E+)+:: {§€Rd:§~p>0, ‘v’pEEJr}.
16) Montrer que ET et EtTsont des cones convexes fermés et que £ C EtT.
17) Montrer que E = E™T si et seulement si E est un cone convexe fermé.

18) Soit &, ..., &, k éléments de RY et

k
F = {ZA@-, (A, ) € Rﬁ}
=1

montrer que F est un cone convexe fermé. Soit & € R%, montrer que 1’équivalence entre :
o (€ F
e {2 >0 pour tout z € R? tel que



Programmation linéaire

Soit M € Myq(R), b= (by,...,b) € R¥ et p € R Posons

a::inf{p-x:xERd, x =0, Ma:éb}

et

Bi=sup{b-q:qeR" ¢<0, MTq<p}
(en adoptant la convention : inf () = 400 et sup ) = —o0).
19) Montrer que a > .

20) On suppose qu’il existe Z = (71, ...,%4) € R? tel que

20 Mr<betp - =aqa.

En notant M; le vecteur de R? dont les coordonnées sont les coefficients de la i-éme
ligne de M, posons :

]:{Ze{l,,k}le:bZ}
et
Ji={jefl,.. . d}y:z =0}

e a) Montrer que p -z > 0 pour tout z € R? tel que

z; 2 0 pour tout j € J et M; -z < 0 pour tout 7 € 1.

e b) Montrer qu’il existe ¢ € R¥ tel que :

¢<0, M'G<p, G- (Mz—b)=0et (p—M'q) z=0.
e ¢) Montrer que b- G = a = (.

Partie IV : Systémes linéaires sous-déterminés

Pour tout = = (21,...,14) € R on pose

d
Izl == lail s l2]loo := max {Jai], i =1,...,d}
=1

I(x):={ie{l,....d} :2; >0},1_(z) ={ie{L,...,d}: z; <0}



et
In(z):={ie{l,....d} 2, =0}.
Soit M € Myxq(R) et supposons que
rang(M) = k.
Soit b € R*\{0}, I'objectif de cette partie est de trouver une solution du systéme linéaire
Mx =10

ayant au plus k coordonnées non nulles par une méthode de minimisation. Pour ce faire,
on s’intéresse a :

r:=inf {||z[|;, z € RY, Mz =b}.

21) Montrer que pour tout z € R%, on a

2]y = max {z -y, y € R, [lyll <1},

et

|]loo = max {z -y, y € RY, [ly[ly <1}
22) Notons C ’ensemble :
C:={zeR": Mz=b, |z, =r}.
Montrer que C' est non vide, convexe, fermé et borné.

23) Fixons # € C. Montrer qu’il existe ¢ € Ker(M)*\{0} tel que pour tout i €
{1,...,d}, on ait

% = |lqlloo |74l

24) Soit K I'ensemble des y € R? tels que

Montrer que K est non vide et inclus dans C.

25) Montrer que si y € Ext(K) alors

h € Ker(M) et Iy(y) C Io(h) = h = 0.

26) En déduire que si y € Ext(K) alors le cardinal de I, (y) U I_(y) est inférieur ou égal
ak.

Fin du sujet.
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Théoréme de Rolle dans le cas complexe .

Dans ce probléme on se propose de prouver ’analogue complexe suivant
du théoréme de Rolle :

Théoréme 1. Soient a et b deux nombres complexes distincts et n un entier
> 2. Soit P(X) € C[X] un polynome de degré n tel que P(a) = P(b). Le
polynome dérivé P'(X) de P posséde alors au moins un zéro zq (ie P'(zy) =0)
dans le disque

b
Dupn={z€C |~ 7 < Rula.) },
a—b| cos(Z
Rn(a,b) = 2 sin(%)'

N
Soit P(X) = » wX' € C[X], le polynome dérivée P'(X) de P(X), est
=0

donné par :

=z

-1
P(X)=) wa(l+1)X".
l

I
)

Pour k£ € {0,...,n}, (Z) désigne le coefficient binomial (n_"—k'),k, )

A. Définition de A, P(X).

On note C,,[X] 'espace vectoriel complexe des polynémes a coefficients
complexes de degré inférieur ou égal a n. Soit P € C,[X] et z € C. On définit
le polynéme A, P € C[X] par la formule :

AP(X) = (2 — X)P'(X) + nP(X).

Cette définition de A, dépend donc de 'espace de départ C,,[X].
1) Vérifier que A, définit une application linéaire de C,[X] vers C,_1[X].
2) Soient 21,29 € C et P € C,[X]. Prouver que :

Ay (A P) () = A, (4., P) (),

ou dans la composition A,, o A,, (du membre de gauche), A,, est vu
comme application de C,[X] vers C,,_1[X] et A, est vu comme ap-
plication de C,_1[X] vers C,,_5[X]. Pareillement, dans la composition

2



3)

4)

5)

6)

A,, o A,, (du membre de droite), A,, est vu comme application de
C,[X] vers C,,_1[X] et A,, est vu comme application de C,,_1[X] vers
C,—o[X].

Pour z € C, déterminer I’ensemble des P € C,,[X] tels que A, P(X) soit
le polynéme nul. (On pourra utiliser la famille formée par les polynomes
(X — 2)*,0 < k < n). Déterminer alors I'image de I’application

A, : C,[X] — C,1[X].

Soit z € C. Déterminer les valeurs propres et sous espaces propres de
I'endomorphisme A, de C,[X] défini par :

VP € C,[X], A.(P)(X) = (2 — X)P'(X) + nP(X).
Montrer que ;1\2 est diagonalisable.
On conserve les notations de la question précédente. Soit F un endo-
morphisme de C,[X] commutant avec A,. Montrer qu’il existe @) €

C,[X] tel que Q(;l\z) = E. (On pourra utiliser un polynéme associé a
une interpolation de Lagrange convenable).

B. Définition de o.

On considére la bijection f :

f:C\{0} — C\{0}
2eC\{0} %:f(z)

On se place dans le plan euclidien R? identifié & C. On désignera par C
un cercle (de centre zp et de rayon R non nul) de C:

C={2€C, |z— 2| =R}

On notera respectivement C~ et C* I'intérieur géométrique et I'extérieur
géométrique de C. Plus précisément :

C ={2€C, |z—z| <R}, Ct={2€C, |2— 2| > R}

Soit C un cercle de centre z; et de rayon R > 0 tel que l'origine 0
appartient & C*. On pose zy = re'® ou r €]R, +oo[ et a € R. Prouver
que f(C) est un cercle dont on précisera le centre et le rayon en fonction
de r,«, R. Vérifier en outre que lorigine 0 appartient & f(C)*. (On
pourra partir de

(z — 20)(Z — Zo) = 2Z — 20Z — 2% + 2070 = R?.)



7)

8)

9)

10)

On conserve les hypothéses et notations de la question précédente.
Prouver que f(C7) = f(C)~. C’est a dire que f transforme 'intérieur
du cercle C en la totalité de I'intérieur du cercle f(C) (on pourra utili-
ser le fait admis suivant. Un point u de C\ {0} appartient & C~ si et
seulement si la demi-droite D, issue de 0 et passant par u rencontre C
en deux points distincts A, B tels que u appartient au segment ouvert
A, B[. On pourra alors considérer f(D,)).

Soient zq,--- , 2z, € C, non nécessairement deux a deux distincts.
n

Soit £ € C\ {z;, i € {1,--- ,n}} tel que %Z
i=1
considére alors le nombre complexe d, défini par

est non nul. On

(3

n

1 1 1
i — . (1)
3 5 n i—1 % §
Soit C un cercle tel que {z;, i € {1,---,n}} C C~. Montrer que si

lorigine 0 appartient a C* alors 0y est bien défini et appartient a C~
n

(on pourra commencer par prouver que — Z f(z;) appartient a f(C)™).
n
i=0
Soit C un cercle tel que {z;, ¢ € {1,---,n}} C C~. Montrer que si
¢ € C* alors 0¢ est bien défini et appartient a C~.

C. Condition d’apolarité.

Dans cette partie, z1,- - - , 2z, désigneront n nombres complexes non né-

cessairement deux a deux distincts.
n

Soit P(X) = H(X — z;) un polynéme de C,[X] et

=1

€ C\{z,ie{l,---,n}t}
/
en fonction des

P(f) §—z

P’(£) est non nul alors

Exprimer (1 <i < n). En déduire que si

ol J¢ est défini par (1).



11)

12)

13)

14)

Soit P(X) = J[(X —z) € C[X] et z € C\{z, i € {1,--- ,n}}.
i=1

Montrer que ’ensemble des zéros £ € C de A, P(X) est la réunion des

deux ensembles suivants :

—{z,1<i<n, P(z)=0}

~ {6 € C\{z, ie{l,--- ,n}}, d =z}, ou & est défini par (1).

On conserve les notations de la question précédente. Montrer que
1 n
z=— E Z;
n ="’
J=1

si et seulement si le degré de A, P(X) est strictement inférieur a n — 1.

On considére le polynéme P(X) = H(X — z;) et z € C. On suppose
i=1

qu'’il existe un cercle Cy tel que {z;, i € {1,--- ,n}} CC; et

z € C;UC; . Prouver alors que A,P(X) est ezactement de degré n — 1.

Puis prouver que les n — 1 zéros de A,P(X) (en comptant les multi-

plicités) appartiennent tous a C; (on pourra utiliser les questions 9 et

11).

On considére deux polynomes de C[X]| de degré n,

n n

P(X)=u][(X - 2), et Q(X) = v ] [(X - ),

i=1 i=1

ou u,v € C* et z;, 2 désignent respectivement les zéros de P(X) et
Q(X).

On dira que P est apolaire par rapport a Q si A, A,y -+ A P(X) = 0.
Quand on écrit Ar A, -+ A, dans cet ordre on utilise la convention
décrite dans la question 2. Plus précisément, A.; est vu comme ap-
plication de C,[X] vers C,_1[X], A.;  est vu comme application de
Cpa[X] vers C, 5[X], ..., A.r est vu comme application de C,[X] vers
C. Ainsi A, A,y -+ A, P(X) est une constante.

On suppose que P est apolaire par rapport & (). Montrer que si C est un
cercle tel que {z;, i € {1,--- ,n}} C C~ alors il existe ¢ € {1,--- ,n}
tel que 2/ € C~ (on utilisera la question précédente).

Dans la suite, on fixe a, b deux points distincts de C.



15)

16)

17)

Montrer qu’il existe by, --- ,b,_1 € C que 'on calculera, tels que pour
tout polynome du type

T(X> = a'(] + (n 1 )alX + cte _'_ (n 2) an72Xn72 + a/nlen717
n —_—

on ait fol T(a+tb—a))dt=

-1 -1
aobp—1 — (n 1 )albn—2 + (n 9 )Clzbn—3 ot (_1)n_1an—1bo'

Avec les notations de la question précédente, on fixe n un entier supé-
rieur ou égal a deux et on pose

n—1

n—1
A(X):bo—l—( 1 )b1X—|—-~-—|—(n_2

)bn_gxn—2 + b, 1 XL

Montrer que A(X) = C,,( (X —a)"— (X —b)") ou C, est une constante
non nulle que I'on calculera.

Soit P(X) € C,,[X] de degré n > 2 tel que P(a) = P(b). On écrit

n—1

1
P'(X):a0+(” )a1X+...+(
n—2

1 >an2X"2 + an,anfl.

On désigne par ty,ty,...,t,_1 les zéros (comptés avec multiplicité) de
P'(X). On admet que la constante (—1)”_1(‘;"_‘11)!1475114@ AL A(X)
est égale a :

—1 —1
agbp—1 — (n 1 )albn2 + (n 9 )szn3 o (1) by -

Montrer que A(X) est apolaire par rapport a P'(X) (on pourra utiliser
la question 15). En déduire alors le Théoréme 1 (on pourra appliquer
la question 14).

FIN DU PROBLEME



