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Préparation aux oraux ENS - Corrigés

Planche n° 1

Soient E un R -espace préhilbertien réel et C une partie convexe de E. On dit que ue€ C est un
vecteur extrémal de C si et seulement si C\{u} est encore convexe.

1) Montrer qu’un vecteur a de C est extrémal si et seulement s’il n’est pas le milieu de deux

vecteurs distincts de C (il n’existe pas de couple (x,y) de C* telque x# y et a =%(x+ y)).

2) Montrer que si la partie C est ouverte, elle ne posseéde aucun point extrémal. Que dire si C est
fermée ?

3) On suppose que C est fermée et bornée et E euclidien.
a. Montrer que ’application (x,y) ||x— y|| est continue sur E*, puis que max_ ||x— y||
(x,)eC
existe. On note M ce maximum.

b. Soit (a,b)e C? tel que ||a —b|| =M . Montrer que a et b sont extrémaux.

c. Réciproquement, si a est un vecteur extrémal de C, existe-il be C tel que ||a —b|| =M ?

1) Soit ue C.On veut : u est extrémal < V (x,y)e C*, x#y, %(x+y)¢u.

(=) On suppose que u est extrémal.

o 1
S’il existe (x,y)e C* tels que x # y et E(x+y):u, alors x#u et y#u,donc x,ye C\{u}

et C\{u} est convexe d’ou %(x+ y)=ue C\{u} : absurde.

(&) On suppose : V (x,y)e C? x# v, %(x+ V)#uU.
Soient x, ye C\{u}. Pour tout r€[0,1], x+(1-1)ye C.
Supposons qu’il existe r€[0,1] tel que tx+(1—¢)y=u. Quitte a échanger x et y, on peut

supposer que IZ% (u est « plus proche » de x). Soit z=¢t'x+(1—-¢")y avec t'=2r-1€[0,1].
Ona ze C et %(x+ z)=%[x+(2t—1)x+(1—2t+1)y]=tx+(1—t)y=u : absurde.
2) Soit xe C, partie ouverte. Il existe »>0 tel que B(x,r) cC mais alors si u est un vecteur
o r r 1 r r ,
unitaire, x——u, x+—ue C et x=—|| x——u |+| x+—u ||, donc x n’est pas extrémal.
2 2 2 2 2

Si C est fermée, C peut étre :

e une droite, convexe, fermée et dont tous les vecteurs sont milieu de deux vecteurs de la
droite ;
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¢ un segment fermé, dont les extrémités sont extrémales.

Donc, si C est fermée, on ne peut pas conclure.

3) a. (x,y)— ||x— y|| et la composée de (x,y)—>x—y et u> ||u|| toutes deux continues donc est

. . . 2 . . g
continue sur E*. Comme C est fermée et bornée, C* aussi et comme E euclidien, E* peut
étre normé et est de dimension finie, donc le théoreme des bornes atteintes permet de conclure

que 1’application continue (x,y) > ||x— y|| admet un maximum sur C?, donc max7||x— y||
(x.y)eC”
existe.

b. Soit (a,b)e C* tel que ||a —b|| = M . Supposons que a n’est pas extrémal.

o 1
Alors, il existe (a,,a,)e C* tel que a, #a, et a :E(a1 +a,) et:

M =l @) =8 = =)+ a0 5 b+l b < (01 )=

_1
2

| =

1
2
I’inégalité triangulaire, donc a, —b et a, —b sont colinéaires de méme sens. De plus :

Donc, M=%||(a1—b)+(a2—b)||= (||al—b||+||a2—b||) et on a un cas d’égalit¢ dans

| =]} +]la, ] =2
o~ ] < M = |a,=b]=[la. =5 =n .
|la, — 0| < M

Donc, a,—b=a,—b, soit a, = a, : absurde. Ainsi, a est extrémal.

c. Non, si C est I’intérieur d’un losange (bord inclus).

Planche n° 2

Soit (a,),. une suite de réels strictement positifs. On pose pour tout ne N, S = Z a, .
k=0

1) On suppose que S, ~ i
a

n

a. Montrer que la série Zan diverge, mais pas grossicrement.

b. Prouver que S,,, ~ S, puis que lim (S, —57)=2.

"> 4 oo n+l

1
c. En déduire que a ~ .
q N 5y

2) Réciproquement, montrer que si a, ~

1 1
,alors § ~—.
\2n a,

1) a. Sila série Zan converge, alors S, =S >0 etdonc a, _>E # 0, ainsi la série Zan diverge

grossierement : absurde. Donc, Zan diverge|.
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. 1 o
Comme pour tout n, a, >0 et Zan diverge, S, — + o0, donc — — + oo et ainsi, |a, = 0.
a

n

b. Onapourtoutn, S >0 et SS =1+ §+l—>1 donc |S, ., ~S

n n

2, =8> =(S,. =S )(S,+S)=a . (S, +S )~——(25.)=2,donc |S*, — 5 —>2].

n+l n+l n+l

n+l

. 1 Lo oS :
c. Césaro: lim —Y (82, -82)=2,s0it lim —(57-5;)=2, soit lim =~ =2, soit:
n—+e p 170 n—+o0pn n—+o pn

lim —\/_(carS>0)<:>S~2n<:>i~2n<:>a~

Y a " onl

1
2) On suppose a, ~ .
\2n
Alors, Zan diverge, donc S, Z“k z (é prouver) et par comparaison série-intégrale,
k=1 k= 0

Z ! ~ 2n~i,donc S ~i.
= a a

n n

Planche n° 3

. L . . L . * . ~ . .
Des variables aléatoires indépendantes U,, i€ N, suivent toute une méme loi de Bernoulli de

parametre p e ]0,1[. Z est une variable aléatoire a valeur dans N suivant une loi quelconque.

Z Z
Onpose X =Y =0 pour Z=0, et X=ZUZ. et Y=Z—X=Z(1—Ul.) pour Z2>1.

i=l i=1

k+0
Montrer que pour tout (k,/)e N>, P(X =k,Y =/) =( L ]pk(l—p)”rw ou r,=P(Z=i).

Exprimer p, = P(X =k) et g, = P(Y =k) al’aide de p et de la suite (r,).
Montrer que si Z suit une loi de Poisson, X et Y sont indépendantes.
On suppose X et Y indépendantes et Z non presque slirement nulle.

Montrer que r, = Z DP.q, - puis que p,, q,. p,, q, sont strictement positifs.

k+(=n

Montrer que p,,,q,(k+1)(1-p)=p,q,,,({+1)p et en déduire une relation de récurrence vérifiée par
(g,),puis g, enfonctionde p,, p, etp.

Montrer que Z suit une loi de Poisson.

Remarquons déja que & Z =ne N, X suit une loi binomiale de parametres n et p, soit pour tout

ne N ettout ke[0,n], P,_, (X =k)=(ijk(1—p)”_k etsi k>n, B, (X =k)=0.
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On a alors pour tout (k,/)e N” :

k+/¢ ,
P(X=kY=0)=P(X =k,Z=k+0)=P(Z=k+0)P,_,, (X :k):rk+€( L jpk(l—p)".

sesfeoskoskoskosk

Pour tout k€ N, la loi des probabilités totales donne :

n=0 n=k k

p=P(X=k)=) P(Z=n)F, (X =k)=)r, (nj pra-py*

q.=PY=k)y=) P(Z=n)P,,(Y=k)=) P(Z=n)F, (X =n-k)=)r, mp (1-p)*

n>0 nk n>k k
skskeskskekk
Ona P(Z=n)=r, =e " 7\" ,donc :
n!
pe=2e" M pra-p)"= e-”—kka " (I-p) ™= e‘M—kpke“"’” e PV
Coa ik k'Y & (n—k)! k! k!
1- p)r)*
Et de méme ¢, = e I7P* % On a alors pour tout (k,/)e N* :
P(X kY f) -\ }\‘k-% k+£ k(l )/ —(p+l=p)A (p)\')k ((l_p)}\')/ P(X k)P(Y ﬁ)
=K, = =e — =e = = = .
(k+0)!I\ k P P k!0
Donc, X et Y sont indépendantes.
sokeskokeskok

Ona Z =X +Y et Xet Y indépendantes, donc pour tout n€ N (méme 0) :

r=P(X+Y=n)=) P(X=kY=n-k)=) P(X=k)P¥ =n—-k)=D.p.q4,.. = X, P4, -
k=0 k=0

k=0 k+(=n
skookskokskok

Ona p,= Zrn (1-p)" et dans cette somme tous les termes sont positifs et non tous nuls, donc

n0

P, >0.De méme g, >0.

Ona p, =) rap(l—p)""20.Si p,=0 alors r, =0 pour tout ne N" (car np(1-p)"" >0), donc

nx1

1, =P(Z=0)=1 et Z est presque slirement nulle, ce qui contredit I’hypothése. Ainsi, p, >0 et de

méme ¢, >0.
skosk skoskok

k+/ :
On a vu que pour tout (k,/)e N*, P(X =k,Y=€)=rM( L jpk(l—p)" et comme X et Y sont

indépendantes, on a :
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Pind,(k+D)(1=p)=P(X =k+DPY =0)(k+DA-p)=P(X =k+1Y =0)(k+1)(1-p)

k+1+/ S ) (k4D p) k+0+1 Qe ) (4 ])
=7, , —_ — =v ., —
k+1+/ k +1 p p p k+0+1 €+1 p p p
=P(X=kY=(+D){+1)p
=L+ p
skskskockskosk
Alors, avec k =0, on obtient pour tout pour tout /e N :
1-p) 1
rq,(0=p)=pyq,.,+)p < qm:u_ ‘-
p,p (+1

Une récurrence simple monter que comme p, >0, p, >0 et g,>0,o0na g, >0 pour tout /e N et

. . , . *
ainsi, on peut écrire pour tout e N :

1o (-1 1— 1 o 1—
H@:H[m p)._j o g-0% e azP07P)
w0 4 =\ pp i+l 2 PoP

(04 (04 . . .
Et qu =q02——qoe°‘ =1, donc g,=¢", donc g, =e‘°‘W et Y suit une loi de Poisson de

020 20 e‘

1 . . . N
parametre oL = &(— - lj . On prouve de méme que X suit une loi de Poisson de paramétre B = Ly
Po\ P Po

skokskok skok

Alors, pour tout ne N :

n n k n—k —(0+B) n | .
B - o : - - o+
r= zpkqn—k = Ze ﬁB_e * ¢ z n Bka” k _ e (o+B) ( B) )
k=0

=k =k nl Zkln-k)! n!
Ainsi, Z suit une loi de Poisson de paramétre o+ = L.
PP

Planche n° 4

. . . A Tc
Montrer que, pour tout ne N, il existe un unique polyndome P, tel que pour tout ¢ € } 0,5 [ :

_cos((2n+1y)

2n+1

P, (tan’ ) t
cos

. n(2n—1)
Pour ne N, trouver les racines de P, et montrer que leur somme vaut ————.

+oo

-2
T T L g .
Montrer que pour tout ¢ e } 0,5 [ , tan’ ¢ < (5 - tj <1+tan’t et en déduire la valeur de 2—2 .

n=l1

n 2n+1
Avec cos((2n+1)t) :Re[(cost+isint)2n+1]’ on obtient P, ZZ(— 1)k( o ij .
k=0

skokeoskoskok
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Ona deg P, =n,donc P, aau plus n racines distinctes. Or :

_ 2k+Dm

P (tan’7)=0 < 2n+1)t)=0 ,
n(an ) cos((2n+1)t) 2ot ])

Et pour tout k€ [[0,n—1], 0< T < Qk+Dm _ (2n— l)n T donc les réels tan®| — & ,
SonaD - 2amtl) S 22meD 2 2(2n+1)
tan?| — 2|, ..., tan? Cn=DR 1ot distinets deux a deux et racines de P.
2(2n+1) 2(2n+1)

2k +D)x
2(2n+1)

skokeoskoskok

Ainsi, les racines de P, sont les tanz( j pour ke [0,n—1] (n racines simples).

o 2n+1Dn2n-1) -

Ona P =(-D"2n+D)X"+(=1) "+... donc la somme des racines de P est:

3
[yt @nDn(2n—1)
QD) e 3 _n(2n-1)
— 22n+1) (-D"2n+1) 3
skeskeskeksk

Si on pose f(t)—L——+t sur |0, T ,ona f\ de hmf 400 a lim f=0,donc f2>0 et
tant 2 2 (n/2)”
0

T . T
comme tant >0 et E_t>0 sur } E[,on obtient pour tout 7€ }0,5[ :

-2
T

tan’r<| =—¢| .
2

Si on pose g(t)=;—£+t sur }0,%[, ona g/ de 11mg——g a lim g=0, donc

\J1+tan?¢ (r/2)

g <0, ce qui donne pour tout ¢ € } 0,%[ :

-2
(E—t) <l+tan’z.
2

skskoskokok

Pour tout ke[[O,n—l]],on Me 0,E , donc :
2(2n+1) 2

[ GEHDT) (1 QRaDm )T 1 Q) (kD
22n+1) ) (2 2@2n+1) > (n—k) 22n+1) )

k=0 k=0 T k=0

L= Qk+Dm ‘i 2n+1) = 2k+Dr .
Alors,Ztan [2(2n+1)j z 2 (k) z [2(2n+l)j soit :
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— 2 n— 1 —
n2n-1) (2n-|;1) z 1 <n+n(2n 1) o n(2n 1) z < n(2n+22 .
3 o ~(n—k)* 3 32n+1)? = 32n+1)
2
Comme lim RZM: lim RZM=7I—, on obtient :
no+e 3(2p41)"  n-o+e 3(2n+1) 6
SR
~nt 6
Planche n° 5
I) Soient deux réels a<b et ne N . On note X,,..., X, des variables aléatoires réelles discretes,

mutuellement indépendantes et prenant leurs valeurs dans [a,b]. Si S est leur somme, on veut
montrer que pour tout 7 >0, P(S—E(S)>1)<e /"

Montrer que si une fonction ¢ est continue de [c,d] dans R, nulle en c et d, de classe C 2 sur Je,d],
de dérivée seconde strictement positive, alors ¢ est négative ou nulle.

Soit s >0. Montrer, a I’aide du résultat précédent, que pour tout ye [c,d] :

esygc_yexd_i_y_desc.
c—d c—d

Soit une variable aléatoire discrete Y d’espérance nulle et prenant ses valeurs dans [c,d].

& Xd+_d

c—d c—d

Montrer que ln(E(e‘YY)) Sln( e‘”} , puis que E(e’) < RACERLE

— 2 PAY
On admettra que ln( ¢ e+ d excj < s°(d-c) .
c—d c—d 8

Montrer que P(S—E(S)>1)< YtITE( HE)

En choisissant bien les ¥, montrer que P(S —E(S)>1)< ¢ "+ ¢-0'/8

Déterminer le minimum du majorant ci-dessus et conclure.

A 0
IT) Trouver une CNS sur Ae M, (R) pour que B = (0 f;j soit diagonalisable.

-1 x vy
IIl) Existe-t-il Be M,(R) telleque B>°=| 0 -1 z|?
0O 0 1

I) Sur ]Je,d[, 0" est strictement positive, donc ¢' est strictement croissante.

De plus, ¢ est continue de [c,d], dérivable sur Jc,d[ et 0(c) =0(d)=0, donc d’apres le théoreme
de Rolle, il existe e€ Jc,d|[ tel que ¢'(e) =0.

Alors, ¢' est strictement négative sur ]c,e[ et strictement positive sur Je,d|[ et
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e (¢ eststrictement décroissante sur [c,e] et 0(c) =0, donc ¢ est négative sur [c,e] ;
® ( eststrictement croissante sur [e,d] et ¢(d) =0, donc ¢ est négative sur [e,d].

Finalement, ¢ est négative sur [c,d].

skskoskoskokok

C_yexd_y_dexc.
c—d c—d

Posons ¢(y)=e" —

La fonction ¢ est de classe C* sur [c,d], 0(c)=d0(d)=0 et 0"(y)=s’" >0, donc ¢ est négative

Sc_yexd+y_d
c—d c—d

skskoskoskokok

sur [c,d], soit : pour tout ye [c,d], e” e’ .

Si Y(Q)={y,,ne N}, onapourtout ne N, y, €[c,d] donc:

& sy, - c_yk sd yk_d sc
PY=y)e” <» P(Y = e’ + e |.
Z ¥=y) Z ( m(c_d p— j

Et:

< C_yk sd yk_d sc 1 sd < <
PY = e’ + e’ |= e’lcy PY= —->» P(Y =
; ( yk)(C—d c—d j y { ; ( yk) ; ( yk)yk:|

c

+

e {Z PY =y)y, -d> P(Y = m}

C—

Comme ZP(Y =y,)=1 et ZP(Y =y)y, =EX)=0, la série ci-dessus converge (de somme

k=0 =0
c -d C . .. (s
p, e + e*) et ainsi, ¢*’ admet une espérance finie et par le théoreme du transfert, on a :
c— c—
E(")=) P(Y =y)e™ < ¢ pip T e o In(E(e™))<In € gty 9 g
= ¢ " c—d c—d B c—d c—d

Avec le résultat admis, on obtient immédiatement :

2 2
s°(d—-c g 2 (d—c
S—( ) = E(e‘Y) Se‘Z(d )2/8.

In(E(e™))

skokeskokosk sk

Ona P(S—E(S)2t)= P(es(s_m)) > e‘”) et comme ') est positive (et admet une espérance

d’apreés ce qui précede car S—E(S) est d’espérance nulle), on peut appliquer I’'inégalité de
Markov :

s(S—E(S))
cECe )

st

P(S—E(S)21)=P(e* ") 2 ")
e

s(X,~E(X;)

Comme les X, sont mutuellement indépendantes, les el ) e sont aussi donc :
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E(ex(S—E(S))) n n {(X,—E(X,) n (XE(X)
+:e—er exp S(Xi_E(X,-)) —e “E o KiTEX _ E_HHE(e“ ED)y
; i=1 mut.

e i=1 indép. i=l

Ainsi, on a bien :

P(S —-ES)2> t) < e‘”HE(eX(X,—ﬂX,))) .

i=l
ok
En prenant Y=X,-E(X,), on a E¥)=0 et Y(Q)c[c,d]=[a-E(X,),b-E(X,)], donc
0< E(eSY) < exz(d—c)z/g , soit 0 < E(eS(Xi_E(X;))) < exz(b—a)z/S )

Ceci étant vrai pour tout i entre 1 et n, on obtient pour tous t >0 et s >0 :

P(S _E(S) > t) < e—srﬁesz(b—a)z/g — e—st+ns2(b—¢z)2/8 .

i=1

, (b—a)’ . 4 2%
————st est attienten s = —2t >0 et vaut —

Le minimum de s — ns —.
n(b—a) n(b—a)

Comme I'inégalité ci-dessus est vraie pour tout s >0, elle I'est pour s :Wt >0 et ainsi,
nb—a

pour tout >0 :
P(S—E(S)21)<e ¥/’

skskoskoskokok

II) Remarquons déja que X, = xj, donc Sp(B)=Sp(A).

Soit Ae Sp(A), E, le sous-espace propre de A associé a A et F, le sous-espace propre de B associé
X AX

a A. Remarquons que si ¥ = (X Vje M,, (R) avec X,X'e M, (R), alors BY = [AX 'j donc Y est

un vecteur propre de B si et seulement si X et X ' sont des vecteurs propres de A associés a la méme
valeur propre. Ceci permet de prouver facilement que si (X,,..., X,) est une base de E,, alors

Xl Xn Onl Onl . .
s e N I PO est une base de F, , et donc que dimF, =2dimE, .
0 0 X, X

n,l n,l n

Alors, z dimF, =2 z dimE, et donc:

AeSp(B) AeSp(A)

A diagonalisable < Z dimE, =n < Z dimF, =2n < B diagonalisable.

AeSp(A) AeSp(A)
skeskeskskoksk
-1 x vy
II) S’il existe Be M,(R) telle que B>=| 0 —1 z|, alors si Ae Sp(B), on a A*e Sp(B?),
0O 0 1

donc A>=%1. Or, ¥, est un polyndme réel de degré 3, donc admet une racine réelle a et a” =1,
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donc a =*1. Quitte a changer B en — B (de méme carré), supposons que a =1.

Si —a est aussi racine de Y, alors la valeur propre 1 de B* serait d’ordre au moins 2, ce qui n’est
pas. Donc, —1 n’est pas racine de ). De plus, si ¥, admet une autre racine réelle b, alors b> #1,
donc b* =—1, ce qui est absurde. Ainsi, la seule racine réelle de x, est 1.

Si y, admet plus d’une racine réelle (comptée avec multiplicité), alors ¥, = (X —1)°.

Si X, admet une racine complexe, son conjugué est aussi racine de X, et son carré vaut — 1, donc

les racines complexes de ), sontiet—1i,et X, =(X —D(X*+1).

Plagons-nous dans ce dernier cas. On a alors R’ =ker (B—1,)®ker(B*+1,) et comme B-1I, et

B’ + I, commutent avec B, ker (B—1,) et ker(B’+1,) sont stables par B. Ainsi, B est semblable a

a b 0
+d=0
une matrice de la forme C=|c¢ d 0| avec (X —a)(X —d)—bc=X?+1, soit {ad ) _1,0u
00 1 aame=
J a’+bc bla+d) 0) (-1 0 0
=—a
encore{ " 1.Onaalors C>’=|cla+d) d*+bc 0|=]| 0 -1 0].
+bc=—
@ 0 o 1/ lo o 1
a=b=1 1 1 0 -1 0 O
Sionprend sc=-2 ,et B=|{-2 -1 0|,onaB’=| 0 -1 0.
d=-1 0O 0 1 0O 0 1
-1 x vy 1 1 0
Ainsi, il existe Be M, (R) telle que B°=| 0 -1 z|avecB=|-2 -1 0O|etx=y=z=0.
0O 0 1 0O 0 1
Planche n° 6

Démontrer la formule de Taylor avec reste intégral :
(k) a 1 x n+ n
=3I maf o [Py .
k=0 .

En déduire I’inégalité de Taylor-Lagrange :

(k)

n+l

f(n+l)

( +1)'H
Montrer que si fest de classe C* sur R, bornée ainsi que f", alors f' est aussi bornée.

"

Montrer que pour tous xe R et he R", < ||f||m _, puis que :

|71 = v2lA

10
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Pour tout (a,b)e R*, I’inégalité de Taylor-Lagrange a 1’ordre 2 donne :
1 1
f)=f@=—|fLb=d* < f@b-a< fo)- @+ | b-d
Sia=xeR et b= x+%, puis b= x—% avec he R", on obtient :
h? h?
fa+m = fo=| . 5 S FCORS flxe h— £+ > ()

h? h?
f=m—f=|r. = SRS fx=h)- FO+| £ > o
En multipliant (2) par — 1 puis en additionnant avec (1), on obtient :
fat+h) = fx=h)=|f"| h* <2f' (< fx+h)— fx—h)+|f"|_ h°.

Donc [2f '()h=[ f(x+h) = f(x=m)] <|f"]|.n° et:

2. '(x)h| s\zf '(x)h—[f(x+h)—f(x—h)]\+|f(x+h)—f(x—h)| <| £ a7+ 2| -
Ce qui donne, pour tous xe R et he R :

hZ
[ con <A+
2
Ceci prouve que f' est bornée et on a ||h f '||m = |h||| f '||m < || f ||N +|| f "||m %, inégalité qui reste vraie
2
pour £ =0. Enfin comme h||f'||m < |h|||f'||m, on obtient pour tout he R, h||f'||m S||f||w +||f"||w%,
soit :
£71.

VgL nefsl =0,

Or, si un trindme est toujours positif, son discriminant est nul, donc || f '||: - 4@” f ||m <0, soit :

l7 1 =20 -

Planche n° 7

I) Montrer que ¢ défini sur R[X] par ¢(P)(X)=P(— X) est une symétrie orthogonale pour le
produit scalaire <P,Q> = .[ _llP(t)Q(t)dt.

II) Soient E un espace de dimension finie, f et g deux endomorphismes de £ de matrices A et B dans
une base B de E.

Montrer que AB et BA ont méme polyndme caractéristique.

On suppose f et g bijectives. Si A est une valeur propre de AB, on note E, le sous-espace propre
associé et F, le sous-espace propre associé a la valeur propre A de BA . Montrer que g(E,) C F, et

que f(F,)C E,.En déduire que E, et F, ont méme dimension.

11
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Montrer que si f o g est diagonalisable go f 1’est aussi.

Trouver deux matrices X et Y telles que XY soit diagonalisable mais pas YX.

! =

IIT) Calculer I (: x"In xdx et montrer que I (: In(I1-x)Inxdx= Zm = 6
n1

I) Ultra classique : ¢ est la symétrie orthogonale par rapport au sous-espace des polyndmes pairs
(d’orthogonal le sous-espace des polyndmes impairs).

ek skoskook

II) Ultra classique aussi, mais plus subtil.

Si B est inversible :
%ap =det(XI,— AB)=det((XB™' = A)B)=det(B(X B~ — A)) =det(X I, - BA) =,

Si B n’est pas inversible, il existe deux matrices inversibles P et Q telles que B=PJQ avec

J =diag(1,...1,0,...,0), contenant rg(B) fois 1 sur la diagonale. Soient pour tout ke N°,

J, =diag (1,...1 ,%j et B, =PJ,Q,inversible. Ona:

1
e
VEEN Xup, =Xpa = Aap = Hm X = m ¥, =55,
sk skoskook
Soit X € E, ,ona ABX =AX , donc :
B(ABX)=BA(BX)=MBX) = g(X)=BXeF,.
Ainsi, g(E,) c F,. De méme, f(F,)CE,.
On a alors dim g(E,) <dimF, et dim f(F,) <dimE, ?
Comme f'et g sont bijectives, dim E, =dim g(E, ) et dim F, =dim f(F,), donc :
dimE, <dimF, et dimF, <dimE, = dimE, =dimF,.
stk

Comme X ,, =%z, 0na Sp(AB) =Sp(BA) et :

AB diagonalisable < ) dimE,=n < Y dimF,=n ¢ BA diagonalisable .
e Sp(AB) AeSp(BA)

skokskokoskok

10 0 1 0o 1) . . : 0 0
Avec X = et Y= ,ona XY = qui n’est pas diagonalisable et YX =
0 0 0 0 0 0 0 0

diagonale.

skookskokoskok

I1I) J-; x"Inxdx estimpropre en 0 . Or, x> In x est intégrable en 0 et lin}) x"Inx=0 quand n>0,

12
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donc x> x"Inx est prolongeable par continuité donc intégrable en 0.

De plus, pour tout a€ ]0,1] :

.[lx"lnxdxz—#a”llna— 1Lx”a’x:—La”J'llna— 12+ 12a””
a n+1 ap+1 n+1 (n+D)” (n+1)
) 1 -1
Et avec a—>0,on0btlentj x"Inxdx= =
0 (n+1)

Ona:

ln(l—x)lnx;—xlnx

° = jlln(l—x)lnxdx converge.
In(I-x)Inx = lnhln(l—h)}~0—hlnh 0

h=1-x

D)

~ ——— converge .
nn+1)? n n(n+1)* g

—x"Inx
Posons pour tout n2>1, f(0)=f1)=f,(0)=f 1)=0et f (x)=——
On a pour tout xe [0,1], f(x)=In(I-x)Inx= an(x).

n21
Les fonctions f, sont continues sur [0,1] et pour tout n=1, | 1, (x)| < Lz, donc la série z /.
en

converge normalement sur [0,1], on peut intervertir somme et intégrale :

.[(jln(l—x)lnxdx=I(:f(x)dx=.[;(2fn(X)jdx=z.[(jfn(x)dxzz_?l.[;xn 1nxdx=zn(nil)z :

n=1 nx1

Planche n° 8

Montrer que le commutant C(A) de Ae M, (R), est une sous-algebre.
Montrer que si M inversible appartient a C(A), son inverse aussi.

Trouver le commutant de D matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont tous distincts et
montrer que (I,, D, D?,..., D"™") est une base de C(D).

Quelles sont les matrices de M, (R) qui ont un commutant de dimension 4 ?
Montrer que si Ae M,(R), dimC(A)=>2.

On suppose que dimC(A)=3. Montrer que A=Al, (on pourra utiliser Vect(E,,E,) et
Vect(E, |, E, ,)).

Donner une base de C(A) pour Ae M, (R).

Le commutant Ae M, (R) est C(A) ={M € M,(R)\ AM = MA}.

Montrer que c’est une sous-algebre revient a montrer que c’est un sous-espace stable par produit.

13
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L’ aspect sous-espace est simple et si M,N € C(A), alors AMN = MAN = MNA, donc MN € C(A).

skskeskskekek
Si M e C(A)nGL, (R), alors :

AM=MA & M 'AMM '=M 'MAM ™' & M 'A=AM~' < M 'eC(A).

skskoskokskosk
Soient D =diag (\,,...,\,) avec A, #)\, quand i # j et M =(a;, ;)€ M, (R).

Ona MD=(A;a, ;) et DM =(Aa,;),donc MD =DM si et seulement si (A, —A,)a, ; =0 pour tous

i, je[1,n], soit a,,=0 pour tous i,je[ln] tels que i# j. Autrement dit, M € C(D) si et

seulement si M est diagonale. Ainsi, C(D) est I’ensemble des matrices diagonales.

On a alors dimC(D)=n et pour tout k€ [0,n—1], D" est diagonale, donc (I,, D, D*,..., D"™) est
une famille de n matrices de C(D). Reste a voir qu’elle est libre. Si a,/, +a,D+...+a,_ D" =0 ,
on a pour tout i€[Ln], P(A)=0 avec P=a,+aX +..+a,_ X"". Comme les A, sont deux 2
deux distincts, le polyndme P qui est de degré au plus n—1 admet n racines distinctes, donc P est
nul, soit a,=a,=...=a, , =0 et ainsi, la famille ({ , D, D?,...,D"™") est libre, donc est bien une
base de C(D).

skokskok skok

a

Soit A =( Zje M,(R) telle que dimC(A)=4=dimM,(R). On a alors C(A)=M,(R), donc

c

A commute avec toutes les matrices de M, (R) . En particulier :

a 0 a b
o AEle( szEMA:(O Oj = b=c=0;
c

° is, AE 0 a E A 0 d = d
uis, = = = a= .
p 1,2 0 0 1,2 0 0

Donc, A=al,. Réciproquement, toute matrice d’homothétie commute avec toutes les matrices,
donc dimC(A) =4 si et seulement si A=al,.

skskoskokskosk
Remarquons que pour tout Ae M,(R), Ae C(A) et I, C(A).

Si A=al,, alors dimC(A)=422 et sinon, Vect(l,,A)c C(A) et dim(Vect(l,,A))=2, donc
dimC(A)>2.

skskoskoskskesk
On suppose que dimC(A)>3. On a alors :

dim(C(A)+ Vect(E,, E,,)) = dim C(A) + dim(Vect (E, . E, ,) ) —dim (C(A) " Vect (E,  E, ,)) < 4

Donc, dim(C(A)N Vect(E,,,E,,))=dimC(A)+dim(Vect (E

1,1°

E,))-423+2-4=1. Ainsi, il

14
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o b
existe (o, B)e R*\{(0,0)} tel que OE,, +BE,, :(0 5}5 C(A), soit avec A= (a d] .
c

(Oca Baj _ (Oca +Bc ab+Pd

= oc=Bc=0.
ac Pe 0 0
Si ¢#0,alors oic=Bc=0 donne o= =0, ce qui est faux, donc ¢=0.

Avec Vect(E,,,E,,), on obtient de méme b=0.

0
Ainsi, A= (g d] est diagonale. Or, on a vu que si a#d, dimC(A)=2<3, ce qui est absurde,
donc a=d etainsi, A=A, (avec A=a=d).
skskskskekek

On vient de voir que quelle que soit Ae M,(R), on a dimC(A)=2 et dimC(A)=3 si et
seulement si A=Al, et, dans ce cas, C(A)=M,(R). On a vu aussi que Vect(/,,A)c C(A).

Ainsi :
* i (I,,A) estliée, une base de C(A) est (E.E ,.E, ,E,,) ;

e i (1,,A) estlibre, une base de C(A) est (I,,A).

Planche n° 9

Une suite de variables aléatoires (X,) d’un espace probabilité (Q, A, P) prend ses valeurs dans

n n

{O, l, . n_—l} et vérifie pour tout ke [0,n—1] :

n—

-1
avec o, =( (ek’” —l)j (pour n>2).

1
k=0
Trouver un équivalent de o, quand n tend vers + .

Pour n>2, on note F, la fonction de répartition de X, . Calculer F,(x) pour tout réel x.
Montrer que (F,) converge simplement vers f, continue sur R, dont on donnera I’expression.

Montrer que (F,) converge uniformément vers f sur R .

Ona:
n-l Un\n __ B
i: ((el/ﬂ)k—l):%—n = hm L: hm 61/—1_1 26—2,
(Xn k=0 e"—1 n—>+wnan n—+oo n(e ﬂ_l)
Donc, o, ~ ! .
n(e—2)

15
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skokeskokskok
0 pour x<0
&y k—1 k
F,(x)=P(X,<x)=1a,> (¢"-1) pour ——<x<— avec ke[Ln-1]
i=0 n n
1 pour x= n-
n
k—1 k ..
Et — <x<—serécrit k<nx+1<k+1,donc k=E(nx)+1. Alors :
n n
ek/n _1 k
k=1 n - kin _q_ o ln_
(an (ez/n _1) — —1 — e 1 k(s 1) .
s e—1 e—1—-n(e" —1)
1/n
-1
Et ainsi :
0 pour x<0
E(nx)+1 1
no—1-(E +1)(e" -1
F (x)= ¢ ( (nxl) )(e ) pour xe [0,1]
e—1-n(e"—-1)
1 pour x =1
skookeskokskok
1
Ona lim E(L)Hzx et lim n(e" —1)=1, donc :
n—+o n n—+oo
0 pour x<0
lim F (x)= f(x)= % pour xe [0,1]
n—+oo e_
1 pour x=>1

La fonction f est continue sur |—o,0[, ]0,1[ et ]1,4+co[. De plus, lim f(x)=0 et lim f(x)=1,
x—0" x—>1

donc f'est continue sur R .

sk skoskook

Ona F,(x)— f(x)=0 quand x¢ [0,1] et pour tout xe [0,1] :

E(nx)+1 1

e " —1-(E(mx)+1)(e"=1) " —1—x
F,(x)— f(x)= ( T ) T .2
e—1-n(e”—-1)
) - 1
En posant u, = ¢ ———1————>0cetv,= = 21 ne" =) =1—=5->0:
e—1—n(e" —1) e—1—-n(e"—1)

16
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E(nx)+1
F (x)-f(x)= (I+u,)e " —e"+x—(1+vn)—E(nx)+1—un}
6—2 L n
B E(nx)+1 E(m)+l
= ! ue " +e'(e " _1)_(—E(nx)+l_xj_v”—E(nx)+l_un}
e—2 | n n
Donc :
E(nx)+l E(nx)+1
! l:une "o |+lef(e " -1 +‘—E(nx)+1_x‘+ vn—E(nx)+1+un}.
) " "
Ona OSx<MS +131+l,donc 0<—E(nx)+1_ <— etainsi:
n n n n n
E(nx)+1 l+l
ue " <|u |e "
E(nx)+1_x l
e'(e " —D|<e(e" —1)
= <w,.
E(nx)+1 . Sl
n n
nE(nx)+1 (1+1j
n n
1 1 1 1
avec w, = |u |e +e(e" —1)+— +|v |(1+— +u,| |
n

Comme lim w, =0, on en conclut que la suite (F,) converge uniformément vers f'sur R.

n—>+oo

Planche n° 10

Soit fde classe C* de R* dans R, vérifiant pour tout (x,y)e R* et tout re R, f(tx,ty)=t"f(x,y)

oll k est un entier au moins égal a 1 et pour tout (x, y)e R” :

9o’ f

82(

X, y)+

f(xy) 0.

Montrer que pour tout (x,y)e R* :

xg—f(x, Wy Ly =k fxy),
X dy

puis que pour tout (x,y)e R* :
8 J9°f o’ f
8 ? 0xdy
On pose h(8)= f(cosO,sinB). Montrer que h"+k*h=0 et en déduire que f est une fonction
polynomiale en x et y.

,9°f

— () +2xy——(x,y)+y W(x, y)=k(k=Df(x,y).

17
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Soit (x,y)e R*. Posons pour tout te R, g(t)= f(tx,ty) =t f(x,y) . Comme fest de classe C* sur

R*, g estde classe C” sur R et avec la régle de la chaine, pour tout re R :

d (tx) af d(ty) of of of

g'(t)= RN = (tx,ty) = —(tx ty)+y—(tx )=kt f(x,y).

(t 1Y)+

Eten r=1, ceci donne :

xgi(x, v Z n=kfy.
X dy

sesfeoskoskoskook

En dérivant par rapport i x et par rapport 2 y la relation ci-dessus (on peut car fest C*) :

gf (x, y)+xg{(x y)+yaa / (x,y)=ka—f(x,y)

O f o azf i
xayax(x,y)+ay (xx, y)+y %’ (x,y)=k (x y)

Avec le théoreme de Schwarz et en multipliant la premiere équation par x et la seconde par y :

, 0 0’ )
af(x o J <x,y):<k—1)x—f<x,y>
o’ f ,0°f af
xyaxay (x,y)+y’ %’ (x,y)=(k— 1)y (x y)
Et en additionnant :
aa{oc y)+2xy§g (x,y>+y2?)—{<x,y>=<k—1>{xai<x,y>+yai<x,y>}=k(k—1>f<x,y).
y ox dy

Pour k =2, on peut aussi calculer g"(¢).
skskskekekek

Comme plus haut, fest de classe C* sur R* donc g est de classe C* sur R et avec la régle de la
chaine, pour tout e R :

h"(0)=—| cos Gai (cos 6, sin 0) + sin Ga—f (cos 6,sin 0)
ox dy

2 2 2

+sin’ 0 ?) ]: (cos8,sin 0) —2cosBsin O (cos 0,sin 0) + cos” O ?9 ]: (cos 8,sin )
X y

xdy

2 2
=—| cos Ga—f (cos 6,sin 0) + sin Gai (cos0,sin 0) |+ J f ——(c0s0,sin0) +—= of (cos 0,sin 0)
ox dy ox? dy’

2 2 2
—|cos*0 J ]: (cos 0,sin8)+2cosOsin O of (cos 0,sin B) +sin> O J ]: (cos 0,sin 0)
ox oxdy ady

=—k f(cos0,sin0B)—k(k—1)f(cos0,sin 0)
=—k’h(0)

Donc, on a bien A" +k*h=0.

18
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sk skoskook

Les solutions réelles de I’équation ci-dessus sont de la forme O+> Acos(kB)+ Bsin(kO) avec
A,Be R, soit pour tout 6 R :

E(k/2) E((k-1)/2)

h®)=A>] ( kp](—l)” cos** @sin*” 6+B )

p=0

k
[ ](—1)” cos* 27 @sin*""' 0.
m \2p+1
On a donc pour tout (r,0)e R, xR :

E(k/2)

f(rcos®,rsin®)=r‘h(®)=A > (- 1)"( ¢ j(rcose)k_z”(rsin 0)*"
p=0 2p

E((k-1)/2)

k
+B (—1)”( j(r cos 8)“ 27! (rsin 0)*"*!
; 2p+1

Soit, pour tout (x,y)e R” :

E(k/2) E((k-1)/2) k
A 1 p k-2p 2p +B 1 k—-2p-1_2p+l )
ren=a () e

Donc, f est une fonction polynomiale en x et y.

Planche n° 11

Pour a=(a,,...,a,)e R" avec ne N, on pose f(a)= I 1+a1x+ +ax)2dx.

Montrer que f est définie, positive, de classe C' et tend vers + oo quand ||a|| tend vers + oo,

. . . , * * *
Montrer que f admet un minimum au point noté a =(qa,,...,qa,).

Montrer que pour tout k € [1,n], k!+> (k+ j)la, =0.

Jj=1

Soit P(X):1+Zn:a H(X+]) Montrer que P(X)=a H(X k).
(=D"
(n+1)!

Calculer P(—1) et en déduire que a, =

Montrer que f(a') = J‘0+°°e-x (1+ > axt jdx et en déduire que f(a') = Ll .
k= n+

+ 00
Ona J-O e "x"dx=n! pour tout ne N, donc en posant a, =1, ona:

fla)= J- 1+a1x+ A4a,x" ) dx = z (i+PD0aa; .

0<i, j<n

Ceci prouve que f est définie et de classe C' sur R" (car polyndmiale).
De plus, pour tout xe R, e™* (1+a1x+ ..tax" )2 >0, donc f(a)=0.

Soit I’application :
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&R >R; ((ao,al,...,an),(bo,bl,...,bn))HJ'(:we"x(ao+a1x+...+anx”)(b0+b1x+...+bnx")dx.

@ est bilinéaire, symétrique, définie positive, donc c’est un produit scalaire sur R""'. Alors,

I’application N :(a,,q,,...,a,) > \/ .[ aO +ax+..+a,x ) dx est une norme euclidienne sur

R™". Or, en dimension finie toutes les normes sont équivalentes, donc il existe un réel k >0 tel que

(Za j et en particulier :
f@=NQa,,...a,)* 2k|

Or, quand ||a|| tend vers + oo,

N(ay,a,... a) _k”(ao,al,

(1+]all)-

skookskok skok

On a H Hhm f(a)=+0c0, donc il existe R>0 tel que pour tout ae R" tel que ||a||>R, on a
f(a)= f(0). Sur le compact B(0,R), f est continue donc y admet un minimum u, qui est en
particulier plus petit que f(0) (car Oe B(0,R)). Ainsi, pour tout ae R", f(a)=u et f admet un
minimum, en un point noté a =(a,,...,da,).

skookskok skok

of i

Le point a  est un point critique, donc ——(a’)=...==—(a’) =0, soit pour tout k€ [1,n] :

da, da

n

k1+Y (i+k)la; =0.

i=1

skookskok skok

D’apres ce qui précéde, pour tout k € [1,n] :

P(k) = 1+ZaH(k+]) 1+34 (’;f‘) kl'(k'+2(z+k)'aj

i=1 i=1

Donc, P admet au moins » racines distinctes : 1, 2, ... , n (donc P est de degré au moins n). Alors, le
terme de plus haut degré de P est a, X", donc le degré de P est exactement 7 et son coefficient

. * . .
dominant est a, . Ainsi :

PX)=a,[[(X~ ).
j=1
skskeskskekek

On a alors :
P-D=a,JJ-1-)H=a,D)"(n+D!=1+> a [ (-1+ ) =1.
j=1 i=1 j=1

(="
(n+1)!

S
Donc, a, =

skokskok skok

Posons A(x)=1+ax+...+a,x".Ona:

20




PSI* mai 2024

f(a):j0 e_xA(x)(l+afx+...+a:x”)dx:.[o e_xA(x)dx+kZ:‘aZJ-0 e "A(x)x" dx.

(toutes les intégrales convergent pour la méme raison que f(a) converge).

Or, pour tout k e ﬂl,n]] , %(a*) = ZL:We_XxkA(x) dx=0,d ol f(a)= I;we_xA(x) dx, soit :
k

fla)= j;me_x (1+Zn:a:xkjdx.

Alors :

fla)= I;“e—x [1+ Zn:aZkadx=j(:me_x dx+ia2j0+mxke_xdx = 1+ik!a2 =P0)=a,(—1)"n!
k=1 k=1 k=1

n

Avec a, = RStOi , on obtient bien :
(n+1)!

R
n+l

fla)=
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