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Corrigés de la série 1 - CCINP

Planche n° 1

I) Déterminer, dans la base canonique de R [X], la matrice de I’endomorphisme f donné par
FP)X)=(X-a)P'(X)+P(X)-P(a).

Donner son noyau, son image, ses éléments propres.
X

. . . . 4 N
II) Montrer la convergence simple et uniforme de la suite de fonction f, (x) =x —» puis étudier la
n!

convergence de la série z f-

I) Ona f()=0cet f(X*)=(k+D)X*—akX"" —a" pour k>1, donc :

0-2a-a —-a —-da" - —d7" =4
0 2 —-2a O 0o ... 0 0
0 0 3 -3a 0 . 0
: 0 4 —4a . :
M, (f)= S 0 0
: . n—-1-a(n-1) 0
0 0 n —an
0 0 o v e 0 0 n+1

FPYX)=[(X —a)P(X)]|' - P(a)
f(PXX)=0 & (X-a)P(X)=P@a)X-a) < P(X)=P(a)
ker f =R, [X]

f(PXa)=0 + rg(f)=n = [Imf=(X-a)R,_[X]

La matrice de f est triangulaire supérieure, donc |Sp(f) = {O, 2,3,...,n,n+ 1} .

Soit A= p+1e[2,n+1] et Pe R [X] tel que f(P)(X)=AP(X)=(p+1)P(X), quidonne
(X —a)P'(X)-pP(X)=0.
P(x)

( X , dérivable sur R\{a}, est de dérivée nulle, donc g est constante
x—a

Ceci implique que g: x>
et P=o(X —a)”. Réciproquement, si P=0(X —a)”,ona f(P)X)=(p+DP.

Donc, pour tout Ae Sp(f), le sous-espace propre associé a A est Vect ((X — )" OAD ) .

sfskoskoskoskookok

II) Pourtout xe R, lim f, (x)=0 donc (f,),, converge simplement vers la fonction nulle.
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Pour tout ne N, f, n’est pas majorée car lim f,(x)=+oco.
X —>+oo

Mais, pour tout ae R, I’étude de f, montre que :

£.=n)| £, @))-

b

sup |fn| = max(
1-c0.a]

e e" 1 .
f,=n)|=n"—~n" = — 0, donc lim sup |f,|=0 et
| n! N2mnn'e" 2nn ”—>+°°1—oo,a]| |

(f,),n converge uniformément sur tout ]—oo,a].

Or, lim |f,(@)]=0 et
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La série Z f, converge simplement vers la fonction x > e**.

et la série

1 1
Pour tout ae R, on a |f (a)= o (—j, donc apcr, sup |f,|=|f,(—n)| ~
| | no+e| \[2TTn 1-c0.a] | \21n

diverge donc, Z f, ne converge pas normalement sur |—oo,a].

1
2 o

Par contre, pour tout segment [a,b]C R, on a, apcr, sup| fn|:max(
la.b]

Yf@) et D

Pour tout ae R, z f, converge normalement donc uniformément sur [0,a].

f.(@)

b

£, (b)|) et, comme

/. (b)| convergent, z f, converge normalement sur [a,b].

De plus, pour tout xe R_,ona f, (x)=(=1)" ¢

ne' . n
x| — pour tout ne N et la suite |x|
n! n!

j décroit
neN

apcr et tend vers 0, donc la série z f,(x) vérifie le critere spécial des série alternés (apcr).

Alors, onaaper: Y fi(x)= D fi(0|=] D £ || £ ()] < sup | £ -
k=0 k=0 k=n+1 ]-,0]

Et, comme sup | fn+l| — 0, la série z f, converge uniformément sur R_.
1-,0]

Finalement, la série Z f, converge uniformément sur tout intervalle de la forme ]—o0,a].

Planche n° 2

2 n
I) Déterminer la limite de la suite de terme général a, = j;(lzt j dt .

Montrer que pour tout ne N, a, > !
n+

Rayon de convergence et domaine de définition de z a,x".

n=0
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II) On note f I’application qui a Pe R.[X] associe le reste de la division euclidienne de P par
DX)=X"+X’+X*+X+1.

Montrer que fest linéaire de R [X ] dans R,[X] et donner sa matrice dans les bases canoniques.

Donner la dimension et une base de Im f et ker f .

I) Posons fn(x):(l+2x j sur I=[O,1].

® Pourtout ne N, f, est continue, donc continue par morceaux, sur /.

) ) 0 quand 0<x<1 .
® (f),.n converge simplement sur / vers la fonction f:x+> qui est
1 quand x=1
continue par morceaux sur /.
e Pour tout ne N et tout tel, on a | fn(x)|S1, et x+—1 est continue, donc continue par

morceaux, et intégrable sur /.

D’apres le théoreme de convergence dominée, on a alors :

Tim | 01 £yt = | 01 F(0)dt=0.

Soit :
lim a, =0.

n—>+oo
skeskoskoskeskeskesk

2

1+
Pour tout te[0,1],ona 0<¢ < ! <1 (car (l—t)ZZO),doncpourtoutneN,ona:

1 1 1
[rdi<a, <[ dt o —<a,<I.
0 0 n+1

skokeskoskosk skok

L’encadrement ci-dessus permet de conclure immédiatement que le rayon de convergence de la
série enticre Zanx” est R=1.

n20

| .
Comme pour tout ne N, a, > et Z—l diverge, Zan diverge.
n+

n+l n
1+¢ 1+¢
<1, on a pour tout neN,OS[ j S[ j , CE

n+1

2

Comme pour tout 7€ [0,1], on a Osl+t 5 5

qui permet d’affirmer que la suite (a,) est décroissante. Ainsi, la série Z(— D)"a, vérifie le critere

spécial des séries alternées, et donc Z(— I)"a, converge.

Finalement, le domaine de définition de Zanx” est [-1,1].

sfskoskoskoskoskok
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IT) Par définition du reste de la division euclidienne par D, de degré 4, fest a images dans R,[X].
Soient P,P, € R,[X] et A,ue R. Ecrivons la division euclidienne de P, par D, P.=0.D+ f(P).

On a alors AP, +uP, =(AQ,+1Q,)D+Af (P)+Wf (P,) avec Af(P)+uf(P,)e R,[X]. Par unicité de
la division euclidienne, Af(P)+uf (P,) estle reste de la division de AP, +uP, par D, donc :

FOAR+UP) =M (B)+1f (P).
Et ainsi, f est linéaire.
Ona:

e f(X")=X" pourtout ke [0,3], car k <degD ;

o f(XH=-(X’+X’+X+D,car X'=D—-(X’+X*+X+1) ;
e f(X’)=lcar X’=(X-1)D+1 ;

e f(X)=Xcar X°=(X-DXD+X.

Donc, la matrice de f dans les bases canoniques de R [X] et R,[X] est:

1 000 -1120
01 00 -101
0010 -12020
0 00T1-12020
skokeskoskosk skok

Pour tout Pe R,[X]c R [X], f(P)=PeIm f,donc Im f =R,[X] (de dimension 4).
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Pour Pe R([X], on a f(P)=0 si et seulement si D|P, soit P=DQ avec Qe R,[X]. Donc,
ker f ={0D, Qe R,[X]}, de dimension 3. Une base de ker f est (D, XD, X’D).

Planche n° 3

I) Montrer que pour tout entier n >3, 1’équation pour tout e* =nx admet deux solutions x, et y,

tellesque 0<x <y, .

Etudier la monotonie des suites (x,) et (y,). En déduire que chacune des suites admet une limite
que I’on déterminera.

1 .. 1 P .
Montrer qu’en +oo+1, x, ~—. Trouver un équivalent de x, —— et en déduire un développement
n n

asymptotique a deux termes de x, .

Soit € >0 fixé. Montrer qu’a partir d’un certain rang, y, <(1+¢€)Inn.
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II) On donne une famille (f,,..., f,) d’endomorphismes d’un espace vectoriel £ de dimension finie,

tels que Y f, =1Id etpourtous i, je[l,n] telsque i # j,ona f,of, =0.

k=1
Montrer que les f, sont des projecteurs et que E est somme directe de leurs images.

I) Pour un entier n=3, posons f (x)=e' —nx. L’étude de la fonction f, (de dérivée
Inn

x> e —e") montre quelle est strictement décroissante de +o a f,(Inn) sur ]—oo,ln n] et

strictement croissante de f, (Inn) & + oo sur [Inn,+ oo .

On a f,(Inn)=n(1-Inn)<0 (car n=3>e) et f, est continue sur R, donc le théoreme de la
bijection continue assure que f, s’annule exactement une fois sur ] —oo,In n] ,en x, et exactement
une fois sur [lnn,+oo [ ,en y, .

skokeskoskok skok

En notant de plus que pour tout n >3, O,le]—oo,lnn], f,0)=1>0¢et f (1)=e—n<0, on apour
tout n =3 :

O<x,<l<lnn<y, .

De plus, les variations de f, nous permettent de conclure pour tout n =3, f,(x) <0 si et seulement

si xe|x,,y,[ et:

® fn ('xn+l) = exnﬂ - n'xn+1 = ex’m - (n + 1) 'xn+1 + 'xn+1 = fn+l ('xn+l) + 'xn+1 = 'xn+1 > 0 dOﬂC 'xn+1 2 ]'xn’ yn [ ’

et comme x,, <l<Inn,ona x, <x, :lasuite (x,) eststricttment décroissante ;

e de méme, f,(y,)=y,,>0 donc y, &]x,y,[, et comme y,  >In(n+1)>Inn, on a

Y, >y, lasuite (y, ) est strictement croissante.

Comme 0<x, <1 etlasuite (x,) décroit, elle converge vers un réel (e [0,1 [ .Maissi />0,ona

lim f,(x,)= lim [e)‘” - nxn] =—oo0, ce qui est absurde car f,(x,)=0 pour tout n=>3.

n—+oo

Ainsi: lim x, =0.

n —+oo

Comme Inn<y, , onaimmédiatement: lim y, =+oo.

n—+oo
skskeskkskkosk
. . . 1
On a pour tout >3, ¢ =nx,, donc im nx, = lim e =€’ =1, ce qui prouve que : x, ~ .

sfskskoskoskoskok

1 1
Posons u, =x,——.Onaalors : x, =—+u, avec u, =o| — |.
n n n

Comme x, > 0,0ona: e" =1+x, +%xf+o(xf):1+xn +%x§+0(%j.
n
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1 u 1 1 .y
Or, x) =—+2—"+u. =—+0| — |, donc e" =nx, se récrit :
n

nooon "o
l+l+u +L+o(ij—l+nu = (m—-1u —1+L+o(ij = u L
n "o2n’ n’ " " on o2’ n’ "ot
Donc : x, =l+i2+0(i2j.
n on n
, A 1 1 1 1 3 1
Remarquons que I’'on a méme : u, = +o| — |=—+—-5+o|— |, donc:
n(n—l) 2n*(n—1) n n* 2n’ n
1 (1}
.xn:_+ -
non n
skokesk skosk skok

Enfin, on a vu que pour tout n >3, O0<Ilnn<y, etque y, —+o.Avec ¢ =ny ,ona:

1 1 o1 ) 1
y,=lnn+lny, = 1- 2 B fim 22 = lim (1—&j=1 = y, ~Inn.
yn yn n —>+o yn n —+oo yn
Alors, pour tout € >0 fixé, on a bien apcr, ILSH_E’ soit: y <(1+¢€)lnn.
nn
skkskoskskoskek

II) Soit i€ [1,n].Ona f,+..+ f,=id, et f,o f,=0 pourtout je[l,n] tel que j#i
Alors, pour tout xe E :
x=fi(0)+.+f,(x) = f(x)=fiofi(x)+.+fiofi(x)+..+fof (x)=Ffofi(x).

Ainsi, f,=f’ etcomme f, est linéaire, c’est un projecteur.
On a de plus :

E=Im(f,+..+f,)cImfi+.4+Imf,cE = E=Imf,+..+Imf,.
Soit x€ E tel que x=x, +...+x, avec x, € Im f, pour tout i€ [1,n], donc x, = fi(x,).
Alors, pour tout i€ ﬂl,n]], ona x=fi(x)+..+f(x)+..+f(x,) et:

i) =fiefilx)+ .+ fiofix)+..+ fio f(x)=fiofi(x)=f(x)=x,
Ainsi, x = f,(x)+...+ f, (x) etla décomposition dans Im f, +...+Im f, est unique, donc :

E=Imf®.®@Imf .
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Planche n° 4

0 - 0 1
1. () ¢
L)

1 0 ---0

I) Calculer le rangde A= , puis le rang de A”.

Montrer que ker A et Im A sont supplémentaires.

En déduire que A est semblablea A'= (8 gj avec Be GL,(R).

Donner le spectre de B et en déduire que A est diagonalisable.

II) On note N la variable représentant le nombre n de jetons tirés au cours d’un jeu. Elle vérifie pour
tout ne N', P(N=n)=%.

Si N est pair, le joueur gagne N jetons, sinon il en perd N.

Donner la probabilité de gagner, 1’expression du gain algébrique G et son espérance.

I) Notons (e, ..., e,) la base canonique de M, (R).

On a alors ImA=Vect(u,,u,) avec u, =e,+..+e, et u,=¢ +..+e

n-1 °

donc rg(A)=2. On a
1 00
N IR ()

AT=| 1 g . ;|- done ImA’>=ImA et rg(A*)=2.

o0 -1
skokesk skosk skok

On a, grice au théoréme du rang, dim(ker A)+dim(ImA)=n, donc dim(kerA)=n—2 et pour
tout ke[[2,n—1], Ae, =0, ce qui permet d’affirmer que ker A = Vect(e,, ..., e, ).

On prouve de méme que ker A* = Vect(e,, ..., e, ;) =ker A.

Alors, xekerANImA, on a Ax=0 et x=Az avec ze M, (R), donc Ax=A’z=0, soit
zeker A’ =ker A etdonc x=Az=0.

Ainsi, ker ANIm A ={0} et comme dim(ker A)+dim(ImA)=n, on a bien :

kerA®ImA=M,  (R).
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Remarquons que Au, =u, et Au,=u,, donc dans la base (e,,...,e

n

> U, u,) adaptée a la
décomposition ker A®@ImA =M, (R), la matrice de I’endomorphisme canoniquement associé a A

00
est A':(O B] avec Bz((l) (l)je GL,(R) (car detB=—1#0) et A est semblable A'.
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Onay,=X e | qui est scindé a racines simples, avec Sp(B) = {— 1,1} . Ainsi, B est diagonalisable,
donc A 1’est aussi.
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II) On gagne quand N est paire, donc si p est la probabilité de gagner, on a :

< < I T O
p= Y PWN=m=YP(N=2m)=) ——=> —=——=—.
n=1,n pair n=1 n=1 2 n=1 4 4 1_1 3

4

On a Q(G)={-(2n-1),ne N'}U{2n,ne N’} avec G=-(2n-1) quand N=2n-1 et G=2n
quand N =2n. Alors :

E(G)= iZnP(N = 2n)—§(2n—1)P(N =2n-1)

n=1 n=1

Soit :

SO I 1 S A A | 1= (1Y 2
EG)=2Y n— — 2n—-1)——=2>n|—| 4> n|—| +2) —=——)>» n| — +=

Or, pour xe]—l,l[,%=2x",ce qui donne en dérivant%zan”_l,donc:
- n=0 -X n=l
+oo n—1
L ) N P L4
n=1 4 1 1 9 29 3 9
4




