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Corrigés de la série 1 - Mines-Ponts

Planche n° 1

I) Donner la définition d’un projecteur orthogonal d’un espace E euclidien.
Soient p et g deux projecteurs orthogonaux de E.

Montrer que le polyndme caractéristique de u = p+¢ est scindé dans R[X].
Montrer que toutes les valeurs propres de u sont dans [0;2].

Déterminer keru et ker (u—2id)

II) Si R est le rayon de convergence de f(x)= anx” , quel est le mode de convergence de f

sur |[—R;R[ ? -

On note p, le nombre de partitions de [1,n] (on rappelle que (U,,...,U,) est une partition de [[1,7]

si et seulement si les U, sont deux a deux disjointes et si leur réunion vaut [[1, n]] ).

Montrer que p, ., = i(Z]pk .
k=0

P
n!

On pose p, =1. Montrer que f(x)= z

n=0

x" aun rayon de convergence R >1, puis calculer f(x).

I) Pour tout k€ [[1,n], posons J, =diag(L,...,1,0,...,0)e M, (R) (ot le 1 apparait r fois).

Il existe une base orthonormée B (resp. B') dans laquelle la matrice de p (resp. q) est J, avec
r=rg(p) (resp. J, avec s=rg(q)). Avec P=P; € O,(R),ona M4(q)=PJ,'P etdonc:

A=Mzu)=J,+PJ,/'Pe M,(R).
De plus :
‘A="J +'('"P)'J,'P=J.+PJ,'P=A.

Ainsi, A est une matrice symétrique réelle, donc diagonalisable : le polyndme caractéristique de A,
donc de u, est scindé dans R[ X ].

s
Pour tout x€ E, (p(x)|x= p(x))=0 donc (p(x)1x)=|px)|" et de méme, (g(x)1x)=[q(x)| .
Soit A€ Sp(u) et x un vecteur propre associé (non nul).

P <[] et g <[x

A =[] = ucol = [ PG+ gCol < pCof +aco] < 2]

e D’apres I'inégalité de Bessel, , donc :

Donc |7u| <2.
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e (u(x)lx)=(Axlx)= k”x”2 =(p(x)+q(x)1x)=(p(x)1x)+(gx)lx)= ||p(x)||2 +||q(x)||2 )
Donc A >0.

Finalement, on a bien A€ [0;2].

skokeskokoskokosk

Pour tout xe E,

p(x)|| < || avec égalité ssi p(x) =x (car | p(x)|+]x— px)| =)
Si xe ker(u—2id),ona:
2|1 =[2] = Juco] = [ p(x) + g < [ P +ao| < 2[x] = | pCo|+ a0 = 2| -

Si p(x)#x ou g(x)#x,o0na ||p(x)|| +||q(x)|| < 2||x

,donc p(x)=¢g(x)=x,soit xe ImpnNImg.
Réciproquement, si xe ImpNImg, ona u(x)=2x. Ainsi:

ker(u —2id)=Im pnImg.
Si xekeru, ona p(x)+q(x)=0, donc (p(x)+q(x)|x) =||p(x)||2 +||q(x)||2 =0, ce qui implique
que p(x)=gq(x)=0.Réciproquement, si xe ker pkerg, ona u(x)=0. Ainsi :

keru =ker pnkergq.

sesfesoskoskoskosk

II) Lasérie f(x)= anx” converge normalement sur tout segment inclus dans ]— R; R][.
n=0
skskokoskeskoskok

Remarquons déja que le nombre de partitions de n’importe quel ensemble de cardinal n est p, .
Pour ke [[l,n]] , notons g, , le nombre de partitions de [[1,n+1]] pour lesquelles n+1 appartient a

une partie 2 k+1 éléments. On a alors p ,, = ZQM .
k=0

Une partie a k+1 éléments de |I1,n+1]] contenant n+1 est la réunion d’une partie a k éléments de
n
[1.n] etde {n+1} : ilyena [kj Une telle partie étant fixée, pour construire une partition de

[[1, n+ 1]], il faut effectuer une partition de I’ensemble des n—k entiers de [[1, n]] restants : il y en a

. n n (n S(on (7
P, Ainsi, g, :(k]pn_k et p,., = Z(kjpn—k :Z(n—kjpk = Z[k]pk .

k=0 k=0 k=0

sesfesfoskoskoskook

0 O
Ona p =l=p,= Z(kj D, > donc la relation ci-dessus reste vraie pour n =0 et pour tout ne N :

k=0
Do 1 (n 1< 1 P
(n+1)! (n+1)!kz_:§(kjpk n+1kzz(‘;(n—k)!k!'
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&Sl et
(n—k)! k!

Ona 20 =1<1 etsi kalpourtoutke[[O,n]],ona
0! k!

Punt — 1 i 1 &< zl 1.
(n+D)! n+l ==l k! n+l=

n

x| .

n

Dy

' <1, donc pour tout xe R, <
n!

P
n!

Ceci prouve par récurrence forte que pour tout ne N,

Comme le rayon de convergence de z x" est 1, que fa un rayon de convergence R>1.

n=0

Pour tout xe |- R;R[,ona:

gl =g - Tl S -2 o)

n n
.. X X .
Les séries E — P, et E — sont absolument convergentes de somme respectives f(x) et e,
n. n.

k
donc le produit de Cauchy Z[Z( - p j( X

(n—k)!

n—k

H converge vers f(x)e.

Ainsi, f'(x)= f(x)e*, ce qui donne f(x)=Ke" et f(0)=1=Ke, donc :

flx)y=e".

Planche n° 2

I) Résoudre dans R, arctan(x—1)+arctan x+arctan (x+1) =

II) Calculer Z(ijg .

k=0

NI;I

I) Posons f(x)=arctan(x—1)+arctan x+arctan (x+1).

Comme les fonctions x+— x—1, x> x+1 et arctangente sont continues et strictement croissantes
sur R, la fonction f est aussi continue et strictement croissante sur R .

De plus, f(0)=arctan(—1)+arctanl=0< g et f(1)=arctanl+arctan?2 > g , donc d’apres le
théoreme de la bijection continue, f(x)= g admet exactement une solution a dans R et O<a<1.

On a arctan (a—1)+arctan (a+1) =g—arctana, donc :

I a—l1+a+1 1 , 2
tan (arctan (@ —1) +arctan (a +1)) = tan(——aretan aj = =— & a'==.
2 1-(a-1)(a+1) a 3

T 2 . :
Et comme a >0, arctan(x—1)+arctan x +arctan (x+1) = 5 admet \/; pour unique solution.
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n

IT) Posons S, :Z(Z]kS.Ona S,=0, 8 =1etS,=10.0nprend n=3.

k=0

Ona S, =Z(ij3 , et, pour tout xe R, Z(:]xk =(I+x)".

k=1 k=0

n

n
En dérivant et en multipliant par x, on obtient : Z(kj kx* =nx(1+x)""
k=1

n n
En dérivant et en multipliant par x, on obtient : Z( jkzx" =n(x+nx>)(1+x)">
k=1

L. N ol R P n—2 2 n-3
En dérivant, on obtient : Z(k]k x  =n(1+2nx)1+x)""+n(x+nx)(n-2)1+x)"".

k=1
, ) Sl LAME n-2 n=3 n-3_2
En évaluant en 1, on obtient : Z(k]k =n(1+2n)2""+n(d+n)(n-2)2""=2"n"(n+3).
k=1
La formule reste valable pour n=0,1 et 2, donc pour tout ne N:

Z(ij3 =22 (n+3).

k=1

Planche n° 3

I) Onnote U =R*\{(0,0)} et on donne peR.

Trouver les fonctions ge C*(U,R) telles qu’il existe f e C*(R’,R) vérifiant pour tout (x,y)e U :

2 2

g, y)=f(x*+y) et a (xy)+a (x,y)=p(x*+y%).

II) Montrer que u, endomorphisme d’un espace vectoriel E, est une homothétie si et seulement s’il
commute avec tout automorphisme orthogonal de E.

Existe-t-il toujours une base canonique dans un espace vectoriel ? Si oui, y en a-t-il une seule ?
Plusieurs ? Une infinité ?

Si u commute avec toutes les symétries orthogonales par rapport a un hyperplan de E, qu’en déduit-
on pour u ?

I) Avec g(x,y)= f(x*+y*), onapourtout (x,y)eU :

2 2

( y)+a (5, )) =41 (7 +y) +407 +y) (7 + 7).

2 2
Donc, 8 (x y)+a (x,y)= p(x +y ) devient pour tout (x,y)e U :

4 (P +yH)+4+ YD) (P +y) = p(P+ 7).
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Soit pour tout te R, f'(t)+1f"(t) =§t donc f' est solution sur R’ de ty'+y =§t.

On a donc ]"(t)=§1f+2 avec ae R, donc f(t)z%t2+alnt+b avec a,be R et:
t

2(x,y) =%(x2 +y2) +aln(x® +y>)+b.

skokeskoskosk skok

II) Soit xe E\{0} et s la symétrie orthogonale par rapport a Vect(x) .

On a se€ O(E), donc su=us. On a alors, s(u(x))=u(s(x))=u(x), donc u(x)e Vect(x), soit

u(x)=A x avec A € K.
Alors, pour tout oce K

(o) =A, ox=0u(x)=0A x = A, =A

Alors, pour tous x,y€ E tels que (x,y) estlibre,ona:

u(x+y)=A, (x+y)=k_  x+A  y=u(x)+u(y)=Ax+Ay = A =X =L .

x+y X y

Et u(0)=0=X_0. Ainsi, pour tout ye E, u(y)=A_y donc u est une homothétie.

La réciproque est immédiate car les homothéties commutent avec tous les endomorphismes de E.

skokeskskok skok

Définition (la plus fréquente) : Dans un espace vectoriel, une base canonique est une base qui se
présente de maniere naturelle d’apres la maniere dont I’espace vectoriel est présenté.

Remarque : Si un espace possede une base canonique, on peut définir un produit scalaire
canonique : le produit scalaire pour lequel la base canonique est orthonormée.

Réciproque, si E est un espace euclidien, on pourrait éventuellement définir une base canonique
comme une base orthonormée. ..

Cette question est donc fort vaseuse !

sfskoskoskoskookok

La preuve que I’on a faite plus haut n’utilise que la commutativité de u avec des symétries
orthogonales par a des droite. Or, si s est symétrie orthogonale par rapport a une droite D qui

commute avec u, — s est la symétrie orthogonale par rapport a I’hyperplan D" et commute avec u.

Réciproquement, si s est symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan H qui commute avec u,
— 5 est la symétrie orthogonale par rapport a la droite H* et commute avec u.

Donc, si u commute avec toutes les symétries orthogonales par rapport a un hyperplan de E, il
commute avec toutes les symétries orthogonales par rapport a une droite de E, donc c’est une
homothétie.
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Planche n° 4

I) Justifier que f(x)= jl ¢ ——drt est définie sur ]—oo,1[, puis développer f en série entiere.

0]l—xsin~ ¢

I
II) Déterminer le polyndme caractéristique de B :(I 0"} en fonction de celui de Ae M, (R).

n n

Montrer que si A est diagonalisable, B I’est aussi.

I) Pour tout xe ]—oo,1[ et tout te€[0,1],ona:
e |—xsin’¢#>1 donc 1—-xsin*¢##0 quand x<O0 ;

e 0<xsin’t<sin’1<1 donc 1—xsin*##0 quand 0<x<1.

-1

Donc, pour tout xe€ |—oo, 1, t >

N - est définie et continue sur [0,1], donc f est bien définie
—xsin

2t

sur |—oo,1].

skokeskoskoskokosk

;2 => (xsin’1)" et:

Pour tout xe ]-1,1[ ettout r€[0,1],0n a ‘xsinzt‘s|x|<1, donc -
1—xsin“t 3

_ 1 —t.n :.2n
f(x)_jo(;e X" sin tjdt.
Soit xe ]-1,1[ fixé et pour tout ne N, f, :t+> e 'x" sin®"z. Pour tout ne N :

e f estcontinue sur [0,1] ;

e pour tout t€[0,1], e 'x"sin>"¢t

n n . . L.
S|x| et Z|x| converge ; ainsi, la série Z f, converge

normalement, donc uniformément sur [0,1].

1 1
On peut alors conclure que .[0 (z f, (t)jdt = Z(IO f, (t)dt) , soit pour tout xe |—-1,1[ :
n=0 n=0
Fe =X ([l asin rdr) = 3 ([ sin ) = 3 1,
n=0 n=0 n=0
Et pour tout ne N* :

i et )" 2 (2n) . .
Inzjole"sinz”tdtzﬁe"(e +2€ j dt:;,, I;[e_lZ(kje”“e‘“z”"‘”jdt

k=0

. 1
1 2n (dn 1 (1 2in)r 1 2n (In e—(l+21(n—k))t
=S Z IO e dt = ~Non Z - —_
273\ k 27\ k 1+2i(n—k)

0

1 n (2n e—(l+2i(n—k))t ! 2 (I e—(1+2i(n—k))t !
= _ + _
2% ;(kj 142i(n—k) k;(k) 1+42i(n—k)

0 0
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n ) —(142i(n=k))t ) i1 (9 —(1=2i(n=k))r !
n " n I:e_t:ll +z n e
o k k)| 1+2i(n—k) 21(n k) n 0 =\ k) 1-2i(n— k)
1 n=1(op — (14+2i(n—k))t 1 n A
=10 j 1+21(n ol | 2" ( n j[e 1,

| @ ( 2n] (- cos(2k)+2ksm(2k))+1 1 (2;1)(6_1_1)
S\

T k 1+ 4k* 2"
skskoskskekekek
II) Pour tout xe R" :
xl,-A -1, xIn—A—lIn -1, 1
X (x) =det = det x =det| xI, —A——1, |det(xI,).

-1 xI Cije Cj+= C X

" n 0 xI

Vel n]] n n

Donc pour xe R, x,(x) = x"x, (x—lj et:
X

0 =d -A -1 _d A I 3 0 d I, A o~ 1)
XB( ) = det vy On =det I On Cf‘f’_ﬂcf+]']l(_) et On I =(=D".

. Y
Soit Ae R une valeur propre de B et X = [Zje M,, (R) avec Y,Ze M, (R) un vecteur propre

associé. Ona x,(0)=(=1)"#0,donc A #0 et :

1
A L)Y\ (AY+Z Y AY+Z=\Y AY (7‘ ;JY
BX = = =AX =A =N =N
1, 0 )\z Y z Y =AZ 1
Z:xY

. 1
Or, X #0, donc Y #0 est un vecteur propre de A associé a la valeur propre L= A Y de A.
(7 v, .
Si iy Lty est une base de F,, le sous-espace propre de B associé a A (avec
1 r

r=dimF,), la famille (¥,,...,Y,) est une famille libre de E, , le sous-espace propre de A associ€ a [,

et ainsi, on a :
dimF, <dimE, .

Soit we R une valeur propre de A. On a :

k—%zu & M-ur-1=0 &

+ 12
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Donc, il existe deux valeurs distinctes A,,A, € R tel que A, o =W etsi ¥ estun vecteur propre de

i

1 Y Y
A associé a la valeur propre u, on a AY=uY=|{A—— 1Y, on a B =\ , donc
propre K " ( k.j (x;lyj '(x;lyj

l

Y
( A _IYJ est un vecteur propre de B associé€ a A, .

Si (Y,...Y

p) est une base de E, le sous-espace propre de A associé a u, la famille

Y, Y
H;\‘ 1 j, e (7% fY D est une famille libre de F; le sous-espace propre de B associé a A, donc :

P

dimF, 2dimE,.

Ainsi,ona dimF, =dimF, =dimE,, et Y, dimF =2 Y dimE,.

AeSp(B) HeSp(A)
Alors :
A diagonalisable <« ) dimE,=n < ) dimF, =2 ) dimE, =22 < B diagonalisable.
ueSp(A) AeSp(B) ueSp(A)




