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Corrigés de la série 2 - Mines-Ponts

Planche n° 5

o o . 1 — . »
I) Justifier I’existence de I ,€ "Intdr, puis en donner une valeur approchée sous forme de nombre

. N -3 N . A, 2 P 3N
rationnel a 10™" pres (on pourra faire apparaitre un développement en série entiere usuel).

I) Soit ne N et (a,),., € K"". Montrer que :

k=0

(a,20) & (v 0eK[X],APeK[X], iakP(k) = Qj.

D J-;e_’lntdt est impropre en 0, mais ‘e"lnt‘;|lnt| et J-0|1nt|dt converge donc J-;e_’lntdt

converge. On a J-;e" Inzdt = J’;(zglnqdﬁ
n=0 n.

(=0

n!

Pour tout ne N, t > Int est définie, continue et intégrable sur / =]0,1], avec :

|y

'[0 n!
1 1 1
Ona —— 0(?j,d0nc ZIO

(n+17’n!

lntdtz—J'Olt—'lntdt—
n!

C(n+1)’n!’

Int

dt converge. Alors :

="
!

n

L N[ v =™
_[Oe lntdt—;jo | lntdt—Zm.

n n=0

_ n+l
Siu,= %, la série ZMn vérifie le critere spécial des séries alternées donc, pour tout ne N :
n+1)"n!
‘Ile_'lntdt—ZMk <lu,.,|-
0 k=0
1 -3 PN -3 N
Et |u5|=—<10 ,donca 107" pres :
4320
4
['ermrdr=Yu =—1es-Lo L_L__ 3BT
0 = 4 18 96 600 7200
skekskokksksk

II) Ona ne N et (q,),,., € K. Onveut:

(a,20) & (vge K[X],3!'Pe K[X], Zn:akp“‘) :Qj

k=0
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p
(=) On suppose que a, #0. Soit Q = Zkak € K[X] avec b, #0 (donc degQ = p).

k=0

Analyse : Si P existe,ona Q=Y a,P* =a,P+) a,P" avec deg (Z akP(k)j <degP-1.
k=0 k=1 k=1

n P )
Comme q, #0, deg(ZakP(")j:degP:degQ = p. Posons alors P = ch.X’ avec ¢, 20.

k=0 i=0

p T ‘
Pour tout k€ [0, p], P* = ZCi(l—}c)'X”k , donc :
i=k l—K).

Q:Zn:akﬂ“ziiakq _” Xf‘kzzp:b.xf.
k=0 (i—k)! !

k=0 i=k Jj=0

En identifiant les coefficients, on obtient un systtme échelonné en les ¢, dont tous les pivots
(coefficients diagonaux de la matrice triangulaire associée au systéme) valent g, # 0. Le systtme
admet donc une unique solution, ce qui donne un unique polynéme P.

Ainsi, si P existe, il est unique.

Synthese : Réciproquement, le polyndme P dont les coefficients sont les composantes du systeme

n
mentionné ci-dessus, est vérifie Z akP(k )

k=0

= Q (il est construit de cette fagon).

(<) Onsuppose: VQe K[X],3!'Pe K[X], Zakp‘“ =Q.

k=0

Soit Qe K[X] et Pe K[X] tel que ZakP(k) =Q. Si a,=0, alors ZakP(k) =(Q et pour tout

k=0 k=1

ce K, > a,P" =Q avec P.=P+c.Donc le polyndme P n’est pas unique, ce qui est absurde.
k=1

Ainsi, a, #0.
Planche n° 6
) +e th —th
I) Existence et valeur de j t(3x)—tx dx.
0 X
II) Montrer que si z;,, z;, ..., 2, sont des complexes deux a deux distincts, la famille des (X —z,)"

est libre dans C[X].

th(3x)—thx “9 et x s th(3x)—th x est

I) Ona th(B3x)—thx=3x—x+0(x)=2x+0(x), donc lim
0 0 x—0 X X

prolongeable par continuité en O : .[ OM dx converge.
X
Par ailleurs :
ef—et 1-e ™ 2k e ~2x —2x -2x
thx=———= ——=-e)|l-e"+o(e™)|=1-2¢"+0(e ™).
e +e I+e oo e
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Donc :
_ 27 + 0(e™™)
th(3x) th.x :l([l_ze—éx + o0 (e—6X)}_[1_26—2X +0 (6—2)()}) — + o0 =0 (izj )
X X +oo + o0 X +ol x
Ainsi, IMM dx converge.

X

+o th(3x)—thx

Donc, dx existe.

+eoth x—1

On montre comme plus haut que pour tout €>0, j dx converge et avec x=3u,ona:
€

X

J'+°° thx—1 dx=j+m th(3u) -1

€ X e/3 u

du.

Donc :

rw th(3x)—th x dr= e/3 th(3x) th x rw th(3x) 1 3 j +eothx—1 I
0 X 0
IE” th(3x) th x I

0

+eoth x — 1d

dx

B s/3th(3x)—thx e thx—l
_J-O — dx—.[

jmwd Ig thx L/S X

0 X
ja/%Md I th—xdx+ln3
0 X

. _thx th x C th x
Comme lim——=1 et x — —— est prolongeable par continuité en 0 et .[ R dx converge.
X X

x>0 x

Alors :
J-+»oth(3x)—thxdx:hmDafatth)—thxd I th—xdx+ln3}—ln3.

0 X £e—0 0 X

skokeskoskosk skok

ID Soit (ay, a,,...,a,)e C"" tel que Y a,(X —z)"=0.0na:

k=0
Zak(X z,)" —Zzak(.j(—zk)iX"‘i—Z(zak( ) j(j X",
k=0 i=0 l i=0 \ k=0
Donc Zn:ak(X —z.)" =0 équivaut a Zn:ak (—z,)' =0 pourtout i€ [[O,n]], soit :
k=0 k=0
a, 0 1 1 1
v| 4= 0 avec V = _,ZO o T
a,) \0 (=2z)" (=z)" - (=z)
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Les z, étant distincts deux a deux, le déterminant de Vandermonde detV n’est pas nul, donc V est
inversible, ce qui veut dire que la seule solution du systeme est le vecteur nul, soit a, =...=a, =0 et
ainsi, la famille des (X —z,)" est libre dans C[X].

Planche n° 7 (cf planches 1 et 11)

I) Onnote D, le nombre de permutations sans point fixe de |I1, n]] avec par convention D, =1.

(n
Montrer que Z(ijk =n!.

k=0

Dn

Montrer que Z

' x" aun rayon de convergence au moins égal a 1.
n20 M-

On note S sa somme sur ]—1,1[ . Calculer 7(x) =e"S(x) et en déduire une expression de D, .

II) On donne n =2 variables aléatoires réelles discretes et indépendantes X ,..., X, © % (p) avec
Xl

pel0,1[.Onpose U=| | |et M =U'Ue M,({0,1}).
X

n

Donner les lois de rg(M) et Tr(M) . Quelle est la probabilité que M soit une matrice de projection ?

I) Remarquons déja que le nombre de permutations sans point fixe de n’importe quel ensemble de
cardinal nest D, .

Le nombre total de permutations de [[1,n]] est n!, mais c’est aussi de ou d, estle nombre de
k=0

permutions de [[1,n]] laissant n—k points fixes. Pour construire une telle permutation, il y a

n n
( kj :(k] possibilités pour choisir n—k points fixes, et D, permutations faisant bouger les k
n —

n " " (n
¢léments restants, donc d, = (k]Dk et ainsi, de = Z(ijk =n!.

k=0 k=0
sfskoskoskoskoskok
Dn

D
On montre par récurrence (comme dans la planche 1) que '; <1, donc que Z
n!

n20

x" aun rayon de

convergence au moins égal a 1.
skokeskoskosk skok

D . x" L
Pour tout xe |-1,1[,ona S(x)= Z ’; x" et e = Z T et les deux séries convergent absolument,
n=0 n: n>0 n.

n n—k
donc le produit de Cauchy Z[Z(% x* )(( X o 'H converge vers T(x) =e"S(x), soit :
k=0 ! n— !

weso- 38 e A

n20 | k=0 w0 N!0 n>0
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- X

On a donc pour tout xe ]—-1,1[, S(x)= et a nouveau avec un produit de Cauchy :

( x)n —k ( l)n —k
S(x)= = { x*
=22 o 2 e
Comme
n>0 M-
& (=D n!
T (n=k)! '
skeskoskoskeskeskosk
II) Ona M :(Xl.X 1')1 . Remarquons que la j*™ colonne de M est X ;U , donc le rang de M est
<i,j<n
auplus 1 et:
rgM)=0 & M=0, & Vje[lLn],X,=0.
Or, P(Xj =O) =1-p etles X, sont indépendantes, donc P(X,=..=X,=0)=(1-p)" et ainsi, si

R=rg(M),ona R(Q)={0,1},avec P(R=0)=(1-p)", donc:

rgM) < Z(1-(1-p)').

sfskoskoskoskoskok

Ona Tr(M):Z:Xl.2 et comme pour tout i € ﬂl,n]], X,(Q)={0,1},0ona X =X,, donc :

Tr(M)=>)X,.
i=1
Alors :
Tr(M) © Z(n,p).
skskskskskskk

Si M est une matrice de projection, on a Tr(M ) =rg(M ), donc Tr(M) =0 ou 1, ce qui veut dire que
soit tous les X, sont nuls, soit tous les X, sont nuls sauf un.

Réciproquement, si X; =1 et X, =0 pourtout j#i,ona M =E_ et M® = Elzl =E, =M, donc M
est une matrice de projection.

Ainsi, M est une matrice de projection si et seulement si 7r(M ) <1, donc la probabilité que M soit
la matrice d’une projection est :

P(Tr(M)<1)=P(Tr(M)=0)+P(Tr(M)=1)=(1-p)"+np(1-p)"" =(1+(n-1)p)1-p)""

Planche n° 8

< dt . .
I) Montrer que f: x> j T peut étre prolongée en une fonction continue sur R, .
* Int

Montrer qu’elle est alors de classe C™ sur R, mais pas sur R, .

5
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II) Montrer que si deux matrices A et B, carrées, complexes de taille 2 commutent, alors A est un
polyndme en B ou B est un polyndme en A. Cela reste-t-il vrai pour des matrices de taille 3 ? Pour
des matrices a coefficients réels ?

I tHl— est continue sur ]0,1[ U ]1,+ o[ estsi x appartient a ]0,1[, x* aussi, si x appartient a
nt

11,4 o[, x* aussi. Ainsi, f est définie sur ]0,1[ U ]1,+oo[. Pour O0<x<1 :
x(x 1)
2In

x(x 1

< dt < dt
X <t<x = — < f)<| — < <=2z
[ <) [ — ()

lim f(x)=0

U

2

<r<x = — <— = x’In2< f(x)<xIn2
L Int L tlnt L Int J@)
= lim f(x)=In2
x—1"
Pour x>1 :
l<x<t<x? — 2 = xIn2< f(x)<x*In2
L Int L tInt L Int F&)

= lirr11+f(x)=ln2
Donc f(0)=0et f(1)=In2.

fest dérivable sur ]0,1[ U ]1,+ o[ et pour tout x€ ]0,1[ U |1,+ oo, f'(x)zjlc—_l.
nx

est de classe C™ sur ]O,1[ U ]l,+ o[ et lim '(x)=1, donc fest C'en 1.
f

De plus, au voisinage de 1, _Inx —Z( D’ (x 1)" donc C” en let f' aussi.

f(X) x-1 &
1 1

Ona lim f'(x) =0 donc fest C'en0, et f"(x)= - -+ ! >, donc lim f"(x)=+o0 et
X0 Inx (Inx)" x(nx) x=0*

fn’est pas C’en 0.

sfskoskoskoskookok

II) A est trigonalisable, donc il existe Pe GL,(C) telle que A'=P'AP est triangulaire supérieure.

Alors, A' et B'=P 'BP commutent et si A' est un polyndme en B' ou vice-versa, il en va de

ab
méme pour A et B. On peut donc supposer A triangulaire supérieure, soit A =( ]
c

Remarquons que si X, = X°—pX —q,ona A® = pA+ql, d’apres le théoréme de Cayley Hamilton.

Alors, si B=P(A) avec Pe C[X], il existe (k,k")e C* tel que B=kA+k'l,.

—

bd=ba.+(c—a)P
(c—a)y=0
by=0

BA= AB (aoc ba+cB]:(a0L+by aB+b5] -

ay by+cd cy cd
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e Sia=cetb=0,alors A=al, =aB’ estun polyndme en B.

01 o= o _
e Sia=cetb#0,alors l(A—alz): et ,donc B= p :la(x_cz{‘S12+EA est
b 00 |y=0 0 o b b

un polyndome en A.

=0
. oc— 0 d—a
e Sia#c,alors S—q,donc B= ¢ a12+
= c—a c—a
c—a

A.

Ainsi, soit A est un polyndme en B, soit B est un polyndome en A.

sk ok ok ok
100 001

Soit A=|0 2 O|et B={0 0 0|.Ona AB=BA=8B.
001 000

Comme A est diagonale, P(A) est diagonale pour tout Pe C[X ], donc ne peut étre égal a B.

a 0b
Ona B’ = 0,, donc pour tout Pe C[X], P(B)=al,+bB=|0 a 0 |, qui ne peut en aucun cas étre
00 a
égal 2 A.
Ainsi, A n’est pas un polyndme en B, et B n’est pas un polyndme en A. La propriété ne reste pas
vraie pour des matrices de taille 3.

skekskekosksksk
Soient A et B deux matrices carrées, réelles, de taille 2 et qui commutent.

Quitte a intervertir A et B, et d’apres ce qui précede, il existe deux complexes a et b tels que
B=al,+bA.On aalors :

B=B=al,+bA=al,+DA.

Donc :

b+b
+

1 = a+a
B:E(alz+bA+alz+bA): -

A= P(A).

+a +b . . .
Comme a 2a et b 2b sont réels, on a B=P(A) avec Pe R[X] et ainsi, la propriété reste vraie

pour des matrices a coefficients réels.




