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Corrigés de la série 4 - Mines-Ponts

Planche n° 13

I) Nature et calcul de .[ 0+ “ o Lntalt}a’

X

IT) Réduire ¢, définie sur M, (K) par ¢(M)=M +tr(AM)A ou A est fixée dans M, (K).

I) Soient x,Ae ]R*+ .Ona:

dt .

Asint 1-cost " Al—cost 1-cosA 1-cosx Al—cost
j dt = +j - +j

dt =
x o t x o f? A X x o f?

Ona lim I_Cﬂzo et 1= CZOSt 0(%) donc rml_CzOStdt converge.
Ao +oo A t t x t

. . [+=sint
Ainsi, J- ——dt converge avec :
x t

+oo smt cosx—l +e]—cost
X + dt.
-], i

) ! . , sin x

La fonction fest alors de classe C* sur R avec f'(x)=— .
. cosx—1 . 1l—cosx 1 +o]—cos

De plus, lim =0,et im — =— donc I dt converge.

x—0 X x—0 X 2

. C ~]— cost

Ainsi, f se prolonge par continuité en O (avec f(0)= I dt) et, comme hm f'(x)=—- f

est de classe C' en 0, donc sur R, .

Pour tous X e Rt , on peut alors intégrer par parties :

[T rdx=[xf ]y [ xf dx=[xf ] +] sinxdx

X X
cosx—1 +e ] —COSt X +e ] —COSt + ] —coSt
:{x( +I o dtﬂo +[—cosx]0 { 1+x.[ . dt}0 :X.[X 2 dt

X * t

Soient X, A€ Rt ,ona

A
jAl_CZOStdt:jAlzdt— Acozst t:[—l} [smt}
X g X ¢ X ¢ tl, |t

1 1 sinA sinX

Asin t

ASll’lt
x £

Et quand A tend vers + oo (tous les termes admettent une limite), on obtient :

+e]—COSt 1 sinX +eo §iN 1
[ Sdi=—+ ——2f T—ar.
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Alors :
X sin X +o0 8iN ¢
[, Fde=1+ —2X | Sdr.
Et, pour tout X € R", XJ-MLI:tdt SXJ-m%dt:L,donc quand X tend vers + o :
: X ot X ot 2X
+oof 4o SINT +oo
J’O (J’ Tdtjdx:jo fx)dx=1.
skskskoskskoskek

II) Remarquons que la question a du sens car ¢ est un endomorphisme de M, (K) (entre autres, car
la trace est linéaire).

Soient Ae K et M € M, (K) tels que ¢(M)=AM . On a alors :

M+tr(AM)A=AMM & (A-DM =tr(AM)A.
Si A=1,ona tr(AM)=0 car A#0,. Or, I’application M > tr(AM) est une forme linéaire sur
M (K), et {MeMEK)\OM)=M}={Me M, (K)\tr(AM)=0} est le noyau de cette forme
linéaire, donc est un hyperplan de M, (K).

tr(AM)

SiA#l,ona M = Ae Vect(A) et réciproquement, si M =0A avec ooe K,ona:

O(M) = 0(0A) = ad(A) = o A+1r(A")A | =a(1+1r(A%)) A=(1+1r(A%))M .
Ainsi, 1 est valeur propre de ¢, de sous-espace propre associé E, ={M € M, (K)\ir(AM) =0}, et:

e i tr(A*)=0, laseule valeur propre de ¢ est 1 ;

o sitr(A’)#0, 1+r(A%) est valeur propre de ¢, de sous-espace propre associé Vect(A) .

Planche n° 14

I) Etablir la convergence uniforme de la suite de fonctions ( f, )n avec f (x)=e ™ —=(1-x)".

eN

La série de fonctions z f, converge-t-elle ?

II) Trouver les nombres complexes z tels que le triangle ABC avec A, B et C d’affixes respectives
7, 7> et Z° ait I’origine pour orthocentre.

I) Ona:
+ o0 quand x<0
lim f (x)= 0 quand 0<x<?2

n—+oo

pas de limite quand x>2

Ainsi, (f, )nEN converge simplement vers la fonction nulle sur [O, 2 [ (et ne converge pas ailleurs).
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Pour tout ne N*, f, estdérivable, de dérivée f ': x> — n[ T —1=-x)" 1] .Ona:
£,'((0)20 & e™<1-x)"".

Sur [0,1 [ , ceci équivaut a —nx < (n—1)In(1-x), soit A (x)=(n—-1DIn(l1-x)+nx>0, donc f, ' est
du signe de h, sur [0,1].

11_ x.Onadoncpour nx2:
-X

® gsur [O,l [ , h, estcroissante de i, (0)=0 a h, (lj >0, donc positive ;
n n

La fonction £, est dérivable sur [0,1[, de dérivée h ': x>

® sur [l,l[, h, est décroissante de &, (l
n

jz 0 a — oo, donc s’annule une fois en o, d’apres le
n

théoréme de la bijection continue, et A, est positive sur [—,ocn [ et négative sur [Ocn,l [ .
n

On obtient alors le tableau de signes :

1 2
X 0 — a, - 1
n n
h, (x) + 0 -
J,'(x) + _

Alors :

e sur [0,0, [, f,' estpositive, donc f, est décroissante de f,(0)=0 a f,(c,) 20 ;

e surfa,,1[, f,' estnégative, donc f, estdécroissante de f,(o,) & f,(1)=¢"">0.

=f (o) etcomme h (o )=0,0ona (1-o ) =e " (1-a,),dou:
[0,1[

:e nocn _(1_an)n — e—ncxn _e—n()(,X (1_an) :e—n(x,,a

-
[0.1[

1 1 !
Ona a, e {—,l{, donc no, =1 et sup|fn|S—ocn.Enf1n:
n 10,1 e

h(zj (n— 1)1n(1—2j+2 n-p[-2-2-2 4 (Lj =24 o (sz
n n n* 3n’ no+=\n 3n° no+e\p

2 | 2 )
Donc, h, | — [<0 apcretainsi, — <o, <—,donc lim o, =0.
n n n n—+eo

1 . .
Avec sup| 1, | <— (x , on obtient lim sup| f, |—0 et donc (f,) . converge uniformément sur [0,1 [
[0.1] LRl (NT] "

Soit maintenant, a€ |1,2[ . Pour tout xe [l,a] :
|f, ()| <e " +[1-d|".

Comme |1 a| <l,ona lim [<e +|l a| J 0 et par hypothése de domination, la suite (f,)

n—+oo neN

3
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converge uniformément sur tout segment [l,a] inclus dans [1,2[, donc, avec la convergence

uniforme sur [O,l [ , ( fn) converge uniformément sur tout segment [O,a] inclus dans [O, 2 [ .

neN

<e™ +|1—x|" <2, donc

Enfin, pour tout neN et tout xe[0,2],

sup |f (x)| existe. Mais, pour tout ne N, f2n+1(2) = ?* 1+1>1, donc sup |f2 +1(x)| >1 et ainsi,
x€[0,2[ x€[0,2

la suite [ j ne converge pas vers 0, donc la suite (f, )nGN ne converge pas
neN

xe[0,2[

uniformément sur [0,2 [ . Finalement :

La suite ( f, )’Z converge uniformément sur tout [O,a] inclus dans [0, 2 [ , mais pas sur [0, 2 [ .

cN

sskskoskoskoskok
Pour tout ne N, £, (0)=0, donc z £, (0) converge et z f,0)=0.
n=0

Pour tout xe ]0,2[,ona I-xe ]-1,1[ et pour tout Ne N :

N N N 1_6—(N+1)x 1_(1_X)N+1 1_6—(N+l)x 1_(1_X)N+l
X)=) e = (1-x)"= - = - .
;f"( ) HZ:(; ;( ) l-e " 1-(1-x) l—e™ x
u 1 1 - 1 1
Donc, lim Z f,(x)=—————,donc z f,(x) converge et Z f,(x)= — .
N =t oo e I-e* «x =0 1- X

Ainsi, la série Z f,(x) converge pour tout xe [0,2[ (et diverge grossierement sinon).

skokeskoskosk skok
II) L’origine O du repere est I’orthocentre de ABC si et seulement elle appartient a deux hauteurs
du triangle, par exemple les hauteurs issues de A et de B, ce qui revient a :

OA.BC =0B.AC =0.
Et:

OA.BC=0B.AC=0 < Re[Z;.2; |=Re[Z;.2..|=0
& Re[Z,(zc ~2)] = Re[Z, (2~ 2] =0
s e[z(z -z )] Re[f (z*—z)]:O
& e[|z| (z —Z)} Re[|z|2 (zzf—Z)J:O
& Re[7’-z]=Re[’7-7]=0
Or:
Re[zz—zJ=%(z2—Z+ZZ—Z)=%(ZZ+ZZ—(Z+Z))

Re[zz—z —;(zz Z+22z—z)=%((|z|2—1)(Z+3))




PSI*

On obtient :

OA.BC=0B.AC=0 &

ou z=0

z=e" L=e
& ou 1 ou z=0
cosf=1 cosO=——

< z=1 ou z=j ou z=} ou z=0
La solution z =1 est exclue (car dans ce cas,ona A=B=C #0), donc :
Les solutions sont donc 0, j et ;

Dans les deux derniers cas, ABC est équilatéral de centre O.

Planche n° 15

I) Soit u un endomorphisme d’un C -espace vectoriel E de dimension finie.

On suppose u diagonalisable, de valeurs propres distinctes A, ..., A, .

4
Montrer qu’il existe p endomorphismes u,, ..., u, tels que pour tout Pe C[X], P(u)= ZP(?»l.)ui .
i=1

Montrer que pour tout i€ [1, p]|, il existe P, € C[X] tel que u, = P.(u).
Réciproquement, montrer que si u# est un endomorphisme tel qu’il existe p endomorphismes

p
Ups ooy U, vérifiant pour tout Pe C[X], P(u) = ZP(ki)ui , alors u est diagonalisable.

i=1

ITI) Convergence de la série de terme général u, = jol cos (nt*)dt .

I) Comme u est diagonalisable,ona E=FE ®..® E, ol E, est le sous-espace propre associ€ a A, .
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Pour tout i€ [[1, p], soit u, € L(E) tel que ul.|E’ =id,, etpourtout x€ E; avec j#i, u,(x)=0.

Soit Pe C[X].

Pour tout i€ [[1, p] ettout x, € E, ona u(x,)=Ax =Au,(x,) et Pu)(x,)=PA)u,(x,).

Alors, pour tout x=x,+..+x,€ E avec x,€ E, on a u,(x)=u,(x)+...+u;(x,) =u,(x;) pour tout

ie[L, p], donc P(u)(x,) = P(A)u,(x) et:

Pu)(x) =3 Pa)(x) = PO\ Ju;(x) = {Z P(%)u,}(x)

)4
Ceci étant vrai pour tout x de E, on a bien P(u) = z P\, .
i=1

skskoskoskeskosksk
P
IT x-2)
Posons pour tout i€ [1, p], == (polyndme de Lagrange). On a pour tout i€ [[1, p] :
[T x-2)
JEL i

p
Pu)=Y P\ )u,=P\)u, =u,.
J=1
sesfeskoskoskoskook

p
La réciproque a été vue dans la planche 11 (il suffit de remarquer que H(X —A,) est un polyndme
i=l

annulateur de u, scindé a racines simples).

kokeskokoskokosk

II) Pour tout ne N, on a pour tout 7€ ]0,1] :

(n+)? Sln((n—i_l)tzj
n no i(n+Dr* _ T 2
Zcos(ktz)zRe(Z(e” )"jzRe(#JzRe - _
=0 =0 e’ —1 it .t
e? sin| —
2 2 2
o sin((n_i_l)t ] os(m]sin((n+l)t j
=Re|e 2 2 2 2
t* t*
sin| — sin| —
t* t* t?
sin| 2n+1)— |+sin| — | sin| 2n+1)—
2 2 2

= = +1

2 2
2sin L 2sin L
2 2
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t 1’
sin| 2n+1)— sin| 2n+1)—
[( )ZJ 2n+1 (( )2
2 2
2sin r 2sin r
2 2
. t’ . t’
sin| 2n+1)— sin| 2n+1)—
1 & 5 1 2 1 1 2
uk=j Zcos(kt) dt:J- +1|dt=1+—=1, avec Inzj dt.
= o\ =0 0 2

2 0 2
2sin L sin r
2 2
Posons, pour 7€ ]0,1] :

ﬁ_ t2 L + 2 2k+1 too (- l)k ﬁ 2k+1
1 L |_,2 " ( j 2 ;(Zkﬂ)'( j _ ;(2“3)!(2}
tsin(72) 2] 2 m(ﬁj RYERPY T o (o)

22 5;<2k+1>' Z(2k+1)'( ]

La derniere formule montre que g se prolonge en 0 en une fonction de classe C~ sur [0,1] (car
quotient de deux séries enticres et le dénominateur ne s’annule pas).

Comme quand t =0, t > est intégrable sur [0,1] et :

gt)=

On peut alors écrire :

sin((2n+l)t2j sin((2n+1)t2j 2
1,=] dr=|' dt+joltsin((2n+l)%jg(t)dt.

0 (ﬂ] 0
sin| —
2

2
On pose u=(2n+1)%, soit dt =———

t2
5

—=du dans la premiere intégrale et, comme les

NS

: r :
fonctions g et ti—)cos((2n+1)5j sont C' sur [0,1], on peut intégrer par partes la seconde

intégrale, ce qui donne :

2nil sinu 1 1 2 1
1,1=(2n+1)j0 [mf { lcos[(2n+l) Jg(t)}o+

1 ),
il IO cos [(211 + DEJ g'(Hdt

Soit :

NV2n+1 —smu 1 2n+1
I = du + —CoSs

1 tz ,
o2 0w 2n+1 jg(1)+jocos((2n+1)3jg(t)dt]

Ona:

1
<|e|+] |g'®)|dt, donc:

2n+1 i )
_Cos( : jg(l)+jocos (2n+1)3jg(t)dt

. 1| n+l1 | 2
nlirpw(zn_i_l —cos( ”2+ j g(1)+ I()cos((ZrHl)%j g'(t)dtDz




PSI*

+e SN U

sinu
converge, donc j
N

wdal®

du converge et :

ek e

lim j+°° s1nu
n—+oo| J0 u\/7 0 \/7

+e 8in u, 2(k+Dm SN U
De plus, I Zj ——=du etpourtout ke N :
k=0

u / 2km u /
j 2(k+D)m sm u I 2kt sm u j 2kn+27 §in u J» 2km+n SIN U j 2kn+n - sin(u + T0)

———— u —_—
2kntn u\/_ 2%n u\/; 2%kn (u+n)\/m

2km+T sm u 2kT+T Sin u 2km4+T 1 .
= .[ J- J- sin udu
2km 2 (u+T)Nu+ TE 2km u\/_ (u+mu+m

du

2km 2km

2(k+D)m Sin U

Uty \/;

Et comme ( jsinu>0 sur ]O,w[, on a I du>0 pour tout

1 1
u\/;_ (u+mNu+m

. . [t+esinu
ke N et ainsi, J-O

uu

du>0. Alors :

. J2n+1 .[ 2ntl sm ooy
oo
n—>+oo

1
Finalement, on obtient lim /, =+oo et donc, la série de terme général u, = IO cos (nt?)dt diverge.

n—>+o0

Planche n° 16
a 000O00O0
0Ob 1000
A loobo0o00
I) Trouver les polyndmes annulateurs de M = 000c00l
0001¢c¢O
000O0T1°c

II) Soit H, définie par H(0,0)=0 et H(x,y) = pour (x,y)#(0,0).

x4y
(x4 + yz)\/x2 + y2

La fonction H est-elle continue sur R? ?

I) On suppose a, b et ¢ distincts deux a deux. On peut écrire :

a (0) (0)
= (0) M, (0) |e M (K)
0 O M,

avec M, :(8 [D et M, =

S = 0
—_ 0 O
o OO
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Soit Pe K[X].Ona:

Pa) (0) (0
PM)=| (0) PM,) (0)
© O PM,)

Donc, P(M) =0, si et seulement si P(a)=0, P(M,)=0, et P(M,)=0,.

On a P(a)=0 sietseulement si X —a divise P.

La seule valeur propre de M, est b et (M,—bl,)* =0,, mais M, —bl, #0,. Donc, P(M,)=0, si et
seulement si (X —b)* divise P.

De méme, on a (M, —bl,)* #0, et (M,—bl,)’ =0,, donc P(M,)=0, si et seulement si (X —c)’
divise P.

Ainsi, P(M)=0, si et seulement si X —a, (X —b)* et (X —c)’ divisent P, autrement dit, les

polyndmes annulateurs de M sont les polynomes de la forme (X —a)(X —b)*(X —c)’Q avec
Qe K[X].

skokeosk skosk skok

II) Ona (x*+y*)yx*+y* =0 siet seulement si (x,y)=(0,0).

Comme (x,y) > x*y et (x,y) > (x* +y’)\/x’ +y° sont continues sur R*, H I’est aussi en tant que

quotient de telles fonctions. On a pour tout (r,0)e R xR :

r? cos® 9|sin 9|

2

‘H(,»Cose,rsine)‘ - r?cos*O+sin’ 0

1°" version :
Soit e€ R, tel que €< 1. Pour tout (r,0)e R xR tel que r<¢,ona:

o i |sin6|££,alors cos’0>1-¢*>>0,donc r’cos*O0#0 et:

r? cos? 9|sin 9|

‘H(rcose,rsine)‘ﬁ o =|sin9|$8.
® i |sin 9| > ¢, alors |sin 9| #0 et:
2 Aol > >
‘H(rcose,rsine)‘ < COS, (29|sm6| < 'r <& _¢.
sin” 6 |s1n9| €

Ainsi, pour tout €€ R’ et tout (r,0)e R, xR tel que r<¢, on a ‘H(rcos@,rsin@)‘ée. Ceci

prouve que lirr(l)H(rcos 0,rsinB) =0, donc que lim H(x,y)=0=H(0,0), et donc que H est

(x,y)—(0,0)

continue en 0 et finalement, H est continue sur R?>.
2°™ version :
Si cos®=0, alors ‘H (rcos®,rsin 9)‘ =0 etsi cosO#0, on a ‘H (rcos®,rsin 9)‘ =f (|sin 9|) avec

at
a+t

fit et a=r’cos' 0>0.

2
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( . o . 1
Une étude rapide de fsur R, prouve que f est positive et admet pour maximum E\/Z enva.

On a donc, pour tout (r,0)e R, xR :
|H (rcos®,rsin6) S%\/rz cos* @ :%rcos2 GS%r.

Le théoreme des gendarmes permet alors d’affirmer que lirr(l)H (rcos®,rsin®)=0, donc que

Iim H(x,y)=0=H(0,0), et H est continue en 0.

(x,y)—(0,0)

10



