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Corrigés de la série 5 - Centrale-Supélec

Planche n° 31
Soit Ae M, (R) possédant p valeurs propres distinctes A,,...,A, avec 2< p <n. On suppose que
pour tout i€ [2,]9]] , 7»1.| <|7»1| ().
k+1
1) Pourtout ke N tel que Tr(A*) #0, on note t =uk).
Tr(A%)

Montrer que la suite (z,) est définie a partir d’un certain rang, qu’elle converge et déterminer
sa limite.

2) Justifier que si ’hypothese (¥) n’est pas vérifiée, le résultat précédent peut étre faux.

1 0 0 1 0 0
3) Soit A=|-2 3 1 |etB=|0 1 1
4 -4 -1 0 0 1

a. Montrer que A et B sont semblables.

b. Déterminer la limite de %Ak quand k — + oo,

1) Notons, pour tout i€ [2, p], n, la multiplicité de A, .

La matrice A est semblable (dans M, (C)) a une matrice triangulaire supérieure 7 dont les
coefficients diagonaux sont les A, apparaissant n, fois sur la diagonale. Alors, pour tout ke N, A*

est semblable 4 T*, qui est une matrice triangulaire supérieur dont les coefficients diagonaux sont
les A\, apparaissant n, fois sur la diagonale. Ainsi, pour tout k€ N :

Tr(AY) =Tr(T") = Zp:nikf :

i=1

, ceci implique que A, #0 et, pour tout i€ [[2, p], k_l <1,
1

A<

Comme pour tout i€ [[2, p],

k » }\’ k
donc lim (%j =0. Alors, on peut écrire pour tout ke N, Tr(A") =} {nl +yon, (k_lj } et :
1

k—+oc0 ey |

k
lim 274D _

k —+o0 }\’f

Ainsi, Tr(A") T nA; et comme nA{ #0 pour tout k€ N, on a bien a partir d’un certain rang ,
—+ 00

Tr(A*)#0 et ainsi :

La suite (,) est bien définie 2 partir d’un certain rang.
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Tr(A*) A
Tr(A*) k=+= A

De plus, comme A, # 0, on peut écrire ¢, = =\, etdonc:

lim 7, =4,

k—+oo

2) Si on prend A:((l) _01) ona Sp(A)={-1;1}, avec |-1|=[1| =1, donc I'hypothése (*) n’est pas

. 1 0 . . .
vérifiée et pour tout ke N, A" = (O ( l)kj’ donc Tr(A*)=1+(=1)* =0 pour tout entier k impair.
Ainsi :

Si I’hypothese (*) n’est pas vérifi€e, le résultat de la question 1 peut étre faux.
0 0 0 0 0 O
3) . Ona A-I,=|-2 2 1 et B=I,=|0 0 1]|.On aalors rg(A-1,)=1 (car les trois
4 -4 -2 0 00

colonnes sont proportionnelles et non nulles) et en notant (e,,e,,e,) la base canonique de R® et u
I’endomorphisme de R’ canoniquement associé 2 A-1I,, on a —u(e)=u(e,)=2u(e;), donc
ker(A—1I,)=Vect(e, +e,,e,—2¢,) et u(e;)=e,—2e,. La famille (¢ +e,,e,—2e,,e,) est
génératrice de R? (car ), donc c’est une base de R’ etona:

0 0 O
(u)y=|0 0 1|=B-1,.

0 0 O

(e,+ey,e,—2e3,3)

Donc, A—1, et B—1I, sont semblables, ce qui permet de conclure que :

A et B sont semblables.

b. Posons N=B-1,.
Ona N’=0, etcomme N et I, commutent, on peut écrire pour tout ke N :
(kY .
B' =(I,+N)* =Z( ‘jN’ =1, +kN.
=0 \ !
Alors, comme A= PBP ' avec Pe GL,(R), on a pour tout ke N":
Ly~ Lppept :lP(I3 +kN)P™' :113 +PNP™!
k k k k

=%13 +P(B-1,)P"! =%13 +PBP™' -1, =%13 +A-1,

.1
lim —A", =A-1,

k—+o [




PSI*

Planche n° 32

Soit (F,) . lasuite de Fibonacci définie par F, =0, F, =1 et pour tout ne N, F, , =F, +F,

n n+l

k
X

1—x*°

On note B la racine négative de X*— X —1 et f:]—l,l[—)R;xHZ
k=1

1) Montrer que fest bien définie et de classe C' sur |—1,1[.
k

. . . Lo X . .
2) Ecrire une fonction f (n,x) qui renvoie Zl — et une fonction Tracef (n) qui trace la
k=1 1—X
fonction x> f(n,x) sur |—1,1].
: : , . oo | . .
3) Ecrire une fonction SommeFibo (n) qui renvoie ——, puis conjecturer la valeur de
k=1 %2k

- 1
Y ——V5 (B -7 BY).
k=1 Lok
4) Exprimer F, en fonction de n et 3, puis prouver la conjecture.
. . .. 1
5) A l’aide d’une comparaison série-intégrale, montrer que f(e ') ~ . 2y,
y- y

k

1) Posons, pour tout ke N°, f, : x> -
—Xx

e Pour tout xe |-1,1],

£ (x)| T |x|k et la série géométrique Z|x|k converge car |x| <1,
—>+oo
donc Y’ f, converge simplement sur |—1,1].

* Pourtout ke N', f, estdeclasse C* sur |—1,1[ (car définie et rationnelle) avec :
filixe

e Soit ac]0,1] et ke N'.

Pour tout x€ [-a,a],ona x* <a" <a,donc 1-x*21-a* 21-a>0et:
1 1
0< — < =
1-x) (1-a)

Alors, pour tout x€ [—a,a] :
|k—1

lf(lk_l

|f '(x)| _ k|x < 1
¢ (1-x)? " (1-a)’

k-1

Or, la série enticre ka a le méme rayon de convergence que Z)ck , c’est-a-dire 1, donc

la série Z:ka"_1 converge. Ainsi, la série de fonctions z f.' vérifie donc I’hypothese de

domination sur [—a,a], donc converge uniformément sur [-a,a].
+ o0

On peut alors conclure que f =" f, est définie et de classe C' sur [—a,a].
k=1
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Ceci est vrai pour tout a€ ]0,1[, donc avec ]—1,1[:Ua€]01[[—a,a] :

La fonction f est bien définie et de classe C' sur |—1,1].

2) et 3) Python

4) Lasuite (F,) _ estune suite récurrente linéaire double.

L’équation caractéristique associée est r>—r—1=0, de racines —Js =B et 1+2\/§ =1-B. 1
existe alors A, e R tels que pour tout ne N, F, =AB" +p(1-p)".
Comme F,=A+pu=0et F,=AB+u(l-P)=1,0ona u=—k=% et donc, pour tout ne N :
1 1
== (=) ——=P’
V5 V5
On a B=-0,6 et 1-B=1,6, donc L ~ i et comme O<%<1, la série

E, n—+= (1-B)" (1-B)

5 1
— converge et donc ) —— converge.
- B)Z Z an
Remarquons au passage que B’ e |—1,1[ et B*e |-1,1[, donc f(B*) et f(B*) sont bien définis.

géométrique Z a

On a alors :

S LB 18-S e S

k=1 sz k=1 (1 B)Zk

B I32k B4k
_\/52((1 B)Zk sz 1_BZk+1_B4kJ

Et, pour tout ke N :
1 ~ BZk N [34]( _ 1 ~ BZk (1+ BZk ) _ [34]( _ 1 ~ BZk
(1B —B* 1-B*  1-p* (1-P)* —p* 1—p* (1-B)* —B* 1-p*
_1_B4k_BZk[(1_B)2k_BZk}_ 1—(B—B2)2k
- [a-p*-p*]a-p*)  [a-p* -p* Ja-p*)
Enfin, comme B est racine de X>*—X —1,ona B—B*=-1, donc 1-(B—-P*)** =0, ce qui prouve la
conjecture, autrement dit que :

Fi—ﬁ(ﬂﬁz)—f([s“)):o
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5) Pourtout ye R, ,ona e’ e]0,1[,donc f(e”) existe et vaut :

flen=Y~ =3

_ky
= 1-¢ e

ky _

Pour ye R fixé, posons g:f+> . La fonction g est définie, continue, positive et décroissante

e’ —1
sur [1,+o[. Pour tout ke N', on a alors g(k+1)<g(r)< g(k) pour tout re[k,k+1] et par
croissance de I’intégrale et sommationde k=1a k=Ne N ", on obtient :

N+1 N+l

Zg(k+1><2j g(t)dt<2g<k> & Zg(k) Zg(k) s<[ g(t)dt<2g(k)

Or, z g(k) converge, de somme z gk)=f(e’), et, comme g est positive, la fonction
k=1

X i +oo
X L g(t)dt est croissante et majorée par Zg(k), donc L g(®)dt converge. On peut alors
k=1

passer a la limite quand N — + oo dans la double inégalité ci-dessus, ce qui donne :

'y 4o - vo dt .
;gw)—g(l)sjl ; ﬁfl S fE).
Soit :
+eo  dt _ 1 +eo  dt
'[1 e”—lsf(e’)Se’—l-'_"‘1 e’ —
Et:
+oo _ +oo ye b dt n(l—e® _ 11 1 —y
.[1 e” —1__.'. __[n( ¢ )] __;n( —e’).
Ainsi :

—lln(l—e"’)ﬁf(e_)’)ﬁ ! —lln(l—e”’).
y =1y

Avec ye ]0,1[,ona _ln_y>0 et :

y
L ma—e)<- f(e->)<iln(1 ey Y
Iny In Iny lnye -1
Enfin :
Y Yy Yy
fim D) o LI s im [ m [ 22 ] |2
y=0"  Iny y=0"Iny y y—0" Iny y

Donc, d’apres le théoreme des gendarmes, on obtient lim {— . fe” )} 1 et ainsi, on a bien :
y—0" ny

fley - Y
Y

y—0*
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Planche n° 33
On note diag(a,b) :(g 2) pour a,be R.
1. Soit S = (_53 :2) . Montrer que S est semblable a une matrice diagonale que 1’on précisera.

Montrer que S est semblable a une matrice de diagonale nulle.
2. Soient D =diag(1,2) et @:M +— DM —MD .
Montrer qu’il existe des matrices A et B telles que S = AB—BA.

1. La matrice S est symétrique réelle, donc diagonalisable dans R d’apres le théoreme spectral.

Ona x, = X* —34, donc Sp(S)={—x/3—4,«/3_4} et :

S est semblable a diag (— \/3_4,\/3_4) .

Comme S est semblable a diag (— V34,34 ), S? est semblable a diag (34,34)=341,, donc :
S*=341,.

Soit B, =(e,,e,) labase canonique de R* et fI’endomorphisme de R* canoniquement associé a S.

On a alors f(e)=5¢, —3e, et f(5¢,—3e,) = f(e,) =34e,.

Comme e, et 5S¢, —3e, ne sont pas colinéaires, la famille (e,,5¢, —3e,) est une base R* et :

034)
1 0/

Misosoy (=]

Et ainsi :

S est semblable a une matrice de diagonale nulle.

2. Pour toute matrice M =(a Z) de M,(R),ona ¢M)=DM -MD :(0 _ob)'
c C

En posant N:((l) _54), on a donc Q(N) :(0 34).

1 0
Or, d’apres la question précédente, il existe Pe GL,(R) telle que ((1) 3(?) =P~'SP, donc :
O(N)=DN-ND=P'SP.

Ceci donne :

S=P(DN—-ND)P~'=PDNP~'=PNDP™' =(PDP~")(PNP~")—(PNP ") (PDP™").

Finalement, en posant A= PDP~' et B=PNP ' :

Il existe bien des matrices A et B de M, (R) telles que S =AB—BA.
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Planche n° 34

On pose pour tout ne N, I = J-: (sh1)"dt ou le réel o est défini ci-dessous.

1) Justifier que I’équation sh x =1 d’inconnue réelle x admet un unique solution, appelée o.

2) Donner un encadrement de longueur 10~° de cette solution.
3) Ecrire une fonction Suite (n) donnant une valeur approchée de chacun des réels 1,,...,1, .

4) Montrer que pour tout entier n =2, nl +(n—11 _, = V2.
5) Montrer que (1,) . est convergente et déterminer sa limite.

6) En déduire un équivalent de I, en + co.

1) La fonction sh réalise une bijection de R dans R, donc 1 admet un unique antécédent par sh,
autrement dit :

L’équation sh x =1 admet une unique solution dans R .

On appelle cette solution o.

Remarquons que sh0 =0 et sh est strictement croissante sur R, donc o> 0.

2) Ona:

o -

:1 <:> (ea)z_zeuzl <:> (ea)z_ze(l_i_l:(eot_l)Z:Z.

e
sho =

Comme ao>0,0ona e*—1>0 et donc e“—lzx/a, soit :
a=In(1+~/2)=0,881376.

Ainsi :

0,88137<a<0,88138

3) Python

4) Pour tout entier n>2 :
_ o n _ o n—1
1, = (sh1)'dt={ “she(shry~dr.

Les fonctions > chtet ¢+ (sht)"™ sont de classe C' sur [0,0L] et par intégration par parties, on

peut écrire :
1, =[chtshey™ ]"~ [ “cht[ (n=T)chr(sh1)" |dr = chasha)™ —(n=1)[ “ch®s(shr)"*d.
Or, pour tout 7€ R, ch>¢=1+sh>¢ et cht>0, donc cha=+1+sh>a =2 (car sho=1) et ainsi :
1, =N2= (=1 "(+sh* r)sh ey ds

=2—(m=D)| "(sheydi—(n=D " (shoy"dt =~2 = (n=1)1, , (=D,
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Soit pour tout entier n>2 :

nl +(n-1I_, =2

5) Comme sh est croissante sur R et shao=1, on a pour t tout te [0,0(], 0<shr<sha=1, donc

pour tout ne N et tout te [O,(x], 0<(sht)"" < (shr)". Alors, par croissance de l’intégrale, on

obtient pour tout ne N :
< o n+l < o n < <
0<[(shry"di<[ (shry'di < 0<I, <I,.
Ainsi, (1, )neN est décroissante et minorée par 0, donc convergente vers une limite />0 .
Si />0, alors lim [nln + (n—l)ln_z] =+ oo, ce qui contredit la relation de la question précédente,
n—>+oo

donc :

(1), converge vers 0.

Remarque : En majorant t+> (sht)" par (sha)" =1 sur [0,0(], on aurait aussi pu utiliser le

théoreme de convergence dominée.

6) D’apres la question 4, on a pour tout entier n=2, nl +(n—-11,_, =2 . Comme (1, )nEN est

décroissante,ona I, <I , etdonc:

nl, +(n-DI <nl +(n-0I _,<nl_,+(n-DI_,.

n-2 —
Soit :

NG

@Qn-DI,<\2<@n-DI,_, o I < <I,.
2n—1
En remplagant n—2 par n dans la deuxieme inégalité, on obtient — <1, et donc pour tout
n+
entier n =2 :
2 e V2o om0
2n+3"~ " 2n-1 2n+3 " N2 "7 2n-1

Enfin, comme lim = lim =1, le théoreme des gendarmes permet de conclure que
note2n 43 no+=2p—1

lim I =1, et donc que :

n—>+oo\/_

I

1
" 4o n\/E
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Planche n° 35 (avec Python)

On note Z, 1’ensemble des matrices symétriques a coefficients strictement positifs.

Dans la suite, R" est assimilé a /M, (R) et muni du produit scalaire et de la norme canoniques.

1.

a) Faire un programme qui prend en argument un entier n et renvoie une matrice de Z, avec des
coefficients tirés aléatoirement.

b) Déterminer a 1’aide de Python les valeurs propres de différentes matrices de Z, .
Une matrice de Z, peut-elle avoir une valeur propre strictement négative ? toutes les valeurs
propres strictement négatives ?

On note A, <...<A, les valeurs propres de Ae E, et (X,,..., X,) une base orthonormée de
vecteurs propres, oll pour tout i e [[l,n]] , X, estassociéa A,.

a) Que peut-on conjecturer sur les coefficients de X, ?

b) Montrer que pour tout Y € R", 'YAY <A ||Y||2

¢) Démontrer la conjecture (on pourra considérer le vecteur Z dont les composantes sont les

valeurs absolues des composantes de X, ).

A aX, .
Onnote A, =| pour tout réel a.
aX; 0
123
a) Onpose A=|21 3
330

Donner les valeurs propres de A. En déduire celles de A, pour certaines valeurs de a.
b) Donner les valeurs propres de A, dans le cas général.

¢) Question non notée.

Indication(s) fournie(s) par I’examinateur pendant I’épreuve :

2

Question 2.c) : Montrer que 'Z,AZ, >\ |

Zn

. N s X ) AN
Question 3.a) : S’intéresser a A, ( 0') ol X, estun vecteur propre de associé a A,.

a) et début de b) Python

b) Sion prend A= (; f)e E ,ona detA=-3<0, donc le produit des deux valeurs propres

est strictement négatif, ce qui implique que ’une des deux valeurs propres est négative.

Par contre, comme tous les coefficients d’une matrice de £, sont strictement positifs, sa trace,

qui est la somme des valeurs propres, est strictement positive et donc les valeurs propres ne
peuvent pas €tres toutes négative.

Remarquons méme que ceci implique au la plus grande valeur propre est strictement positive.
Finalement :

Une matrice de Z, peut avoir une valeur propre strictement négative mais pas toutes.
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a) Python

b) Soit Ye R",telque Y =y X, +...+y, X, avec (y,,...., y,)€ R". On a alors :
AY =y AX, +..+y AX, =y A X, +...+y N X, .
Comme (X,,..., X,) est une base orthonormée, on obtient 'YAY = y’A, +...+ y A, et, comme

pour tout i€[Ln], y? =0 et A, <A,, on obtient YAY < y'A +..+y:h, =N (¥} +..+)),

soit :

YAY <, |||

X

9 eee g n

).

2 2 2 ..
=X, +...+x, et, pour tous i, j€ [Ln], a xx, Sai,j‘xixj‘ car a,; >0,

¢) Notons A=(q,,), X, =(x, ..., x,) et posons Z, :(|x1

On a alors ||Zn||2 = ||Xn

donc :

'X,AX,= Y a4 xx,< Y a |xx|="2,AZ,.

I<i, j<n I<i, j<n

De plus, si I'un des x,x, est strictement négatif, alors ‘X, AX, <'Z AZ, . Or:

‘X AX, ='X, (M X)=A XX =\ [|X["=2|z|

n

"<'Z AZ,, ce qui contredit le

Ainsi, si I'un des xx; est strictement négatif, on a kn|Zn

résultat de la question précédente. Donc, tous les x,x; sont positifs, ce qui veut dire que :

Les composantes de X, sont toutes de méme signe.

a) Ona:
X-1 -2 -3 X-6 -2 -3 1 -2 -3
Xa=| -2 X-1-3 = X-6 X-1-3|=(X-6)|1 X-1 -3
C«C+C+Cy
-3 -3 X X-6 -3 X 1 -3 X
1 -2 -3
X+1 0
= (X-6)|0 X+1 0 = (X -6) = (X -6)(X +1)(X +3)
Ly« L,-L dév. par rapport a C| -1 X+3
Ly—Ly—L, 0 -1 X+3
Donc :
Avec les notations de la question précédente, on a A, =—3, A, =—1 et A, =6. On trouve

ker(A—A,I,) = Vect((1,—1,0)), ker(A-X,1,) = Vect((1,1,-2)) et X3=(%, g j

NENE

10
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A

En posant o = ,ona A =

o
a o
NE o |
0
Soit X, =(z,,2,,2;) un vecteur propre de associé a A, € Sp(A).Ona:
Z

o
A Xi j— A a < p— AXI p— }\‘iXi
a0 ) o || z, B a(z, +z,+z,) B a(z,+z,+z))
0

o o o 0

[

Donc :

(Xj (Xj e "o
Al =R T e =
0 0 oz +2,+23)=0 oa=0 ou z,+z,+2z,=0

Or, pour X, et X,,ona z,z,+2,+2z;,=0, donc A“()(()lj:_3()(()lj et A“()gzj:_(%j pour

tout o€ R (donc pour tout a€ R ). Ainsi :

—3 et —1 sont valeurs propres de A, pour tout ae R.

De plus pour =0, soit a=0,ona %(%jz6(%j et AO(O;T‘jzo,donc:

Sp(A,)={-3,-1,0,6}

b) Ona:
X-1 -2 -3 -« X+1 —(X+1) 0 0 X+1 O 0 0
| -2 x-1 -3 —a| _ 1 X+2 -3-X 0 _ I X+3 -3-X 0
723 -3 x -a Ler-1,| =3 =3 X —algeaa| -3 -6 X -«
-0 —-o -o X Lqﬁzs—zg - - - X -0 -200 - X
X+3 -(X+3) 0 X+3 0 0
= (X+1D| -6 X - = (X+D| -6 X-6 -«
dév. par rapport a L, C, «C,+Cy
—-2a —-a X -20 -3a X
X-6 —a 2 2
= (X +I)(X +3) =(X+DX+3)(X -6X -30")
dév. par rapport a L, -3
Soit :
Xs, = (X +DX +3)[ (X =3) =G0’ +9) |= (X +D(X +3)[ (X =3)* = (a* +9) |
= (X +1D(X +3)(X =3—va*+9)(X —3+a*+9)
Et ainsi :

Sp(A) ={-3,-1,3-Va* +9,3+/a* +9)]

11
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Planche n° 36 (PC)

On munit M (R) de la norme :

A ||4]] = sup{lax X[, =1}.

,- X e M (R),

1) Montrer que O,(R) est une partie fermée et bornée de M, (R).

2) Soit f: M, (R)—>R;A+> Tr(A). Déterminer f(O,(R)).

1) Soit A€ O,(R). Pour tout XeM, (R) tel que ||X||2=1, on a ||AX||2=||X||2:1, donc
{lAx],.x e M, (R).| x|, =1} ={1} et ainsi, pour toute Ae O,(R), ||4]|=1.

Ceci permet de conclure que :

O, (R) est une partie bornée de M, (R).

Soit maintenant (A,) - une suite de O,(R) convergeant vers Ae M, (R).

Pour tout X € M, (R), on a ||AWX ||2 = ||X ||2 Or, I’application M +— MX est continue (car lin€aire

en dimension finie), donc M +— ||MX || 5 I’est aussi.

Alors, lim |A X|, =] AX

n—>+oo

matrice d’isométrie, donc A€ O, (R) . Ceci prouve que :

)5 donc ||AX||2 = ||X||2 Ceci étant vrai pour tout X € .7\4”,1(]1%), A est une

O, (R) est une partie fermée de M (R).

2) On cherche f(O,(R))={Tr(A), Ae O,(R)} qui est une partie de R.
Soit A=(a, )€ O,(R).

Ona Y a’, =1 pourtout je[l,n],donc a’; <1,soit —1<q,; <1 pour tous i, je [1,n] et:
i=1

—nSTr(A)zZn:am. <n.
Ainsi : )
f(O,(R))c[-n,n].

Nous allons prouver par récurrence double sur n que pour tout entier n>2, [— n, n] c f(O,R)).

Initialisation

cosO — sin o

Pour tout ote R, A:( )e O,(R) et Tr(A)=2coso décrit [—2,2] quand o décrit

sino  cos O
R . Ainsi :
[_ 2’2] c f(O,(R)).

12
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cosa —sina 0
Pour tout e R, A=|sina cosa 0|e O,(R) et Tr(A)=1+2cosa décrit [—1,3] quand o
0 0 1

décrit R. Mais — Ae O,(R) aussi, et Tr(— A)=—Tr(A) décrit [-3,1] quand o décrit R.
Ainsi :
[-3.1]u[-1,3]=[-3.3]c F(O,(R)).
La propriété est donc vraie aux rangs 2 et 3.
Hérédite
Pour un entier n =2, supposons la propriété vraie aux rangs n et n+1.

Soit e R, A =(Cosa Tama

sino  cos o

)e O,(R) et A e O,(R).Posons A :((;4‘ (?;)

Ona A€ O,,(R) et:
Tr(A)=Tr(A)+Tr(A,).

Or, par hypothese de récurrence, Tr(A,) peut valoir n’importe quelle réel entre —n et n, on a
vu plus haut que 7r(A;) peut valoir n’importe quelle réel entre —2 et 2. Ainsi, Tr(A) peut
valoir n’importe quelle réel entre —n—2=—(n+2) et n+2, donc:

[- (n+2),n+2]c £(O,.,(R)).

La propriété est donc vraie au rang n+2 .

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout entier n>2.

Onadonc f(O,(R))c[-n,n] et [-n,n]c £(O,(R)), pour tout entier n>2, soit :

F(O,®)=[-n,n]

Planche n° 37 (PC)

dt
(I+1%)"

* + oo + oo _ _ «
On définit pour tout réel o >0 et tout ne N, In((x):_[o et F(x)zjo e 't'dt ou

xe R.
1) Pour ne N, étudier la convergence de / (o) en fonction de o

2) Montrer que I'(x) converge pour tout xe R, .

1
3) Montrer que pour tout réel oo >0, lim on®*l (o) = F(lj .
o

n—>+oo

4) Une question non notée.

1) Pour tout réel oe>0 et tout ne N, la fonction ¢+ — est définie et continue sur R (car

A+1%)

o >0, donc ¢ > t* se prolonge en sur fonction continue en 0, donc sur R, ).

13
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1 yeox . +eo dt . .
— et I'intégrale de Riemann .[ —- converge si et seulement si an>1,
t

De plus, ——— ~ —
(I+1%)" 1ore ™

. |
soit ot >—. Ainsi :
n

: . 1
I, (o) converge si et seulement si o > —.
n

x-1

2) Soit xe R’,. La fonction ¢+ e 't est définie et continue sur R, en tant que produit de telles

fonctions. De plus :

o ¢t ~ " et l'intégrale de Riemann jo t“'dt converge car x—1>—1, donc I . et dt
t—=0
converge ;
| 1 . . 9s Lz . Foo d
® ¢t = o |- | (par croissances compar€es) et I'intégrale de Riemann I — converge,
t>+oeo\ t

4 o0
donc j e 't*'dt converge.

Finalement :

%

I'(x) converge pour tout xe R

+°

L 1o :
3) Soitunréel oo >0. Pour tout n>—, an*/ (o) existe et vaut :
o

dt

1 1
Ocn“I,,(OC) =06n°‘J.0 m.

Comme o >0, la fonction ¢ > t* réalise une bijection de classe C' de R’ vers R’ . En effectuant

le changement de variable u =t*, on obtient :

L

1 1 1
Ocn“In(oc)zocn“J.O ! ! 0‘la,’uzj.o (nu)* ndu.

1
—_u ———
(I+u)" (+u)’
La fonction ur>nu réalise une bijection de classe C' de R, vers R’ . En effectuant le

changement de variable ¢ =nu , on obtient :

il el Y A
ocnaln(oc):j (1+—j e dt .
0 n

1 . t " l_l . . *
Pour tout n>—, la fonction ¢t | 1+— | t* est continue, donc continue par morceaux sur R, en
o n

tant que produit de telles fonction.

Pour te R :
t -1 —nln(1+i) 1, —n[é-*—o(;ﬂ L _sro(l) 1, L, 1,
1+— v =e e =e 1> =e ¢ We e .
n

14
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-n 1 1

. . . . t —1 . P *

Ainsi, la suite de fonctions | ¢ > (1+—j t* converge simplement vers 7> e 't* sur R, et
n 1

n>—
cette fonction est continue, donc continue par morceaux sur R’ (question précédente).
| S | L ) L
Toujours a € R, introduisons la fonction x| 1+—| * =e Y% sur [1,+ oo [
X

Cette fonction est dérivable sur [1,+oo[ comme composée de fonctions dérivables, de dérivée

— x1n] l+£ 1
xl—)g(;je [ "]t"‘ 1 avec g(u):ﬁ—ln(l"'u)-

La fonction g est elle-méme dérivable sur R, en tant que différence de telles fonctions, avec pour
u . .
tout ue R, g'(u)=———5<0. Ainsi, g est décroissante sur R,, donc pour tout ue R,

(I+u)

g(u)< g(0)=0. La fonction g est donc négative sur R, .

1)1
1) -ailie) o , t . o
Comme x> g(—je ( )‘)t‘* est du signe de g(—j, cette fonction est négative sur [1,+ oo[ et
X X

e
t —1 L
donc x > (1+—j t® est décroissante sur [1,+oo].
pt

Lo . 1
On peut alors écrire que pour tout entier n=>—+1,o0n a:

o
1
(a1 |
AL ¢ 1 P
I+—| t* <o@)= 1+—1 ¢ =
n —+1
—+1 o o
o I+——t
( o+1 j

La fonction ¢ est définie et continue sur R, et :
P . o 1
LI 0103)] ~0t°‘ et I'intégrale de Riemann J-Ot“ dt converge car ——1>—1, donc J-O o(t)dt
r—

o

converge ;

1

—+1

o+ 1 o : +eo dt bo
* o) ~ (—j — et Dlintégrale de Riemann J- —- converge, donc j o(t)dt
t—>+o o t t

converge.

Finalement, @ est intégrable sur R’ .

Le théoreme de convergence dominée permet alors de conclure que :
1 1

. s . + o0 t o i—1 +oo . t o —1 +o0 —1
lim an*/ (o) = lim I+—| dt:j lim | 1+—| dt:j e 't* dt.
0 0 0

n—+oo n—+oo n n—+oo n

Soit :

1
lim an*l (o) = F(lj
o

n—>+oo

15
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Planche n° 38 (PC)
L’espace R", est identifié a M, (R), est muni du produit scalaire et de la norme canoniques.
1 K
Soit H, =(_ - 1) e M, (R) (matrice de Hilbert) et pour x=| : |e R", ¢,(x) :<anlx>.
I+ - 1<i, j<n
X

n

1) Enoncer le théoréme spectral. Peut-on 1’appliquer & H L2

2) Exprimer g, (x) en fonction des x,. La fonction est-elle continue sur R" ?

3) Soit §, ={xeR",

x|| = 1} . Montrez que g, est bornée et atteint ses bornes sur S, .

4) Ecrire un programme Python qui calcule H, et g, (x). Calculez les valeurs propres de H, pour

n compris entre 2 et 5 inclus. Faire une conjecture sur le signe des valeurs propres de H .

2
1 n
5) Montrer que g, (x) = j O(Z xktk‘lj dt et conclure sur la conjecture.
k=1

6) 7) 8) Trois questions non notées.

1) Pour le théoreme spectral, voir le cours. On peut ’appliquer a la matrice H,, car elle est
symétrique réelle.

1
i+j—1

et:

t
2) Pourtout x="(x - x,),ona H,x= (lewxj Zhn'jxjj,avec h ;=
=l =1

o ={a,512) =3 53,5 |

i=1

Soit :

&%

q,(0)= Y,

1Si,j$ni+j_1

3) L’application x+> g, (x), définie sur R” et a valeurs dans R, est polynomiale en les

coordonnées de x, donc continue sur R". Or, la sphere unité S, ={xe R", x|| =1} est fermée et

bornée dans R", donc son image par g, I’est aussi, autrement dit :

L’application g, est bornée et atteint ses bornes sur S .

4) Soit x="(x, -~ x,).Ona:

N ’ irj-1 1
O O R N F8 e

1<i, j<n 1<i, j<n 1<i, j<n o iy lt ] -1

16
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Et donc :
1 & :
q,(x) :jo(ZxktHj dt
k=1
n 2
Pour tout x= r(xl xn) non nul, on a (Zxktk_lj >0 pour tout re [0,1] et cette expression,
k=1

polynomiale en ¢, s’annule au plus un nombre fini de fois sur [0,1], donc, par stricte positivité de

I’intégrale, on a :
n 2
q,(x) =<an| x> = IJ(ZxktHj dt>0.
k=1
Soit alors A une valeur propre de H, et x = r (x, --- x,) un vecteur propre (non nul) associé. On a :
(H,x1x)=(hxlx)= 7u||)c||2 >0.

Comme x#0,0na ||x||2 >0 etdonc A>0. Ainsi :

Toutes les valeurs propres de H, sont strictement positives.

17




