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Révisions d’algeébre de 1°° année — Réponses

Exercice 1
1) A=FN(G+H) et B=(FNG)+(FNH).

a. L’intersection et la somme de deux sous-espaces sont des sous-espaces, donc A et B sont des
sous-espaces de E.

{GCG+H N FNGcFN(G+H)=A
HcG+H FNHcFN(G+H)=A

Si a, b, ¢ sont trois vecteurs non colinéaires d’un plan P de E, et F' =Vect(a), G =Vect (B)
et H=Vect(c),ona:

donc |BCAetB¢A|

{AzVect(a)ﬂPzF

B ={0}+{0} ={0}

b. Comme G et H jouent le méme rdle, on peut supposer que H C F .
Alors, quel que soit xe A,ona xe G+H donc x=x,+x, avec (x;,x, )€ GXH .

x; € FNG

, donc
x, e H

Or, xe F etcomme HcCF, x,e€ F, donc x;, =x—x, € F et ainsi, {

x=x,+x,€(FNG)+H =B . Ainsi, AC B et comme B C A, on obtient [A = B].

c. Posons H'=F(1H c F . D’aprés la question précédente, en remplacant H par H', on
obtient :
FN(G+(FNH))=FN(G+H')=(FNG)+(FNH").

Or, FNH'=FNFNH=FNH,donc FN(G+(FNH))=(FNG)+(FNH), soit :

B=FN(G+(FNH))

2) Ona:

GNHcG F+(GNH)cF+G
{GHHCH - F+(GNH)cF+H

F+(GNH)c(F+G)N(F+H)

Et avec a nouveau a, b, ¢ trois vecteurs non colinéaires d’un plan P de E, et F =Vect(a),
G =Vect(B) et H=Vect(c),ona:

{F+(GﬂH)=F

donc |l’inclusi0n est stricte|

(F+G)N(F+H)=P
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3) F(N\G=F+H donne Hc F(\G,donc:
F+G=FNHcFN(FNG)=FNGcF+G.
Ainsi, F+G=F(\H=F(\G=F+H

D’apres la question 1, on a :

FcF+(G+H)=(F+G)+(F+H)=(FNG)+(FNH)cFN(G+H)CF.

Donc :
F=F+(G+H)=FN(G+H)cG+H .

Donc, F=G+H et:
FﬂG:(G+H)ﬂG:G
FﬂH:(G+H)ﬂH:H

Et comme FNH=FNG,ona H=G etavec F=G+H , on obtient |F =G =H|.

4) Soit xe H. Comme HCcH®K=F®G, xe F®G, donc il, existe (x,,x;)e FXG tel

que x=x, +x;.0r:
e GcK,donc x;€K ;

e FcH,donc x.€ H etainsi, x, =x—x,.€ H .
Ainsi, x;,€ KN H et,comme la somme H ® K estdirecte, ona KNH ={0} ,donc x, =0.

Ceci prouve que x=x, € F . Ainsi, H c F et comme par hypothése, ' < H , on obtient :

F=H

Les couples (F,G) et (H,K) jouant des roles symétriques, on a aussi :

G=K

Exercice 2
Notons dim E =n . Soient F et G deux sous-espaces de E.
e Si F et G possedent un supplémentaire commun H, alors on a :
dimF+dimH =dimG+dim H =n.
Donc, dim F =dimG .

e  On suppose que dim F =dimG = p . Procédons par récurrence descendante sur pe [[O, n]]
o Pour p=n,onaalors F=G=E et {0} estun supplémentaire commun a F et G.
o On suppose que la propriété est vraie 2 un rang p+1€ [1,n].

Soient F et G deux sous-espaces de E de dimension pe [[O,n—l]] .Ona FUGCE.
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Si FUG=E, alors FUG est un sous-espace de E donc Fc G ou G F (résultat
classique, pas officiellement au programme, donc a reprouver normalement). Mais,
comme dim F =dimG, on a alors F =G et n’importe quel supplémentaire de F (il y en
a car on est en dimension finie) est commun a F et G.

Si FUG # E, alors il existe un vecteur non nul de E qui n’appartient ni a F, nia G. Si D
est la droite engendrée par ce vecteur,ona F+D=F ®D et dim(F ®D)=p+1, etde

méme, G+D=G®D et dim(G®D)=p+1.
Ainsi, F®@ D et G® D sont deux sous-espaces de E de méme dimension p+1.

Alors, par hypothese de récurrence, il existe un sous-espace H de E tel que
(GO®D)OH=(F®D)®H, soit GO(D®H)=F®(D®H) et D®H est un

supplémentaire commun a F et G. La propriété est donc vraie au rang p.
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout pe [[0,n].

On a donc bien I’équivalence demandée :

Deux sous-espaces F et G ont un supplémentaire commun si et seulement si dim F =dimG .

Exercice 3
1) On procede par récurrence sur ne N .
e Pourn=1, flog—gof'=fog—gof=1Id, = f°. La propriété est vérifiée.
e On suppose que la propriété est vraie 2 un rang ne N*. Alors :
frlog=gof™=fo(f og)=gof" =fo(gof +nf"")=gof"" parHR.
=(fog)of +nf"—gof™ =(gof+ld;)o f"+nf"—go "
=gof" [ Hnf"—gof" =(n+]) "
La propriété est donc vraie au rang n+1.

. A PO -, L, ,qe . . *
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N .

2) Soient ne N et n scalaires a,, a,, ..., a,_, tels que a,ld, +a,f +a,f* +..+a,_ f"" =0.
Si {ke [1.n-1], a, ;tO} est non vide, notons d :max{ke [1.n-1]. a, ¢O}.
Onaalors a,,, =..=a, =0 et ald, +a,f+a,f +..+a,f’ =0 avec a, #0.

d
Posons P=Zakae K[X].Onaalors P(f)=0 et:

k=1

P(f)og—goP(f)=(aog+Zakfkog]—(aog+2akgofkj

Comme P(f)=0, on a P'(f)=0. On montre alors par récurrence (a faire !) que pour tout
ke[0,d], P (f)=0 eten particulier, P (f)=d!a,ld, =0, donc a, =0, ce qui est absurde

car a, € {ke [[l,n—l]],ak ¢0}.
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Ainsi, {ke [[l,n—l]], a, ;tO} est vide, soit @, =a, =...=a, , =0. Mais alors a,/d, =0 et donc
a,=0,s0it a,=a,=...=a, , =0.

Ceci prouve que :

Pour tout ne N", la famille (IdE, fiof2 .., f"‘l) est libres.

Si E est de dimension finie pe N” alors L£(E) est dimension p°.

En posant n=p°+1e N', la famille (IdE,f,fz,...,f”_l) est alors liée car elle contient

n=p°+1 vecteurs de L(E). Ceci contredit le résultat précédent, donc :

E n’est pas de dimension finie.

3) Les applications f:P+> P' et g:P+> X P sont bien des endomorphismes de R[X ] et pour
tout Pe R[X] :

fog(P)=gof(P)=f(g(P)-g(f(P)=f(XP)-g(P)
=(XP)-XP'=P+XP -XP'=P

Ainsi, fog—gof =1d, etdonc:

f:P— P'et g: P X P vérifient les hypotheses.

Exercice 4
1) & (1)
D’apres le théoreme du rang, on a toujours dim E =dimker f +dimIm f , donc :
E=kerf+Imf=ker f®Imf <& kerfnImf={0}.

e Si E=ker f®Imf,alors E=ker f+Im f .

e Si E=ker f+Im [, alors :
dim(ker f +1Im f) =dimker f +dimIm f —dim(ker f NIm f)=dimE.

Or, avec le théoretme du rang on a dimkerf+dimImf=dimE, donc
dim(ker f N"Im f)=0, soit: ker f "Im f ={0}. Ainsi: E=ker f @Im f .

(i) & (@1v)

On a toujours Im f> cIm f et ker f c ker f*. Donc :

Imf=Imf* o rg(f)=rg(f
ker f =ker f* < dimker f =dimker f*
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Et, avec le théoreme du rang :
dim E =dimker f +dimIm f =dimker f* +dimIm f~.
Donc, dimker f —dimker > =rg (f*)—rg (f) et ainsi :
Imf=Imf> < rg(f)=rg(f’) & dimkerf=dimker f> < kerf =kerf>.
(iv) < (i)
D’apres la premiere partie, il suffit de prouver :
ker f>=kerf < ker fnImf={0}.

e On suppose ker f =ker f*. Soit xe ker f "Im f .

On a x=f(z) avec zeE et f(x)=f*(z)=0, donc zekerf’>=kerf, donc
x= f(z)=0 etainsi: ker f N"Im f ={0}.

* On suppose ker f NIm f ={0}. Soit xe E.Ona
xekerf? o f(x)ekerfnImf={0} & f(x)=0 < =xekerf.

Ainsi : ker f =ker f°.

Finalement, les quatre propositions sont bien équivalentes.

Exercice 5

Soient F et G deux sous-espaces de E.
o S’ilexiste fe L(E) tel que ker f =F et Im f =G, alors avec le théoréme du rang :
dim E =dimker f +dimIm f =dim F +dimG .

e Réciproquement, supposons que dim £ =dim F +dimG. Notons p=dim F et n=dimE .
Rappelons qu’un endomorphisme est parfaitement défini par I’'image d’une base.

Soit (el,..., e,

) une base de F, que I’on complete en (el, s €5 €0, ...,en) une base de F, et
(Spw s sn) une base G (la famille contient bien n—(p+1)+1=n—p=dimE-dimF =dimG
vecteurs). Soit alors f € L(E) tel que pour tout i€ [1,n] :

0sii<p
fle)= -
g sii>p
On a alors :
o Imf=Vect(f(e),.... f(e,), f(e,.). ... fle,))=Vect(g,.,,...e,)=G.
o F:Vect(el,...,ep)ckerf et dimker f =n—rg(f)=n—dimG =dim F', donc F =ker f.

Ainsi :

Il existe fe L(E) tel que ker f =F et Im f =G si et seulement si dim E =dim F +dimG .




PSI*

2026

Exercice 6
1) L’idée est ici la méme que celle de la preuve du théoréeme du rang. Considérons :
Imf—>E
u: s ()

Comme g est linéaire, u 1’est aussi, on peut donc appliquer le théoréme du rang a u :

dim(Im f) = dim (Imu)+dim (keru).
Or:
e Imu=g(Imf)=Im(gof);
o keru={xeImf\u(x)=g(x)=0}=Im fNkerg.

Ainsi, dim(Im f) =dim(Im(g° f))+dim(Im f Nker g), soit :

rg (f)—rg(go f)=dim(Im f Nkerg)

2) Onsupposeque fog=0 et f+ge GL(E).
e f+geGL(E),donc:
Im(f+g)=E.
Or, on a toujours Im(f +g)cIm(f)+Im(g)c E, donc :

Im(f+g)=Im(f)+Im(g)=E.

e fog=0 serécrit Img cker f,donc rg(g)<dimker f =dimE —rg (f), soit :

rg(f)+rg(g)<dimkE.
Or, Im(f)+Im(g)=FE, donc:

dim(Im(f)+Im(g))=rg(f)+rg(g)—dim(Im(f)NIm(g))=dimE.

Ainsi, rg (f)+rg(g) =dim E+dim(Im(f)nIm(g))>dimE et donc :

rg (f)+rg(g)=dimE.

Ceci implique que dim(Im(f)NIm(g))=0, donc que Im(f)NIm(g)={0} et ainsi :

Im(f+g)=Im(f)@Im(g)=E.

3) Onsupposeque fog=gof etrg(f)=rg(g)=rg(fog)=rg(gef).
a. On a toujours Im(fog)cIm f etcommeici rg(f)=rg(fog),on obtient:
Im(feg)=Imf.

Comme f et g jouent le méme rdle, on a aussi :

Im(gof)=Img.

Et finalement :

Imf=Img=Im(fog)=Im(geof)
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b. D’apres le théoréme du rang, on a dimE =rg ()+dimkerg =rg (fog)+dimker(fog).

Donc, avec Img =Im(f o g), on obtient dimker f =dimker(f og) et comme on a toujours
kerg cker(fog),ona:
ker(fog)=kerg.

Comme fet g jouent le méme rdle, on a aussi :

ker(go f)=Imf.

Et finalement :

ker f =ker g =ker(f og)=ker(go f)

.Ona fog(l)c fog(E)=Im(fog),soit:

feghHcl.
Soit xe I =Im(fog). Tl existe z€ E tel que x= fog(z)=f(g(z)) et:
* g(x)elmg=Im(gof),doncilexiste z, € E tel que g(z)=g°f(z)=8(f(z)).
o f(z)eImf=Im(fog),doncilexiste z,€ E tel que f(z)=fog(z,).
Alors :
x=1(g@)=rf(g(f@))=rf8(f(z))=rfog(fog(z,))e fogl).

Ainsi, I < fog(I) et finalement :

feg)=1

Ona g(l)cg(E)=Img,soit g(/)cI.0Or, I=fog(l)=gof(I)cg(),soit Icg(l).

Ainsi :

gH)=1

Comme fet g jouent le méme rdle, on a aussi :

finH=1

. Comme f(I)=1, Ieststable par fet I’endomorphisme f, induit par f sur / est surjectif, donc

bijectif, donc injectif (on est en dimension finie). Ainsi :
ker f, ={xe I'\ f,(x)= f(x)=0} =1 Nker f ={0} .

Et comme ker f =J, on a bien :

1nJ ={0}
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Avec INJ ={0},ona I+J=1®J et, avec le théoréme du rang :
dim(/®J)=dim/+dimJ =dimIm f +dimker f =dimE .

Ainsi, I®J c E et dim(I ®J)=dimE, donc :

E=1®J

Exercice 7

Notons (E,,) la base canonique de M, (K) avec pour tous k, (€ [Ln], E,, =(3,.5,,)

k,te[1,n] 1si,jsn

Notons aussi A= (4, ;)< <, -

1) Pour tous k,/€[Ln] :

AE, , = (zai,rak,rsz,jj - (vajai’k )151',an
r=1

1si, j<n
E A= [Z Sk,isf,rar,jj = (Sk,iaf,j )19' jn
r=1 1<i, j<n o
Donc :
AE,,=E A & Vi je[lLn].8 4, =38, a,
a,, =y
& V je [[l,n]],j;té, a =0
Vie[ln],i#k a, =0

Ceci étant vrai pour tous k,le [[l,n]], Cecl prouve que pour tous i, J€ [[l,n]] » A =a;,; et

J 1,1

a;, ;=0 quand i # j, autrement dit que :

La matrice A est scalaire.

2) Pour tous k,le [[l,n]], I, +E,, estsoit triangulaire avec des coefficients diagonaux €gaux a 1,

soit diagonale avec des coefficients diagonaux égaux a 1 ou 2.

Dans tous les cas, I, + E, , € GL,(K), donc A(In +E,, ) = (In +EM,)A. Or,

A(I,+E,)=(I,+E_)A & A+AE, =A+E,A & AE, =E,A.

On se ramene donc au cas précédent et donc a nouveau :

La matrice A est scalaire.
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Exercice 8
Soit A la matrice de f dans une base de E.

Si f a la méme matrice dans toutes les bases de E, alors pour toute matrice P de GL (K), P'AP=A,

soit AP = PA. Ainsi, on se retrouve dans la situation de 1’exercice précédent, donc A est scalaire,
autrement di :

f est une homothétie.

Exercice 9
Soit Ae M (K).

(=) SiAestderang 1, alors A est non nulle, autrement dit, I’'une des colonnes de A n’est pas nulle,
notons-la X, et toutes les autres sont proportionnelles a cette colonne, donc pour tout je [[1, n]] ,
la j®™ colonne de A s’écrit y ;X avec y, € K. En notant alors Y le vecteur colonne dont les
coefficients sont les y,, alors ¥ est non nul (car la coordonnée correspondant a la colonne X
vaut 1) et A= XY'.

(&) S’il existe deux vecteurs colonnes non nuls X =(x,),..., et ¥ =(y,),., de M, (K) tels que
A=XYT, alors A=(x, ¥ )i<i.j<n » dOnc les colonnes de A sont les y, X , toutes proportionnelles,

donc rg (A)<1. Et comme X et Y sont non nuls, il existe je ﬂl,n]] tel que y,X est non nul,
donc rg(A)=1.Etainsi: rg(A)=1.

Exercice 10

Version su

Soit M :( j une éventuelle solution. On a :

ab
c d
11 a*+bc bla+d) (a bj (1 1)

M*+M =
" (1 1) it (c(a+d) d2+bcj+ cd)=l11

a’+bc+a bla+d)+b :(1 lj
cla+d)+c d*+bc+d 11

2 _
a2+a+bC—l Ctatbe=1
o T rdEbe=l ) P ha—d=(a+d+)a-d)=0
bla+d+1)=1 1
_ =b= #0 avec a+d+1#0
cla+d+1) =1 ¢ a+d+1 a
1 2
a’+a+ = 2 2 2
2a+1 (40’ +4a)(2a+1)" +4=4(2a+1)
& a=d = a=d
c=b= I avec 2a+1#0 c=b= 1 #0 avec 2a+1#0
2a+1 2a+1
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Soit :
((2a+1)"=1)(2a+1)" +4=4(2a+1)’
M*+M = I & a=d
11
=b= #0 avec 2a+1=0
2a+1
(2a+1)' =5(2a+1)" +4=0 (2a+1)’ =1ou 4
S a=d S a=d
c=b= I #0 avec 2a+1#0 c=b= I #0 avec 2a+1#0
2a+1 2a+1
T
2a+1l=—1oulou2ou -2 a=-lou 0u20u 2
2= a=d = d=a
1 1
2a+1 2a+1

= M—_l_1 ou 01 oulll ou—131
-1 -1 10 2(1'1 2(1 3

Réciproquement, on vérifie que ces quatre matrices sont bien solution.

. 11 ‘o . . . <o .
La matrice (1 J est symétrique réelle donc diagonalisable et apres réduction, on a :

20y (11 (11 -l_l
(O OJ—P (1 JP avec P—(l _J et P —2P.

Donc, en posant N = P 'MP,ona:

11

2 —
M +M—(1 X

j o P‘l(M2+M)P=(P‘1MP)2+P“MP=P“G DP

) (20
= N+N_(OO)

Comme N>+ N et N commutent, ((2) 8) et N commutent, ce qui implique que N :(g gj et:
o’ +o=2 a=1lou -2
N2+N:(2 Oj = = ou
00 B2+p=0 B=0ou —1

o+p o—P
o—PB o+P

e g (0 1) o (11 oy (31
-1 -1 10)™ 211 2\1 3

Donc, avec M = PNP ™' = %( ) , on retrouve :
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Exercice 11

Supposons que A¢ GL (R).

xi|. On a AX =0, donc Zak,jxj =0, ce

Jj=1

Soit alors X =(x,),.,., € ker A non nul. Notons |xk| = rrﬁa)ﬁl
- ie|l,n
qui donne :

- Z A X
k

J=Lj#

n

n n
< Z ‘ak,ijj‘S Z ‘ak,/‘ka|: Z ‘ak,j‘ |xk|.
k Jj=1,j#k Jj=1,j#k

J=Lj#

‘ak,kak| = ‘ak,kxk‘ =

n
Comme X est non nul, on a |xk| >0, donc on peut diviser ‘ak’k‘|xk| < Z ‘ak'j‘ |xk| par |xk| sans
j=1,j#k
changer le sens de I’inégalité, ce qui donne :

n

‘ak,k‘é z ‘ak,j‘.

Jj=1,j#k

Or, par hypothese g, , = ‘ak,k‘ > z ‘ak, j‘ . L’hypothese A¢ GL, (R) mene donc une contradiction et
Jj=1,j#k
ainsi :

Ae GL (R)




