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Corrigés des TD du chapitre 1

Exercice 1

a. Pourtout ne N telque n>2,0ona u, >0 et:

2
ln(nzun)=2lnn+(lnn)2—nln(lnn)zn(Zln—n+(lnn) —ln(lnn)j.
n n
Or:
. Inn
lim —=0 1
e = lim In(n’u)=—c0 = lim n’u, =0 = u, =o|—|.
. (lnn)Z n—+oo n—+oo n2
lim =0
n—+oo n
Donc :
La série converge.
b. On a $—>O (car «>0), donc :
n
2
un=ln(1+sin(ﬂj]=lnll+ﬂ+o[((_l) j H=(_D - 12 +0( 1 j
n* n* n* n*  2n™* n-

— 1)”

n

Or, la série Z(

vérifie le critere spécial des séries alternées (car o> 0), donc elle converge.

. . L. ) 1 )
Alors, Zun converge si et seulement si la série de Riemann 27 converge, autrement dit :
n

- . . 1
La série converge si et seulement si o > 5

c. Onapourtout ne N :

3n :3n+l1 3n+2 . 22
J 1

J J J J
Uy, +ity,, F Uy, = + + = + +
e e By P+l Bn+2 Brn B+l Br+2

1_11_11”@(1_1)
Bn 2B+ 2Bn+2 2 \Br+l Bn+2

1 1 -1/2 2 -1/2
Relu,, tu,,, +u = 2—-|1+— - 1+—
[ 3n 3n+l 3n+2] 0 31’1( ( 31’1) ( 31’1) j

Et :

" g

1

T e e

In

)
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V3 Bn+2-an+l _\3 1
2 Bn+lBn+2 2 x/3n+1\/3n+2(x/3n+2+\/3n+1)

wJHJHw ‘2, J“J,J

Re [u3n + u3n+1 + u3n+2 ]

Im [u3n Tyt “3n+2] =

Ainsi :

et Im [u3n + u3n+1 + u3n+2 ]

1
\/3 n\/_ 12n\/; '

La série de Riemann X converge. Alors, les séries ZRe[u3n +u,,,, +u3n+2] , Zlm[u3n +u,,,, +u3n+2] et

1
nn
donc > [us, +us,,, +us,,,] convergent.

n
Or, sion pose S, = ZMk ,onapour tout n=2 :
k=1

n
Sy, =uy +u, + Z[MSk tlyat u3k+2]_ Uz —Usppn
=1

n
Sapp U Ty + z [“3k tly T “3k+2] Uz
=1

n
Sypa =y + Z [u3k tly,t “3k+2]
=1

Comme u, — 0, les trois suites (S,,), (S;,,,) et (S;,,,) convergent vers la méme limite et donc :

La série converge.

: 1 1. (. . .
d. Onapourtout ne N', u >0 et —=o0(u,). Comme X— diverge, la série Xu, diverge aussi.
n n

. Int o - . .
La fonction f :t+> — est définie et dérivable sur [1;+ o[ en tant que quotient de telles fonctions et :
t

1- lnt

f=

Ona f'(t)<0 pour t > e, donc fest continue (car dérivable), positive et décroissante sur [e;+ oof .

n 2
De plus, J-l f(t)dt= [% (In t)z} = (lnzn) — + o donc, par comparaison série-intégrale, S, ~ .[ 1 f(t)dt, soit :
1
2
La série diverge et S, ~ (lnzn)

. Int s .. . .
e. Lafonction f :f+> —- est définie et dérivable sur [1;+ o[ en tant que quotient de telles fonctions et :
t

f()—l 21nt

Ona f'(t)<0 pour t 2> \/Z , donc f est continue (car dérivable), positive et décroissante sur [\/€;+ oo .
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De plus, en intégrant par parties, on obtient :

j ft)dt = J'ln_tdt— _llnt ‘In 1 df = —llnt—l :1_1+lnn_>l
t ], U2 t t], n

Alors, par comparaison série-intégrale, la série converge et on a, pour tout entier n>2 :

IHhnn_p hon o 1 Ion pcon, 1

0< .
n n n n n n n

Comme ln_nzo(lj’ ona:

2
n n

La série converge et R, = ln—n+l+ (lj .
n n n

Exercice 2

a. On apourtout ne N :

L - 1 B 6 B (1 1 4 j
TP+ 43+ 40t n(n+DQ2n+1) n n+l 2n+1)

Alors :
615 o Kk k+1 2k+1 ok ok+1 T 2k+1
n n+l n n n
— l+ 1_4 Z 1 _1+ L_ i
ok ok o 2k +1 o 2k o 2k
n 2n+l1 n
= l—1+L—4 l+4+2 1
o k n+l Tk o k
n 2n+1 2n+1
:421_4 1+3+L_3+L_4z !
=k Tk n+1 n+l Sik
_34 | 1 4
n+l ‘Sn+k 2n+l1
Or, en posant f(f) :L’ on a :—z f ( j qui est une somme de Riemann. Comme la fonction f
1+1¢ = 1n+k nio

est continue sur [0,1],ona:

lim — Zf( j jf() z_j—_[l (1+1)], =In2.

n—>+°°nkl

Alors :
lim — ZMk lim [3+———4y —— % |_3_4m2.
note 647 "=+ n+1 mntk 2n+l1

Ainsi :

La série X u, converge et sa somme est 6(3—41n2).
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b. Posons f(t)—lnTt I, _J-nf(t)dz et Vn:zlnk

k=3

.[ f(t)dt pour tout entier n>3.

D’apres la question d de l’exercice précédent, f est continue, positive et décroissante sur [e;+oo[ et

2
I = (lnzn) . Par comparaison série-intégrale, on a pour tout entier n >3 :
In(n+1) <~[ Fyde <2 lnn
n+1
En sommant de 3 a n >3, on obtient :
Hink In3
ln(k+1) Ink Z———<I S b 12
< (t)dt < N 3
; sz ! Z Ink

["r@yar+[" fyar< Z [ i<y,

Comme v, = lnT3, on a pour tout entier n =3 :
j ftydt<v, <“—3.

_ In(n+1)

De plus, v ,, — 1
n+

— .[ o f@)dt<0,donc (v,),., estdécroissante minorée (par 0) : elle converge.

n

Enfin, ona | f(t)dt:{%(lnt)z} :(1“2”) 03 one (XM_(IHH)

converge vers un réel a et :
k=1 k 2 neN"

3

M:l(lnn)2+a+o(1)
k=1 k 2

) Inn . . ‘
On a vu dans que la suite | — est décroissante. De plus, elle converge vers O (par croissances comparée),
n
n>3

R JIRY LURN s . R P *
donc la série Zun vérifie le critere spécial des séries alternées donc converge. Et pour tout ne N :

zuk z< p kst s %_zzﬁ_z"ﬁ

k=1 k k=1 k=1 k
k pair k impair k palr
“In(2k) S Ink nk Ink
=2 =In2 — N ==
Z‘ 2k kz:‘ k Z‘ ok kz:‘ k

Or:
4 lnk_iM

1 2 |1 2 :l 1 2
T _b(lnn) +a+0(1)} L(lnzn) +a+0(1)} 5 (Inn)”==(In2m)" +o(1)

—In2Inn+o0(1)

1 , 1 2 (In2)
=—(Inn)’ —=(In2+Inn)’ +o(l) = ———=
2( n) 2( n) +o(l) 5

Et avec Z% =Inn+7v+o(1), on obtient :
k=1

2n 2
ZMk = ln2(lnn+y+o(1))— (1n22) —In2lnn+o(l)=yIn2-

k=1

(1“22) +o(l).

Ainsi :

La série Xu, converge et sa somme est yYln2—

ou 7y est la constante d’Euler.

(In 2)?
2
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Exercice 3

Posons pour tout ne N', u, =1H(3k -D" .Ona:

n-s
1/n 1/n 1/n
1] 4 1] & ( 3k-1 2
e | =%
1/n 1/n 1/n 1/n
1| 4 1 L u 1| 1 1n
RN} o (FRE 3 e =1 (1-_H 3(nY)

05 ] 1] =T

Ona n! ~+/27n (ﬁj , donc on peut écrire n!=¢ 27mn (ﬁj avec pour tout ne N, € >0 etg, —1.
e e
® 1/n Ine, 1 n lni-l Ing, .o
Alors, pour tout ne N, (n!) " =e " (2mn)2n— et —= —0,donc e * —1 et ainsi :
e n

1
(n)" ~ (27n)n L
e

€ In(2
Et (27tn)2n :exp( n(2 nn)J_)eo =1, donc :
n

(n)" ~Z.
e

Par ailleurs, pour tout ne N°, 1—3L >0 et:
n

1/n
In H(l_ij =lzln(1—ij=lz 1n(1_i)+i _1 i:l 1n(1_ij+i _1 l
i 3k nio 3k) nig 3k) 3k | nim3k nig 3k) 3k| 3niTk
2 n
e In (l—ij+i ~— l(ij et la série Ziz converge, donc In (l—ij+i converge et :
3n) 3n 2\ 3n n P 3k) 3k])

~1Inn, donc lZ‘l~ln—n—>0.

niok n

o)l o = [ -

. ) 1.n )
Finalement, on obtient u, ~—3—, soit :
n e

»
o
| =

Ainsi :

lim lH(3k—1)“" =3
e

n—+teon k=1
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Exercice 4

1) Comme u, >0, une récurrence immédiate permet de prouver que u, >0 pour tout ne N.

On a alors, pour tout ne N :

1 1 1 1
——=u,>0 > —>— = u
u u u u

n+l n n+l n

<u

n+l n*

La suite (u,),. est donc strictement décroissante. Comme elle est minorée par 0, elle converge vers une limite

.. ) . . . ) , 1 1 )
{ positive ou nulle. Si />0, on obtient en passant a la limite dans la relation de récurrence : z =/ +z, soit

¢ =0, ce qui est absurde. Donc, /=0.

Par télescopage, on a alors pour tout ne N :

ZZ(LLJLL

k=0\ Uy Uy Uy U

n
Comme u, — 0", on obtient ZMk — + oo et ainsi :
k=0

La série Xu, diverge.

1 1 . L
2) Onapourtout ne N, — =u_+— eten élevant au carré :

un+1 un

1 1Y 11
T:(M"Jr_j =u, +2+— = —/—-——=u +2.
un+1 un u un+1 un

1 1 n—1 1 n n 1
Ll S = Lol sYwiem = Yu=t Lo
u, U, =0 . 0 k=0 k=0 n U,
. *
Etavec ———= u,f +2, on obtient pour tout ne N :
un+1 un
- 1 1
34 =202
k=0 Uy U
1 2 R U B | . . .
Remarquons que ———=u; +2, donc u; = 2uk =— —— —2 et larelation ci-dessus reste vraie pour n=0.
u,& u - u,< u
1 0 k=0 1 0
Ainsi, pour tout ne N :
- 1 1
u; = —————2n-2
k=0 U, U
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On a alors, pour tout ne N T

= 1 1 1 1 1 &
Se=t-Loon o Lo LIS,
pr: w,  u; nu nu; nis

n n

=
-
I

) 1 n—1 )
Or, u} —0 (car u, —0) et la moyenne de Césaro —Zuf tend aussi vers 0. Avec u, >0, on a donc :
N k=0

1%2: 1—>x/5.

n

Soit :

Exercice 5

1) Soit un entier n>3. Posons f,(x)=x—nlInx. La fonction f, est définie et dérivable sur R’ en tant que

différence de telles fonctions et f, '(x) = RS 0 pour x>n.Deplus, f (n)=n(l-Inn)<0 car n=3>e.
X

La fonction f, est continue (car dérivable) sur R’ , donc d’apres le théoreme de la bijection continue :

e sur |O;n], f, eststrictement décroissante de li()[n f, =+ a f (n)<0, donc s’annule exactement une fois
sur cet intervalle en un réel x, ;

® sur [n;+oo[, f, eststrictement croissante de f, (n)<0 a lJlrgl f, =+, donc s’annule exactement une fois

sur cet intervalle en un réel y, .

Comme (E)):e" =x" & f (x)=0:

L’équation (E,) admet exactement deux solutions strictement positives : x, et y avec 0<x, <y, .

2) Pour tout entier n23, f, (1)=1>0 et f (e)=e—n<0 donc x, € ]l;e[ et:

1
x,—nlnx, =0 < ny _1 = g(xn)=l
X n n

n

1
avec g(x)= ax .
X

La fonction g est définie, continue et dérivable sur [1;e] en tant que quotient de telles fonctions. Sur [1;e], on a

1-1 . . . 1
? al >0 avec g'(x) =0 uniquement en e, donc g est strictement croissante de g(1)=0 a g(e) =—.
X e

g'(x)=

. L e . ) ) . 1 1 _
Ainsi, g réalise une bijection continue strictement décroissante de [1;e] dans {O;—} et sur {O;—}, g ' est
e e

. . N (1 . . (1 .
strictement croissante de 1 ae. Onaalors x, = g 1(—) et lim x, = lim g 1(—) = ll(I)ng '=1, donc :
n

n n—+oo n—>+oo

lim x, =1

n—>+oo




PSI*

N C . In(1+z 1
3) Posons z, =x, —1.D’apres ce qui précede, z, — 0 et pour tout entier n >3, %:_.
+z, n
In(1+
Comme z, -0,0na M ~ z, etdonc: z, ~—.
1+z, n

De plus, x, € ]1;e[, donc z, >0. Par ailleurs, ona y, >n, donc pour tout entier n=>3 :

x,—1 z, z
O<u,=—"—=—"<—".

yn yn n

z 1 )
Comme ~* ~ —-, on peut conclure par comparaison que :
n o n

La série X u, converge.

Exercice 6

.
Pour tout ne N ,ona:

Vo=V, =In((n+D%u,, )-In(n’y,)=0ln(n+1)+Iny,,, —alnn—Inu, = aln(1+lj+ln(

:aln(Hljﬂn(l_ngO(%D:O{l_%JrO(LZD_gJFO(%j:_%JFO(%}FO(LZJ
n n n n 2n n n n 2n n n

Donc :

Ainsi, la série X (v,,, —v,) converge et donc :

n+l

La suite v converge.

Notons A la limite de v. On a alors lim n®u, = lim e" =¢" =k >0. Comme k n’est pas nul, on peut écrire :

n—+oo n—+o

Alors par comparaison a une série de Riemann, on a immédiatement :

La série Xu, converge si et seulement si o> 1.

Exercice 7

1) a. L’application o est bien définie sur N et 2 images dans N".
Pour tout entier ne N, notons k, et 7, le quotient et le reste de la division euclidienne de n par 3.
Ona donc n=3k, +r, =3(k,+1)+r,—3 avec r,=0,10u 2 et:
3k, sir,=0 2k, sir, =0
n=43(k,+1)-2 sir,=1 = o(m)=<4k, +1 sir, =1
3(k,+1)—1 sir,=2 4k, +3 sir, =2
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Remarquons que si on note p, le reste de la division euclidienne de 6(n) par4,ona:

r=0 < p,=0ou?2
1 & p,=1
r=2 & p,=3

r

=

Soient n,n'e N' tels que 6(n) =o(n'). On aalors p, =p,. et, d’apres ce qui précede :

p,=p,=0ou2 =

{G(n) =2k, =o(n') =2k,
r=r.=0 =
r=r,

{G(n):4kn +1=0(n')=4k, +1 {kn =k,
r,=r,=1 = =

=T,

{G(n) =4k, +3=0(n") =4k, +3
’;1 :rn' :2

r,=r,

Dans tous les cas, on obtient n=n" quand o(n) =0c(n'), donc G est injective.

Soit maintenant N e N” tel N =4K,, +p, est la division euclidienne de N par 4. On a alors :

py=0ou2 = Nzc(%Nj
py =1 = N= 6(3NT_1+1J
py =3 = N=5(3N4_3+2j

Donc, N admet un antécédent par 6. Ceci prouve que C est surjective.

Finalement, G est injective et surjective, donc bijective de N dans N", donc :

o est bien une permutation de N

b. La série ZLtn vérifie le critere spécial des séries alternées, donc :

Posons pour tout ne N°, S,

La série Zun converge.

n
= ZMG(k) .On a alors :

n

Z“cm Z( Uszj) T U 1>+”c<3/>)_ (”41 3Ty, 1+”21)

-3

j=1

1

,,{_

S R 1>2f“ .
J4j=3 -1 2 ) 2 \/41 3 \/41 1

2

|
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Et:

1 1 1 1 1 1 2-2

+ - = + - ~ :
Jai-3 a1 2j 2] J1_3 Jl_l v 2]
4j

4j

n—+oo

Comme la série Z \/_ diverge,ona lim §, =+oo,etdonc:

La série Zuw) diverge.

2) On montre comme plus haut que G est bien une permutation de N".

La série Zun vérifie le critere spécial des séries alternées, donc :

La série Zun converge.

Comme plus haut, on pose pour tout ne N', §, = ZMG(k) .On a alors :

n n

3n
Sy =D oy =D (“c(zj—m Flopjoy TUsa)) ) = Z(uzj—l Ty, Uy )
k=1

Jj=1 Jj=1

( 1)21 ( 1)4j—1 (_1)4,i+1 B n 1 B 1 _i
2(2] 1 4j—2+ 4 J_Zl(zj—l 4j-2 4jj

1 (1 1) 1 1
——Z =3 (ﬁ_yjj_z- (uz,-_1+u2j)—52u,-

2](2J ) 293

+ o0

Comme lim ZM —Zu onobtient: lim §, = iun.

n—+ oo 1 n—+o
n=

Comme u,,, —0 (1, >0 et 6(n) > +0o0), on aaussi :

lim §; ., = lim ':S3n +“c<3n+1)]_ hr}} Sinsz = lim ':S3n tUsi,y T 6(3n+2)] ZM

n—+oo n—+o

. 1 & )
Ainsi, lim S, = —Zun , autrement dit :
n—>+oo p

+ o0
converge, avec Z Uiy = Z u,

n=1

La série Z Us(n)

Exercice 8

sin(nt)

n

1) Pour tout ne N', les fonctions t+>¢ et t+> sont de classe C' sur [0,1] et par intégration par

parties, on obtient :

. 1 . . 1 1 .
j;tcos(nt)dt _ {t sm(nt)} B J»l sin(nt) di = {t sm(nt)} 4 {cos(nt)} _sinn_ cosn -1 .
n 0 0 0

2 2
0 n n n n n
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11

Donc, on a bien pour tout ne N :

1
u, = IO tcos(nt)dt+v,

st

. t 1 . .
2) La fonction f :f+>—— estde classe C' sur } O;E} en tant que quotient de telles fonctions, avec :

, sint—tcost
fO=——="

sin’t
Ona lirré f()=1, donc f se prolonge par continuité en O (en posant f(0)=1)et:
2
sint —tcost (”‘3“ ))—t(1+g(t)) o)

vt — — =_0 - llm 't :0
S sin” ¢t t2+(g(t2) 1+g(1) f—>0f ®

La fonction f, prolongée par continuité en 0, est alors de classe C' en 0, avec f'(0)=0.

Finalement :

La fonction f se prolonge en une fonction de classe C' sur [O;%} .

3) Pourtout ne N* et tout € ]0;1], ¢" #1 et :

e -e )

n n ) n ) e 1 . i% i% — _i%
Ztcos(kt):tZRe(ezkt):tRe|:z(ezz)kj|:tRe|:ezteit 1j|:tRe ezze ,(e - e g )
k=1 k=1 k=1 e

. nt
l,(n+1)r sin 3

Sin(m+(n+1)tj—sin((n+l)t—
2 2 2

nt

2

)

((n+1)tj . [nt}
0S T Sin 5
=tRe|le ?
. t . t
sin| — sin| —
2 2
sin((zngl)tj—sin(tj 12 ot 1
B N (AR
. t t 2
2sin| — sin| —
&) =)
Soit pour tout ne N* et tout e [0;1] :

Ztcos(kt) f(} ((Zns-l)tj %t

2sin (tJ
2

=t

4) On apour tout ne N :

guk :Z(j;tcos(kt)dka):jg{itcos(kt)}dwivk
_I([ ( j (Qn;l)tj—% }dt+2vk—j f( j ((zngl)tjd ——j tdt+ka
(b
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Avec le changement de variable u :% (t—> é réalise une bijection de classe C' de [0,1] dans {O,%} ):
n 12 . 1 &
ZMk = 2.[0 f(u)sm((2n+1)u)du—z+2vk .
k=1 k=1
Comme f (prolongée) est de classe C' sur {0 ,%} , on peut intégrer par parties :
1/2
n cos((2n+1u) 1”2 cos((2n+1)u) 1 &
u, =2 | —-fu)————| + U)———=du |——+ ) v
;k Hﬂ) 2n+l | A 2n+1 4;k

2 (1—f6jcos(2”+lj [ f(u)cos((2n+1)u)duj——+2vk

Con+l

Comme f (prolongée) est de classe C' sur [0;%} , | f| est majorée par un réel M et :

1
<1+f( j+§M.

‘l—f(%jco (2’”1) [77 £ wycos (@n+ 1) du

Alors :

2 (1_f(ljcos(2”+1j [ f(u)cos((2n+1)u)duj—>0

2n+1 2

l—cosn<£2

2

Par ailleurs, on a pour tout ne N°, 0<v = <
n n

, donc par comparaison a une série de Riemann

convergente, la série Zvn converge.
Ainsi :
+ oo 1
La série Xu, converge et ZLtk ZVk _Z .
k=1 k=1

5) Pourtout ne N ,ona:

sin(n+1) sinncosl+cosnsinl sinn cosn .
= = cosl+ sinl.
n n n n
Donc :
cosn 1 sin(n+1) coslsinn 1 1 sin(n+1)

—(cotan)u, +——

n+1

n sinl n sinl n sinl sinl n(n+1)
. |sin(n+1)| [sin(n+1) 1 o g sin(n+1
On a pour tout ne N, | ( )| = | | — et X— converge. Ainsi, la série Z(—) est
nn+l)|  nn+l) " n n n(n+1)
sinn .. cosn o
absolument convergente, donc convergente. Comme Yu =X converge, la série X converge, ainsi
n n
.. cosn+isinn )
que la série X ————— . Ceci prouve que :
n
ein
La série X— converge.
n
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Exercice 9

Posons §, —ZLtk et §= Zuk

k=0
Comme (u, ), est décroissante et a termes positifs, on a pour tout ne N et pour tout k€ [n+1,2n] :

0<u, <u,.

Donc :

< i u,=S,,-S,.

k=n+1

Or, lim (S,,—S,)=S-S=0, donc d’apres al théoréme de gendarmes, lim nu,, =0, soit :

n—+oo n—+oo
lim 2nu,, =0.
n—>+oo
On a de plus, pour tout ne N, 0<u,, ,, <u,, ,donc:
0<(2n+u,,,, <2n+Du,, =2nu,, +u,, .

Comme X u, converge,ona u, — 0 etavec nu,, — 0, on a, 2 nouveau grice au théoréme des gendarmes :

lim 2n+Du,,,, =0.

n—+oo

Ainsi, lim 2nu,, = lim (2n+1u,,,, =0 et donc :

n—>+oo

lim nu, =0

n—>+oo

Remarquons préalablement que pour tout (p,n)e N* telque IS p<n,ona:

4R, Zuk Zuk u,+u, +..+tu,  +u,.

k=p k=n+l1

En particulier, pour tout ne N, R —R ., =u,, , 20 donc (R)), , est décroissante et a termes positifs (car

(u,),cy U'est). Ainsi, d’apres le résultat précédent, si LR, converge, alors nR, — 0.
Par ailleurs, pour tout ne N'

n
Zkuk =u, +2u, +3u; +...+(n—Nu,_, +nu,
k=0
= +u, tuy;+.tu,  tu )+, u,+otu, tu) e+, ) t+u,

=(R)-R)+(R—-R)+..+(R_,—R)+(R_,—R))
n—1
=Y R, -nR,
k=0
Ainsi, si XR, converge, alors :
n n—1
lim (Zkukj: lim (ZR —nRj ZR — lim nR, ZR

Et ainsi :

Si XR, converge alors X nu, converge vers la méme somme.
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Exercice 10

Comme xe ]—1;1[, la série X x" est absolument convergente.

+o0 +oo
Donc le produit de Cauchy Xu, (avec u, = Zxk ") converge et sa somme est ZMH = (z x"j . Or

k=0 n=0

u, —Zxk ok —Zn:x" =(n+Dx".
k=0

Donc :

n=0

i(n+1)x" =[§x”j .

N+1

-~ —-X 1
Enfin, x"= lim x" hm =—— car |x| <1 etainsi :
; N—>+t><:Z N—H—oo 1 X 1__x | |
i(n+1)x" -
pry (1-x)

A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN A A AN A AN AN AN AN AN
A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN AN A AN AN A AN A A AN AN AN AN AN AN AN

Exercice 11

On a, pour tout ne N°

I :I"Mdz =[sin(In5)]" =sin(Inn).

Comme lim Inn =+ oo et la fonction sinus n’admet pas de limite en + oo :

n—+oo

La suite (/,),.,, n’admet pas de limite.

Soit f:x> I ;Mdt. Cette fonction est de classe C”™ sur [1,+ ) [, comme primitive d’une fonction C~
t
sur [1,4 oo [. Pour ne N', la formule de Taylor avec reste intégrale a I’ordre 1 appliquée a fentre n et n+1
donne :
n+l
foaD=f)=fm+[" (n+1=0f"()dr.
Alors :

Zn:[f(kﬂ)—f(k)]=if'(k)+zn:J-:+l(k+1—t)f"(t)dt.
Soit, en posant v, =jn+l (n+l1-0)f"(t)dt :

f+h=f)=fn+h=1,, :iuk +Zn:Vk = Zn:“k :In+1_i"k :

On a pour tout ne N :

:U:+1(n+1—t)f"(t)dt Sjnn+l|(n+1—t)f”(t)|dtﬁLn+l|f"(t)|dt,
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Donc :
Sl [ rrw)de=[" ) dr

f'(x0)|= I cos (In x) -zsin (In X)I < % , donc pour tout ne N* :
X X

Or, pour tout x& [1,+ oo,

. ny n+1dt_ 1
;|Vk|sj-1 |f (t)|dtSJ-l t_z—l_mﬁl.

Ceci prouve que la série z v, est absolument convergente, donc convergente.

Alors, comme Zuk:1n+l—2vk, (1,),.n diverge et (kaj
k=1 k=1 k=1

autrement dit :

n

converge, la suite (Z”k} diverge,
neN

neN k=1

La série Zun diverge.

Exercice 12

1) On a, pour tout ne N, A’a, =Aa, —Aa,,, =20, donc la suite (Aa,),_, estdécroissante.
On veut (a,),., est décroissante, soit Aa, 20 pour tout ne N.
Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe N e N tel que Aa, <0.

Alors, comme (Aaq,), ., est décroissante, on a pour tout entier n> N, Aa, <Aa, <0 et, avec un télescopage :

—_

n-l n— n—1
Aa, =) (a,—a,,)< ) Aay = ay—a,<(n—-N)Aay, = a,—(n-N)Aa,<a,.

k k

Il
=
~

Il
=

Il
=

Et comme Aa, <0, on a lim (ay,—(n—N)Aa,)=+0c0, donc par comparaison: lim a, =+oo. Ceci est

n—+oo n—+oo

absurde car la suite (a,),_ est bornée, donc il n’existe pas d’entiers naturel N tel que Aa, <O0.

Ainsi, Aa, =a,—a,,, 20 pourtout ne N et donc :

La suite (a,),., est décroissante.

Comme la suite (a,),., est strictement positive, elle est minorée par 0 et donc :

La suite (a,),., converge vers une limite positive.

2) Soient n,pe N telsque p<n.
D’apres ce qui précede, on a Aa, = Aa, pour tout entier k <n. Alors, si p <n, on a comme plus haut :

ZAak =a,—a,, ZZAan =(n—-p+1)Aa,.

k=p k=p
Ceci donne :

nla,<(p-DAa,+a,-a,,
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3) Soitunréel €>0.

Notons lim a,=¢20.Onaalors lim Aa, = lim (a,—a,, )=(-(=0.

n—+oo n—+oo n—+oo

Il existe pe N tel que pour tout entier n=> p , €—§ <a, < €+§, donc :

—r-fc g <-4
3

n+l

€
et a </+-—.
P 3

w|m

Et, comme lim (p—1)Aa, =0, il existe aussi N, € N tel que pour tout entier n = N,, (p—1)Aq, S% .

n—>+oo
Alors, en posant N =max(p,N,)e N, on a pour tout entier n >N :

<E+£+E—£+E:s.
3 3 3

n+l —

nla, <(p-DAa,+a,—a

Or, on a vu que pour tout ne N, Aa, 20, donc nAa, >0 et ainsi, pour tout réel €>0, il existe N € N, tel que

pour tout entier n=2 N, 0<nAa, <€, ce qui prouve que :

lim nAa, =0

n—>+oo

4) Soit ne N.Ona:

D (k+D)A%q, =) (k+1)(Aa, —Aay,,)
k=0 k=0

n

:iAak +ikAak —Z(k+1)Aak+l
k=0 k=0

k=0

n

:Z(ak_akﬁ-l)—i_i[kAak _(k+1)Aak+1]

0 k=0
ay=a,,—(n+hAa,,

>~

Or, lima,, =/( et lim (n+1)Aa,, =0, donc:

n—+oo n—+oo

lim (Z(k+l)A2akj: lim (a,-a,,—(n+)Aa,, )=a,—.
=0 n—>+oo

n—>+oo

Ainsi :

La série z (n+1)A’a, converge et sa somme est a,— lim a,.

n—+oo

5) Soit ne N telque n=2.

Pour tout ke N",ona u, =v, —v,_,, donc :

n n n n
Zakuk =ayu, + Zak Vv, =V, ) =ayu, + Zakvk —Z:akvk_l
k=0 k=1 k=1 k=1

n—1

n n—l1
=aUy + z Qv — z Vi = Gy T a,v, + z (@ = a1V
k=1 k=0 k=0
n—1 n—1
=ayu,+a,v, + Z(Aak)vk =ayu,+a,v, +(Ag,)v, + Z (Aa, v,
k=0 k=1



PSI* 17

Or, pour tout ke N', v, =(k+1)w, —kw,_,, donc :

n n—1
Zakuk =ayu,+a,v, +(Aa,)v, + z (Aa)((k+Dw, —kw,,)
k=0 k=1

n—1 n—1
= ayu, +a,v, +(Aay)v, + z (Aa, )(k+1)w, — Z (Aa)kw,_,
k=1 k=1

n—1 n-2
=agu, +a,v, +(Aa))vy+ Y (Aa )k +Dw, =D (Mg, )k +1)w,
k=1 k=0

[}

= agu, +a,v, +(Aay)v, +(Aa,)nw,  + > (Aa, —Aa,,,)(k+Dw,

= =
N =

=agu,+a,v, +(Aa))v, +(nAa)w,  + ((k +1)A’q, ) w,
=1

b

Par hypothese, (w,),_ convergeet lim a v, =0,etonavuque lim nAa, =0, donc :

n—+oo n—+oo

lim (au, +a,v, +(Aay)v, +(nAa,)w, )= au, +(Aay)v, .

n—>+oo

2

S

Pour le terme ((k +1)A’a, ) w, , considérons deux cas, en rappelant que la série z (n+1)A’a, converge :
k=1
o si lim w,=0,ona ((k+DA%)w,= o ((k+DA’q,),donc Y ((k+1)A’a )w, converge ;

n—+4oo k—+o

est positive, donc

o si limw,=a#0, on a ((k+DA%,)w, ~ ak+DAq, et (k+DA%q)

n—>+oo

(Oc(k +1) Azak ) est du signe de a et ainsi, Z ((k +1) Azak ) W, converge encore.

keN

Finalement, la série Y ((k+1)A’a, )w, converge, donc ( ((k+D)A%a,) wkj converge et ainsi :

k=1 n22

La série Zanun converge.




