PSI* 1

Corrigés des TD du chapitre 13

Exercice 1

1) Chaque appel téléphonique est une expérience aléatoire ayant deux issues : on obtient le correspondant
(probabilité p) ou pas (probabilit¢é 1—p). Cette expérience de Bernoulli est répétée n fois de maniere
indépendante : on a un schéma de Bernoulli. Le nombre X de succes, autrement dit le nombre de correspondants
obtenus, suit donc une loi binomiale de parametres n et p.

La variable X suit la loi binomiale .% (n, p).

2) a. Si I’évenement (X =i) est réalisé, la secrétaire a joint i correspondants lors de la premiere vague
d’appels. Elle va donc en rappeler n—i lors de la seconde vague.

Comme X, la variable Y représentant le nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels suit
une loi binomiale de parametres n—i et p, et donc pour tout k € [[0, n—i ]] :

n—ij , n—i—k
P(X_i)(Y:k):( k jp (I1-p)

b. La variable aléatoire Z = X +Y représente le nombre total de correspondants obtenus apres les deux séries
d’appels. On a adonc Z(Q) = [[O,n]] et, avec la loi des probabilités totales, on a pour tout k € [[O,n]] :

P(Z:k):ip(x :i)P(x:i)(Z:k):iP(X :i)P(X:i)(Y:k_i)

_ SILAN i n=i) ., _ it S(n)(n=i) o N2nk—i
—i_o(ijp(l p) (k_ijp (1-p) ;(J(k_ijp (1-p)
S(k(n ke ovenk=i _ | TV kg 2n—kkkLi
2 s W )
(Mo a-prm (1o | <[ ")t -
k P - k P P P

Finalement, on obtient :
_ _ n 2k PN s
PZ=k=| |Cp=p)[1-Cp=p)]".

Et donc :

Z = X +Y suit une loi binomiale de paramétres n et 2p— p°.

Exercice 2

1) Remarquons que N est entier et Np aussi car c’est le nombre de boules blanches.

La variable X représente le nombre de boules blanches obtenues a I’issue d’un tirage donné, donc :

X(Q)=[0,Np].
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Les tirages possibles sont équiprobables, donc pour tout k € [[0, Np]] :

Nombre de tirages contenant k£ boules blanches
P(X =k)= : - .
Nombre total de tirages possibles

Enfin, on choisit sans remise de n boules distinctes parmi les N de 1’'urne, donc le modele est celui des

combinaisons. Il y a (N) tirages possibles et pour obtenir exactement k boules blanches (donc n—k boules
n

noires), il faut choisir ces k boules blanches parmi les Np dans I’urne (Allcp ) possibilités et pour chacune de ces

possibilités, il y a (N(l _kp ) ) possibilités de choisir les n—k boules noires parmi les N-Np=N({-p) de
n—

Np)(N(l—p)

h . ) tirages contenant k boules blanches et ainsi, pour tout k € [[0, Np]] :
n—

)

2

I’urne. Il y a donc (

P(X =k)=

aY . .
Onaa! ~ ~2ma (—j , donc pour tout entier b fixé :
e

a—>+o

\/2na(aj
(Clj: al B e
b) bla—b)la-+ b!m(a—bj
e

Et :
a a
\N2ma | —
a ( ej e_b a —aln[l—%) b ab
o Vet Ty
b!«/2n(a—b)(a bj ' '
e
a ah
Donc, a b fixé, ~ —et,an,petkfixés:
b )a—+= pl
k n—k n—k
(Np)(N(l—p)) (Np)" N""(1-p)
PX=kh=————-—" =~ = 1- .
( ) (N) N N k!(n_k)!p( p)
n n!
Ainsi :
lim P(X =k)=|" |pa=py*
N =+ k p p )
Donc :

Lorsque N tend vers I’infini, la loi hypergéométrique tend vers la loi binomiale . % (n, p).
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2) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [[l,n]] et S=X+Y.
Ona S(Q)=[2,2n] et, avec la loi des probabilités totales, on a pour tout k € [2,2n] :

P(S=k)= > P(X=i,Y=)).

i+j=k
I<i, j<n

Comme X et Y sont indépendantes et suivent une loi uniforme sur [1,n], on a, pour tous i, j€ [1,n] :

P(X=iY = j)=P(X =)P(Y = =1 =L
nn n
Donc :
P(S=k)= iﬂz_k %:%Card{(i, pelLal i+ j=k :%Card{(i,k—i)e [1.A]'}
I<i, j<n
:izCard{ie[[1,n]],1§k—i§n}=12Card{ie[[1,n]],k—nsl's1c—1}
n n
=L Card[max(1,k - n), min(k —1, )| = ik =L) —max(l. k- ) + 1
n n
Or:
k-1<n & k—-n<l.
Donc :

min(fk—1,n)=k—-1 & max(Lk—-n)=1.

Et ainsi,on a :

k_21 quand 2<k<n+1
PS=k)=1, ”1 )
n+—2— quand n+1<k<2n
n

Si on représente cette loi pour n=6 (ce qui correspond a I’expérience : lancer de deux dés standards et non
pipés, S est la somme des deux chiffres obtenus), on obtient :

0,18 -
0,16 -
0,14 + *
0,12 -
0,1
0,08 - ¢ ¢
0,06 -
0,04 -

0,02

0

0 5 10 15
Ceci illustre bien I’aspect « triangulaire » de la loi. Numériquement, ceci correspond a pour tout k € [[2, 2n]] :

P(S=2n+2-k)=P(S=k).
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Exercice 3

1) Ona X,(Q)=X,(Q)= [[1, 4]] et, comme on procede avec remise, X, et X, sont indépendantes et suivent

toutes les deux une loi uniforme sur [[1, 4]]. Alors, pour tout (k, /) e |I1, 4]]2

P(X,=k,X,=0)=P(X,=k)=P(X, =)=+ xL.

Ainsi :

Pour tout (k,£)e [1,4]", P(X,=k,X,=/)=

Onaaussi X(Q)=Y(Q)=[1,4] et X =X, <max(X,,X,)=Y. Alors, pour tout (k, ()€ [[1,4]]2
P(X,=k,X,=1) quand ¢ > k
P(X=k,Y=0)=qP(X,=k,X,<k :iP (X,=k,X,=i) quand { =k
0 B quand / <k

Soit :

L quand / > k
16
Pour tout (k)€ [1,4]", P(X =k,Y=1)= % quand £ =k .

0 quand /<k

2) Comme X =X, onapourtout ke [l,4], P(X =k)=P(X, =k)=l.

De plus, (Y =1)=(X,=1,X, =1),donc P(Y=1)=P(X,=1,X, :1)=ﬁ et pour tout ke [[2,4] :

R.

4 -1 k-1 _
=Y P(X=(,Y=k)=) P(X=(,Y=k)+P(X =k,Y=k)= L i=g.
=1

(=1 /=1 16 6 16
La formule ci-dessus reste valable pour k =1, donc, pour tout k € [[1, 4]] :
1 2k -1
P(X=k)=— P(Y=k)=——
(X=k)=y  Pr=k)=20
P(X =k,Y=3)

3) On a P(Y:3)=%¢O et pour tout ke[l,4], on a P, (X =k)= , donc avec les

P(Y=3)

résultats de la question 1, on obtient :

é quand 3>k

Pour tout ke [1,4], B,_, (X =k)= % quand 3=k .

0 quand3<k
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4) De la méme facon que ci-dessus, on a pour tout /e [[1, 4]], P(Y=£):%6_1¢O et:

1

—— quand k< /
20—1

P(X=k,Y=1) k

Pour tous k,/e€|[1,4|, P, (X =k)= = vand k=7 .
[[ ]] (Y—ﬁ)( ) P(ng) 2/—1 q

0 quandk>/

5) Si X et Y sont indépendantes, alors pour tous k,l€[1,4], Py (X =k)=P(X =k) =i, ce qui est faux.

Par exemple, F,_, (X =2)= % # i Ainsi :

Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

6) Ona (X +Y)(Q)=[2,8].Ona P(X +Y=2)=P(X=1,Y=1)=% et pour se[3,8] :

P(X+Y=s)=2P(X=k,Y=s—k)= > P(X=kY=s5-k)= Lf P(X=kY=s-k).

k=1 1<k<s—k k<4 k=max(1,5-4)

D’oulaloi de X +Y résumée dans un tableau :

Xx+y 1213141561738
Probabilite | - | L |2 2|2 L]4
6116|1616 |16 |16 |16

Pour XY, il est plus délicat de préciser (XY )(€2). Enumérons les cas.

Soit me Q.

Si X,(w) = X,(w), alors X(w)=Y(®)=X,(w), donc:

I quand X, (@)= X,(®0) =1

4 quand X, (w)=2 et X,(®w)=1o0u 2

9 quand X,(w)=3etX,(@)=1ou2ou3

16 quand X,(w)=4etX,(w)=1o0u2o0u3ou4

(XY)(0) = X, (@)’ =

Si X,(w) < X,(w), alors X(w)=X,(0) et Y(0)=X,(w), donc:

2 quand X,(w)=1letX,(®w)=2
3 quand X, (w)=1etX,(®)=3
6 quand X,(@)=2 et X,(®)=3
4 quand X,(w)=1let X,(w)=4
8 quand X, (w)=2et X,(®)=4
12 quand X (@) =3 et X,(w) =4

(XY)(w) = X, (0) X,(w) =
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Ainsi, (XY)(Q)={1,2,3,4,6.,8,9,12,16} et:

e
P(XY:Z):P(XI:LXZZZ):%
v =-rit 1,3
P(XY:4):P(X1:1,X2:4)+P(X1:2,X2:1)+p(X1:2,X2:2):%
P(XY:6)=P(X1:2,X2:3):%
P(XY:6):P(X1:2,X2:4):%

: 3
P(XY=9)=> P(X,=3,X,=k)=—

=1 16
P(XY=12):P(X1:3,X2:4):%

4
P(XY=16):ZP(X1:4,X2:1{):%

k=1

D’ou laloi de XY résumée dans un tableau :

X+Y 1 2 3 4 | 6 8 | 9 | 12| 16
Probabilité | — | | — | — | > | —|—|=> |1 |2
16 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16
Exercice 4
1) a. Ona N(Q)=Net 0<X <N, donc:
X(Q)=N

b. Comme il choisit au hasard son entrée, chaque visiteur a 1 chance sur 4 de choisir I’entrée n° 1 (épreuve de
Bernoulli, probabilité de succes = 1/4). Les k visiteurs se présentent successivement et leur choix est
indépendant de celui des autres. Nous sommes en présence d’un schéma de Bernoulli et donc :

Quand N =k, le nombre X de visiteurs qui entrent par I’entrée 1 suit une loi binomiale de parametres k et E

¢c. On a (X:n):U(Nzk,X:n) et pour k#k', (N=k,X=n)N(N=k',X =n)=C, donc la famille

k=n

((N=k,X =n)) _ forme une partition de I’événement (X =n).

n2

La loi des probabilités totales donne alors P(X =n) = ZP(N =k,X =n), soit :

k=n

P(X =n)= iP(N =k)P,_, (X =n)

k=n
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k

_x%. Or, d’apres la question b, sachant

Comme N suit une loi de Poisson de parametre A, on a P(N =k)=e

k n k—n
N =k, X suit une loi binomiale de parametres k et l ,soit P, (X =n)= l é ,ona:
4 (V=0 n)\4) 4

_X;Lk 1 n é k—n__,_m _;L;\,k k' 1 n é k—n
Pex=m= Z k!( J@ (4) 2 n>'(4j (4)

n +oo k—n n o4 k no3i
BTN Sem £\ T LN SSIVEN JRNTEA R
n!\ 4 pa (k—n)!\ 4 n!\ 4 o k!4 n!\ 4

- (4y

8

b
Il

Ainsi, P(X =n)=

, donc

. . . . A
La variable X suit une loi de Poisson de parametre R

2) a. Comme le joueur réussit de facon certaine le premier lancer ( P(S,) =1) mais peut ratier le deuxieme, Z

. . . . . P ’ ~ * z ~
vaut au minimum 1 et peut valoir n’importe quel entier supérieur ou égal a 1 (pour tout ne N , I’évenement
est raté »). Ainsi :

ieme

(Z =n) est’évenement : « les n premiers lancers sont réussis et le (n+1)

Z(Q)=N

b. On vient de voir que pour tout ne N, I’événement (Z =n) est I’événement : « les lancers 1 et 2 et ... et n

ieéme

sont réussis et le (n+1)"™ est raté », donc :

(Z=n)=85,1nS,N..nS, NS,

On a alors :
P(Z I’l) P(S mS .. mS erH—l) P(SI)PSI (SZ)RSIF\SZ (53)"'Pslm52m..nsn,l (Sn)PSlr‘\SZr‘\...ﬁS (Sn+l)
Par hypothese, P(S,)=1 et pourtout i>2, P, ¢ (Sl):l donc Py g - s (Sl.)zl—l_:g. Alors :
i i i
P(Z=n)=1><l><l xlxi
2 3 n n+l
Soit :
n
P(Z=n)=
(Z=m= "

c. Ona:

wont+l-1 G 1 1 1
Z wPZ=n)= Z( D2 D —Z(——(}H_DJ—F (par télescopage).

=\ n!

Ainsi, on a bien :

> L PZ=n=1
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Exercice 5

1) Onapourtout me N :

P(X2m)=) P(X=k)=> (1-p) ' p=01-p)"" p3 (1-p)™"

k=m k=m k=m

— 1_ )m—l < 1_ )k: 1_ m—1
(1-p p;( P ==p" s

Soit :

P(X zm)=(1-p)""

2) Ona X(Q)=Y(Q)=N", donc si Z=min(X,Y),onaaussi Z(Q)=N".
Pour tout ke N" :
P(Z=k)=P(min(X,Y)=k))=P(X =k,Y 2k)+P(X 2k+1Y =k)

+00

=Y P(X=kY=i)+) P(X=iY=k)
i=k i=k+1

+oo

:ip(x =k)P(Y=i)+ > P(X =i)P(Y =k)

i=k+1

=2 (=p)"'p=p)" p+ 3 A=p)" p=p)~'p

i=k+1

=(1-p)*“Vp*+20-p) ' p* Y 1-p)”

i=k+1

=(1-p)“p*+201-p) p*(1-p)* Z(l p)

i=0

=(1- 2(k-1) 2+21 2(k1)2 _
a-p) I-p) a p)—l_(l_p)

=(1-p)""p*+2(1-p)*" p(1-p)
=2-p)i-p**p

Ainsi, pour tout ke N* :

P(Z=k)=2-p)p(-p)**™"

Ona X(Q)=Y(Q)=N",doncsi W=X-Y,onaaussi W(Q)=Z.Pourtout ke Z :

+o0 + o0

P(W=k)=P(X-Y=k)=P(X=Y+k)= Y P(X=i+kY=i)= > P(X=i+k)P(Y=i)
i=max(1-k,1) i=max(1-k,l)
= Y -p™pa-pp=pa-p Y [a-p’]
i=max(1-k,l) i=max(1-k,1)
= pZ(l—p)k—2 [(l_p)Z}max(l_k’l) 1 _ p(l_p)k—2+2max(1—k,1)

1-(1-p)* 2-p
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Et:
® i k20, k—2+2max(1-k,1)=k—-2+2=k ;
e i k<0, k-24+2max(1-k,1)=—k%.

Soit, pour tout ke Z , k—2+2max(l—k,1)=|k| et:

— )X
P -i-20=2

3) Soit (i, j))e N'xZ.Ona:

P(Z=i,W=j)=P(min(X,Y)=i,X -Y = j)=P(min(Y + j,Y)=i, X =Y + j)
Si j=20, min(Y+j,Y)=Y, donc :

P(Z=i,W=j)=P(Y=0iX =i+ j)=p(-p)~" p(l—p)"~" = p*(1-p)*/~
Si j<0, min(Y+j,Y)=Y+j,donc :
P(Z=iW=j)=P(Y+j=i,X=Y+j)=P(Y=i-jX=i)=p(l-p) ' pd-p)" =p*0-p)* 7
Donc :
P(Z=iW = j)=p*(-p)""7= p(a—-py* .

Or:

i o
P(Z=i)P(W = j)=(2-p)p(i— p)**™ P(;—P) _ (1= p) i

Ainsi, pour tout (i, j))e N'xZ,ona P(Z=i,W =j)=P(Z=i)P(W =), donc:

Les variables aléatoires W et Z sont indépendantes.

Exercice 6

Soient a,be N".

L’équation caractéristique associée a (E): y"+(a—=1)y'+by=0 est r’+(a—1)r+b=0, de discriminant
A=(a—1)*—4b. La forme des solutions de (E) dépend du signe de A, mais dans tous les cas, I’ensemble des
solutions est un plan vectoriel Vect(f,, f,) ou f, et f, sont deux solutions de (E) non proportionnelles.

Remarquons que comme a,be N ,ona a—1=0, b>0et A=(a—1)>—-4b<(a—1)".

B a—l—x/Xt _ a—l+\/Xl
° Sia—1>2x/3>0,soitA>0,0nafl:tHe 2 oet fyit>e 2

Comme O<\/Z<a—1,ona a—1+\/Z>a—1—\/K>0,d0nc lim f, =lim f, =0.

a—1 a—l

° Sia—1:2x/3>0,soitA=0,0nafl:t|—>e 2 et fyit>te .

Comme a—1>0,o0ona limf, =lim f, =0.
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1 a—1

. &a—l<%@,mﬁA<0,ﬁ:neej?cm(|Mr)af;mee_2ﬁm(|Mt)

* Sia>l,onalimf =limf, =0.
= Sia=1,alors fl:t|—>cos(2\/zt) et fZ:t|—>sin(2\/Et),qui n’ont pas de limite en + oo.

Finalement :
limf,=limf,=0 & a=#l.
+00 +00
Or, toutes les solutions de (E) tendent vers 0 en + oo si et seulement c’est le cas pour f, et f,, donc:
Toutes les solutions de I’équation (E) tendent versOen+© << a#1

Ainsi, la probabilité pour que toutes les solutions de 1I’équation y"+(A—1)y'+ By =0 tendent vers 0 en + o est
la probabilité que A#1,soit P(A#1)=P(A>1)=1-P(A=1).

Si p est le parametre de la loi géométrique suivie par A,ona P(A=1)= p, donc:

La probabilité pour que toutes les solutions de I’équation y"+(A—-1)y'+By=0
tendent vers O en + o0 est 1— p ou est le parametre de la loi géométrique suivie par A.

Exercice 7
z, 0 - 0 z7 0 0
0 :
0 : 0
0 -+ 0 0 2
1) Ona A=| K =
z2 0 0 -z 0 0
0 o0 :
’ 0 0
0 0z O 0 -z

Notons B, =(e¢,, €,, ..., €,,) la base canonique de C*" et f1’endomorphisme de C*" canoniquement associé

aA.Danslabase B=(€,,€,,1, € €prrsers €sCpups s €y €y, ), 002"
A 0, - 0, 2
0, A, .
My(f)=| Az o, | avee Ak:(zz & jpourtout ke[1n].
Do 0, 2 -z,

) e ) .

Et A= My (f) et M,(f) sont semblables.

Les plans Vect(e,, e,,, ) sont stables par f, donc si f est diagonalisable, les endomorphismes induits par f

sur Vect (e, e,,, ) sont tous diagonalisables, donc les A, sont toutes diagonalisables.

Réciproquement, si les A, sont toutes diagonalisables, alors avec A, =PD,P ', D, diagonale et

P, € GL,(C) pour tout k€ [1,n],ona:

RDIR_I 02 02 E 02 02 D1 02 : 02 R_l 02 02
0 PD.P! : 0o, P -. 10 D o, P :

M (f): 2 2725 =2 2 2 2 2 2
5 : 02 ) K 02 02 02
0, 0, PD P 0, --- 0, P)\0, 0, b,)lo, - 0, P
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2)

P1 02 ) 02 Pl_l 02 02 P1P1_l 02 02
- . . - .
Et 0.2 Pz R I . . , donc :

Do 02 . 02 .. 02 2n

02 ' 02 P” Oz Oz P,:l 02 02 P,,P,:l
I)l_l 02 02 P1 02 ’ 02 N
0, P _|0, B
: K 0, R 0,
0, o, ') \0, - 0, F,

Ainsi, M, (f) est semblable a diag (D,, D,, ..., D,) qui est diagonale, donc f est diagonalisable.
Ainsi, f, et donc A, est diagonalisable si et seulement si toutes les A, le sont.

X-z -2°

2

R (G (O G iR S A G )

2
Soit C=| ©
Z —Z

R ¢ javec z€e C.Ona xcz‘

Si 27(z°+1)#0,(z#0 et z#+£i)alors C admet deux valeurs distinctes, donc est diagonalisable.

Si z=0, alors C =0, et C est diagonale, donc diagonalisable.

Si z==1i, alors %, = X", donc la seule valeur propre de C est 0 et C n’est pas diagonalisable (sinon elle
serait semblable a la matrice nulle, donc nulle).

Ceci permet de conclure que pour tout k € [[1, n]] , A, est diagonalisable si et seulement si z, # =i, donc :

La matrice A est diagonalisable si et seulement si z, # % i pour tout k € [1,n].

M 2
Notons Adz I’évenement L = (M 5 M] est diagonalisable.

D’apres ce qui précede et avec I'indépendance des X, :

p,=P(Adz)=P(X,#*i,X,#ti,... X, #+i)=[[P(X, #ti).

k=1

De plus, pour tout pour tout k€ [1,n] :
P(X, #ti)=1-P((X,=- i)U(X,=i))=1-P(X,=— i)-P(X, =i).
Sachant que pour tout k€ [1,n], X, (Q)=U,, considérons alors deux cas suivant la parité de n.
e Sinn’estpas divisible par 4, alors i¢ U, et —ig U, ,donc: p, =1.

e Si n est divisible par 4, alors i,—ie U, et, comme les X, suivent toutes une loi uniforme sur U ,

qui est de cardinal n,ona P(X, =— i)=P(X, :i)=l etdonc: p, =H(1—zj=(l—zj :

n E=1 n n

Ainsi :

b= (1 —zj quand 4 divise n

n

1 quand 4 ne divise pas n
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Ona(l—gj =exp(nln(l—gjj=exp(n(—g+ 0 (lnjzexp(—2+ 0 (1)) donc :
n n n n—o+e\np n—+oo

lim p,, =e?#1= lim p, .

n—+oo n—+o

Ceci prouve que :

La suite (p,) . ne converge pas.

"
neN

3) D’apres la premiere question, pour tout ®e £, L(®) est semblable a la matrice diagonale par blocs
X (@) X (o)

diag (A (), 4,(@). .., A,(@)) ol 4, :(X%m) - X, (@)

j pour tout k€ [1,n], donc :

Xiw) = Inl i = lnl (X2 - Xk(m)2 (Xk ()’ +1)) :
k=1 k=1
.20n

Les X, (®) sont des racines n°™ de I’unité, donc X, (®) = e " avec le [0,n—1]. Alors :

) ) iﬂ lﬂ ,ﬂ l& —i% iﬂ 2£n
X, (@) (X (@) +1)=e " (¢ " +D)=e " (¢ " +e " )=2e " cos| — |.
n

Les valeurs propres de L(®) sont les complexes A tels que A = X, (w)° (X ()7 +1).

Si Ae Sp(L(w)) est une racine n*™ de I'unité, alors :

2= [, @0 (X, (@ +1) =|2e (%)H(%j .
n n
Or, (€ [0,n—1] donc OS%<2n,donc;
n
TR HS RPN L L S LT
n 2 n (33733 66 6 6

On obtient deux cas.

e Si n n’est pas divisible par 6, aucune valeur propre de L(®) n’est de module 1, donc aucune valeur

propre de L(w) n’est une racine 7™ de I'unité etona g, =0.
e Sinestdivisible par 6, soit n=6p avec pe N',ona:
‘kz‘zl < (e{p,2p,4p,5p}.
On a alors X, ()’ (Xk (w)* +1) =—1 pour tout ke [[l,n]] , donc les valeurs propres de L(®) sont —i et i.
Mais alors, i" =(=i)" =i’ =(=1)’ =(=1)".
o Sip est impair, aucune valeur propre de L(®) n’est une racine n™ de I’'unité etona g, =0.
o Si p est pair, i.e. n est divisible par 12, alors les valeurs propres de L(®) sont des racines 7™ de

1’unité si et seulement si X, (w)e U = {e n (e {—,—, —,—}} pour tout k€ [1,n].
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Dans ce cas, on a g, =P(Xle U,X,eU,...X, € U). Avec I’'indépendance et la loi uniforme

commune des X, , on obtient :
5 w [ CardU\ (4Y
@ Ik:II (X,eU)=(P(X,eV)) (Card[Unj (nj

Finalement :

(ﬂj quand 12 divise n
4, = \n

0 quand 12 ne divise pas n

. 4 .4 R PR
Pour tout ne N ,ona 0<¢g, <— et lim —=0, donc d’apres le théoreme des gendarmes :
n n—+eo p

Exercice 8

1) Ona X*: Q—>7Z; o max(X(®),0) et X : Q—>Z; o min(X(®),0).
X" et X~ sont donc des applications définies sur Q, avec X" (Q)=N et X (Q) :{—n, ne N}.
De plus, pour tout n€ Z,ona X ' ({n})e A, donc pour tout ne N :

o X)'({(n)=X"(In})e A ;

e (X)'({-n})=X"'({-n})eA.

Ainsi :

X' et X~ sont bien des variables aléatoires.

2) Pour tout me Q, X" (0)=max (X (®),0) et X (®)=min(X(©),0), et :

e Si X(m=>20, X" (0=X(m) et X (0)=0 ;
e Si X(<0, X"(0)=0et X (0)=X(w).
Soient n,me N. Pour tout e Q,ona:
X" = X(),0)=
o (X =n)n(X =-m) o { (@) =max (X (©),0) =n
X~ (®)=min(X(®),0)=—m

Ceci est impossible si n et m sont tous les deux non nuls, d’ot :

* i n,meN*,P(XJ’:n,X_:—m):O;
o sineN, P(X"'=nX =0)=P(X=n);
e simeN,P(X"'=0,X =-m)=P(X=-m).
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Comme X n’est ni positive presque slirement, ni négative presque siirement, il existe n,me N tels que

P(X=n)#0et P(X=—m)#0,donc 0<P(X 20)<

On a alors :

I.

P(X*=nX =0)=P(X =n)

P(X*=n)P(X =0)=P(X =n)P(X 20)

Or, P(X =n)#P(X =n)P(X 20) (sinon P(X 20)=1car P(X =n)=#0).

Donc, P(X"=n,X =0)#P(X"=n)P(X =0) etainsi:

Les variables X" et X~ ne sont pas indépendantes.

Exercice 9

1) La variable aléatoire T +1, qui est & valeurs dans N, suit une loi géométrique de paramétre ¥4, donc pour

tout ne N :

P(T=n)=P(T+1=n+1)=—

n+l-1
(AT
2 2 2"

Ona (T>n)=(T<n) et (T<n)=| J(T =k), et 'union est disjointe, donc par G-additivité :

n

1

P(T>n)zl-p(Tgn)zl_zp(T:k)zl_iL_l_ll—o/z)"* 1

+oo

e 2k+1 2 1_1/2 - 2n+1 °

Ona (T >n) :( U (= k)] U(T =+ o) et I’'union est disjointe, donc par c-additivité :

k=n+1

+o0

- |1

P(T>n)= Z P(T=k)+P(T =+c)= Z 2k+1+P(T:+°°)
k=n+1 k=n+1
1 1 1
= +P(T =+00)= +P(T =+
2n+2 1_1/2 ( ) 2n+1 ( )
Ainsi, %=%+P(T:+W),donc P(T:+oo):0.
Finalement :

P(T=n)=P(T>n)=

2n+1

et P(T=+)=0.

2) Pour réaliser (T'=n), il faut réaliser (X, , =X, =

n— n

P(T'=1)=P(X, =X, =1)
P(T'=2)=P(X,=0,X, =X, =1)
P(T'=3

P(T'=3

) et (X

n—

,=0) quand n>2,d’ ol :

)=P(X,=0,X,=0,X,=X,=1)+P(X,=1,X,=0,X, =X, =1)
T'=3)=P(X,=0,X,=0,X,=0,X,=X,=1)+P(X,=0,X,=1,X,=0, X, = X, =1)

+P(X,=1,X,=0,X,=0,X,=X,=1)
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Et finalement :

3) Pourtoutentier n=>2,0na:

P(T'>n):P(T,>n_2)(T'>n)P(T'>n—2).

Or, si (T'>n—2) est réalisé, pour obtenir (7'>n), il faut que (X, , =1)N(X, =1) soit réalisé, donc :

n—

By (T'>n)<P((X,, =)N(X, =1)).
Et:
(X, =DN(X, =1)=[(X,, =0)N(X, =0)]JU[(X,, =1)N(X, =0) JU[(X,, =0)N(X, =1)].

et X, :

Donc, par sous-additivité et indépendance de X

n-1

P((X,, =1)N(X,=1))<P(X,,=0.X,=0)+P(X,, =1X,=0)+P(X,,=0.X,=1)

n—1
<P(X,,=0)P(X,=0)+P(X,,=1)P(X,=0)+P(X,,=0)P(X,=1).

1 1 1.1 1 1 3

S—X—+—X—+—X—=—

2 2 2 2 2 2 4
Ainsi,P(

ronay (T'>1) < % ,d’ot :

P(T'>n)S%P(T'>n—2)
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4) Montrons par récurrence sur p que pour tout pe N :

p(T'>zp)s@pp(T'>o)

P
P(T'>2p+1) s@ P(T'>1)
Initialisation : Pour p =0, les deux inégalités sont vérifiées (ce sont méme des égalités).

Hérédité . Supposons la propriété vraie a un rang pe N. On a alors 2(p+1)>2 et 2(p+1)+1=>2, donc
d’apres la question précédente et I’hypothese de récurrence :

3 3 3(3Y e (3Y o
P(T'>2(p+1))< 2 P(T'>2(p+1)-2)= 2 P(T'>2p)< 4&) P(T >o)_(4) P(T'>0)

3 3 3(3Y ooy (3Y s
P(T'>2(p+1)+1)< " P(T'>2(p+D)+1-2)= " P(T'>2p+1)< 4(1) P(T >1)_(4j P(T'>1)

Ainsi, la propriété est vraie au rang p+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout pe N.

p ot

.y - (3 -
Comme les probabilités sont positives et lim (—j =0, le théoreme des gendarmes permet de conclure

que lim P(T'>2p)= lim P(T'>2p+1)=0 etdonc que: lim P(T'>n)=0.

p >+ p >+ n—+ oo

Or, pour tout ne N, (T'>n+1)c(T'>n)=(T"'>n+1)U(T'=n+1), donc par continuité décroissante :

lim P(T'>n)=P(() . (T'>n))=0.

n—+ oo

Or, ﬂneN(T'>n)=(T'=+oo), d’ou :

P(T'=+0)=0

5) Soit n=2.

La famille ((X 0 =0),(X, = 1)) est un systeme complet d’évenements, et la formule des probabilités totales
donne :
P(T'=n)=P(X,=0)F, ,,(T'=n)+P(X,=1)F, ,(T"'=n).

(Xo=1)

La famille ((X1 =0),(X, =1)) est elle aussi un systtme complet d’événements, et la formule des

probabilités totales donne :

Py .y (T'=n)=P(X, :O)P(xozl)n(x,:o) (T'=n)+P(X, :1)P(x0:1)n(x,:1) (T'=n).

(Xo=1)

De plus :
e P(X,=0)=P(X,=1)=P(X,=0)=P(X,=1)=—;

* si (X,=0) est réalisé, la probabilité d’obtenir pour la premiere fois deux 1 consécutifs aux rangs

n—1 et n est la méme que celle d’obtenir pour la premiere fois deux 1 consécutifs aux rangs n—2 et
n—1 sans fixer la valeur de X, soit £, _, (T'=n)=P(T'=n-1) ;

e si (X,=1)N(X,=0) est réalisé, la probabilité d’obtenir pour la premiere fois deux 1 consécutifs

aux rangs n—1 et n est la méme que celle d’obtenir pour la premiere fois deux 1 consécutifs aux
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rangs n—3 et n—2 sans fixer la valeur de X, soit Ry . (7'=n)=P(T'=n-2) (qui est nulle

quand n=2);
® comme (XO zl)m()(1 :1):(T':1) et I’lZZ, PEXO:I)O(XI:I) (T'—H):FET,:I) (T':n):O
Ainsi :
1 11 1
P(T'=n)=—P(T'=n-1)+—|—=P(T'=n-2)+—x0
(1 =)= P(r'=n=1) 3| S P(r'=n=2) 4 0]
Soit :
1 1
P(T':n):EP(T'zn—1)+—P(T':n—2)

. 1 N .
En posant u, = P(T"'=n) pour tout entier n>2,0na u, =u, = 3 d’apres la question 2 et :

1 1
u, _Eun_l —Zun_z =0.
R (. N . . o . , 1 1
Le polyndme caractéristique associé a la relation de récurrence linéaire double ci-dessus est X~ —— X e

dont les racines sont 1_4\/3 et 1+4\/§ , donc pour tout n 22, u, = l(#} +H(1+4\/§J avec :

T (1445 1 i i
J “{ 4 J ~3 A(1-+5) +n(14++5) =2

1-35
4 5
1Y (1Y [ (145) eu(1445) =8
U = J mn ; =3
A(3-5)+u(3++5)=1 . |
T e B)nfaes)=r 2B

aingi g L [15Y) 1 (1=45)
s,un—2\/§ 1 A :
1+5) 1 (1-+5 o1 (1445) 1 (1=45)
( 4 }2\6( 4 jetP(T_O)_O_NE( 4 J_zﬁ( 4 j
o1 (145) (1=45Y
o ]

On a (T'>n):(Uk2n+l(T'=k))U(T':+oo) et comme 1’union est disjointe et P(T'=+00)=0 :

P(T'>n)= iP(T':k)+P(T':+oo): ip(r:k) i 1 Kﬂ]l(ﬂ)k}

k=n+1 k=n+1 - k=n+1 2\/5 4 4

Comme P(T'=1)=

on a pour tout ne N :
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Avec |1_\/§|<|1+ 5|<1,0npeutécrire:
EXNER
k k n+l n+l
p(risn)——| 3 1445 -5 1-5 ) |_ 1 [[1445 1 (1=45 1
2\/5 k=n+1 4 k=n+1 4 2\/3 4 1_1+\/§ 4 1_1—\/§
4 4
Et :
1 4 4B+5) 26+245) (145
15 35 9-5 4 4
4
1 1-45Y
De méme =8| — , donc :
1_1_\/5 ( 4 ]
4

oo slEET 2

Exercice 10

Comme les lois de variables temporelles sont géométriques, le temps est discrétisé, compté en une unité
mystérieuse que nous omettrons dans ce qui suit.

1) L’évenement (Y >k), c’est-a-dire A, attend strictement plus que k (donc k+1 ou plus) pour passer au

guichet, se réalise si et seulement si A, et A, passent un temps strictement supérieur a k au guichet (donc & +1

ou plus), c’est-a-dire (X, >k) et (X, > k), ouencore (X, 2k+1) et (X, =2k+1). Ainsi:
PY>k)=P((X,Zk+D)N(X,2k+1)).

Or, les temps d’attente passé au guichet par les trois individus (qui ne se connaissent pas) sont indépendants,
donc :

PY>k)=P(X,2k+1).P(X, 2k +1).
Et comme X, et X, suivent la méme loi géométrique de parametre p, on a :
P(X, 2k+1)=P(X,2k+)= D P(X,=i)= ) p(l—p)~ = p(-p)' Y (1-p)’ = p(i-p)’ —(-p)
i=k+1 i=k+1 j=0 —u—-

Finalement, on obtient P(X, >k +1)=P(X,>k+1)=(1-p)* etdonc :

P(Y >k)=(1-py*

Remarquons qu’en posant P(Y >0)=1=(1—p)°, on a pour tout ke N :
PY =k)=PY 2k)-PY >k)=PY >k-1)-PY >k)=(1-p)* > =(1-p)* =1-p)*? [1—(1—p)2].

En posant g=1—(1—p)*,ona P(Y =k)=(1—-¢)"'q, donc :

Y suit une loi géométrique de parametre q.
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2) Ona Z=Y+X, etles variables Y et X, sont indépendantes : le temps passé au guichet par A, ne dépend

pas du temps qu’il a attendu (qui ne dépend que des temps passés au guichet par A, et A,)).

Comme Y(Q)=X,(Q)=N",ona Z(Q)=N"\{1} et pour tout ke N tel que k>2 :

P(Z=k)=3 P(Y=j,X,=k-j)=> P(Y = HP(X, =k j).

J=1 J=1

Comme Y et X, suivent des lois géométriques de parametres respectifs g et p, on obtient :

< -1 k=j-1 kzk_l l-¢q ! kzk_2 I-¢q i
P(Z=k)=> (1-¢)"'q(—p)"'" p=pg(1-p)*~ Z(—j = pq(l1-p)"~ Z(—j :
j=1 j=1 l1-p i=j-1 o\1-p

Or:
g=p & 1-(1-p)’=p & (A-p)Y’=1-p & p=0oul.

l1-¢
I-p

#1 et:

Comme pe ]0,1[,ona g+ p,donc

(3]
1— 1= ) —(1=g)*!
p :pq( py —(=q)

P(Z=k)=pq(l-p)~ T
- —4 q—p

Ainsi :

1-p)'=1-g)"" '
q—p

Z(Q)=N"\{1} et pour tout ke Z(Q), P(Z=k) = pq

3) Le temps moyen passé par A, ala poste est E(Z)=E(Y)+E(X,).

Comme Y et X, suivent des lois géométriques de parametres respectifs g et p, on obtient :
I 1
E(Z)y=—+—.
q p

Donc :

1

Le temps moyen passé par A, a la poste est ————+—.
1-A-p)” p




