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Corrigés des TD du chapitre 14 
 

 

Exercice 1 

1)  a.  On a � �( ) ( ) 0,X Y nΩ = Ω = , donc X et Y prennent un nombre fini de valeurs. Il en va alors de même pour 

Z et T, donc : 

  Z et T admettent des moments de tous ordres.  

 

b.  On a Z X Y= −  et, comme � �( ) ( ) 0,X Y nΩ = Ω = , on a aussi � �( ) 0,Z nΩ = . 

Pour tout � �1,k n∈ , on a ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Z k X Y k X Y k X Y k X Y k Y X k= = − = = − = − = − = = + = +∪ ∪  et 

comme 0k > , l’union est disjointe. 

Alors, comme X et Y  sont indépendantes et suivent la même loi uniforme sur � �0, n , on a : 
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Enfin : 
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On a alors : 
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Soit : 
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c.  On a ( ) ( )
2

n
E X E Y= =  et : 

( ) ( )
1 1

inf( , )
2 2

T X Y X Y X Y X Y Z= = + − − = + − . 

Par linéarité de l’espérance, on obtient : 

( )
1 1 ( 2) 2

( ) ( ) ( ) ( ) 1
2 2 2 2 3( 1) 2 3( 1)

n n n n n n
E T E X E Y E Z

n n

   + +
= + − = + − = −   

+ +   
. 

Soit : 

  
(2 1)

( )
6( 1)

n n
E T

n

+
=

+
  

 

On a alors : 

  ( ) ~
3n

n
E T

→ + ∞
  

 

2)  a.  On a � �( ) 0,U KΩ ⊂  et : 

1 1 1 1 1 1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
K K K K i K K

k k i k k i K i k i i

P U k P U i P U i P U i i P U i i P U i
= = = ≤ ≤ ≤ = = = =

≥ = = = = = = = = = =      . 

Ainsi : 

  
1

( ) ( )
K

k

P U k E U
=

≥ =   

Remarquons que cette question est une question de cours. 

 

b.  On a : 
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Soit : 
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3)  a.  Soit k ∈ℕ . On a (toujours avec X et Y  indépendantes) : 

( ) ( )( ) inf( , ) ( ) ( ) ( ) ( )P T k P X Y k P X k Y k P X k P Y k≥ = ≥ = ≥ ≥ = ≥ ≥∩ . 
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Et on a : 

     1            quand  0

1
( ) ( )      quand  0

1

     0            quand  

k

n k
P X k P Y k k n

n

k n

<

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≥ = ≥ = ≤ ≤

+
>

 

Donc : 

  

2
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1
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b.  D’après la question 2.a, on a : 

2

2 2

2 2 2' 1
1 1 1 ' 1

1 1 1 1 ( 1)(2 1)
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1 ( 1) ( 1) ( 1) 6
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Ainsi : 

  On retrouve bien 
(2 1)

( )
6( 1)

n n
E T

n

+
=

+
 trouvé dans la question 1.c.  

 

4)  On a
22 2 2 2( ) 2Z X Y X Y X XY Y= − = − = − +  et par linéarité de l’espérance : 

2 2 2 2 2( ) ( 2 ) ( ) 2 ( ) ( )E Z E X XY Y E X E XY E Y= − + = − + . 

Comme X et Y sont indépendantes, on a ( ) ( ) ( )E XY E X E Y= , donc : 

2 2 2 2 2( ) ( 2 ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )E Z E X XY Y E X E X E Y E Y= − + = − + . 

Et comme X et Y  sont indépendantes et suivent la même loi, ( ) ( )E X E Y=  et 2 2( ) ( )E X E Y= , donc : 

2 2 2( ) 2 ( ) 2 ( )E Z E X E X= − . 

Soit : 

  2( ) 2 ( )E Z V X=   

 

Exercice 2 

1)  Remarquons préalablement la longueur de la première série de lancers ayant tous donné le même résultat 

peut aller de 1 (quand le deuxième lancer donne un résultat différent du premier) à l’infini quand tous les 

lancers donne le même résultat. Ainsi, *( )L Ω = ℕ . 

De plus, pour tout *
n ∈ℕ , l’évènement ( )L n=  se réalise quand les n premiers lancers donnent le même 

résultat et pas le ième( 1)n + . Il y a deux possibilités disjointes : soit n piles suivi d’un face (probabilité : np q ), 

soit n faces suivi d’un pile (probabilité : nq p ). 

Ainsi, pour tout *
n ∈ℕ  : 

  ( ) n nP L n p q q p= = +   
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2)  Comme L est positive, l’absolue convergence de ( )nP L n=  équivaut à a sa convergence et, sous réserve 

de convergence  : 

1 1

2 2 2 2
1 1 1 1

(1 ) (1 )
( ) ( ) ( )

(1 ) (1 ) (1 )

n n n n

n n n n
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≥ ≥ ≥ ≥

− − 
= = = + = + = + = + 

− − − 
    . 

Donc : 

  
1

( )
1

p p
E L

p p

−
= +

−
  

 

3) On peut écrire 
1

( )
p

E L g
p

 −
=  

 
 avec 

1
( )g x x

x
= + . 

Comme ]0 ,1[p ∈ , on a *1 1
1

p

p p
+

−
= − ∈ℝ  et, pour tout *

x +∈ℝ  : 

2

1 1
( ) 2 2g x x x

x x

 
= + = + − ≥ 

 
. 

Ainsi, on a bien : 

  ( ) 2E L ≥   

 

On a 

2

1
( ) 2 2g x x

x

 
= + − = 

 
 si et seulement si 

1
x

x
= , soit 1x = . Donc : 

1 1 1 1
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2
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p p p
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= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = 

 
. 

Ainsi : 

  ( ) 2E L =  si et seulement si la pièce est équilibrée (
1

2
p = ).  

 

4)  On a : 
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−
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Soit : 

  
2 2

1
( ) 2

(1 )

p p
V L

p p

−
= + −

−
  

 

On cherche un entier ℓ  tel que ( ) 0,99P L ≤ ≥ℓ . 

D’après l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a pour tout réel 0a >  : 

( ) ( ) ( )2 2 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1

V L V L V L
P L E L a P L E L a P E L a L E L a

a a a
− ≥ ≤ ⇔ − < > − ⇔ − < < + > − . 

Comme *( )L Ω = ℕ , si on choisit a tel que ( ) 1E L a− ≤ , soit ( ) 1a E L≥ −  ( ( ) 1 0E L − >  car ( ) 2E L ≥ ), on a : 

( ) 2

( )
( ) 1

V L
P L E L a

a
< + > − . 

Et si on choisit a tel que 
2

( )
1 0,99

V L

a
− ≥ , soit 

( )

0,01

V L
a ≥ , alors on a ( )( ) 0,99P L E L a< + ≥ . 

Ainsi : 

  Si 
( )

max ( ) 1,
0,01

V L
a E L

 
= −  

 
 et ( )E L a= +  ℓ , on a ( ) 0,99P L < ≥ℓ .  

 

Exercice 3 

1)  Dans le sac, il y a N jetons numérotés de 1 à N, donc N numéros distincts possibles. Comme 
n

T  donne le 

nombre de numéros distincts obtenus à l’issue des n premiers tirages : 

  Les valeurs possibles de 
n

T  sont les entiers entre 1 et n quand n N≤  et entre 1 et N quand n N≥ .  

Comme on procède à n tirages avec remise (donc successifs) d’un jeton parmi N, il y a n
N  possibilités pour les 

n premiers tirages et ces possibilités sont équiprobables. 

L’évènement ( 1)
n

T =  est l’évènement : « Le même numéro est sorti à l’issue de chacun des n tirages ». 

Comme il y a N numéros possibles, on a : 

1
( 1)

n n n

N N
P T

N N
−

= = = . 

 

L’évènement ( 2)
n

T =  est l’évènement : « Seuls deux numéros distincts sont sortis à l’issue des n tirages ». 

Comme il y a 2N ≥  numéros possibles, on a 
2

N 
 
 

 possibilités de choisir deux numéros distincts. 

Une fois ces deux numéros choisis, il faut choisir le nombre d’apparitions du plus petit (au moins 1 et au plus 

1n − ), ainsi que les positions de ces apparitions. Ceci revient à choisir une partie de l’ensemble des n tirages 

(non vide et différente de l’ensemble entier) : il y en a 2 2n − . Alors : 

1

1

1 1 ( 1) 1
( 2) (2 2) (2 2) (2 1)

2 2

n n n

n n n n

N N N N
P T

N N N

−

−

  + +
= = − = − = − 

 
. 

 

L’évènement ( )
n

T n=  est l’évènement : « Les n numéros tirés sont tous distincts deux à deux ». 

Il est immédiat que si n N> , ( ) 0
n

P T n= = . 
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Si n N≤ , il faut choisir, dans l’ordre, n numéros distincts parmi les N possibles : c’est un arrangement et on 

obtient : 

1 !
( )

( )!
n n

N
P T n

N N n
= =

−
. 

Finalement : 

  1

1 1

1 !
    quand  1

( )!( 1) ( 2) (2 1) ( )

       0               quand  

nn

n n nn n

N
n NN N

N N nP T P T P T n
N N

n N

−

− −


≤+ 

−= = = = − = = 
 >

  

 

2)  Avec la loi des probabilités totales, on a : 

1 ( ) 1

1

( ) ( ) ( )
n

N

n n T i n

i

P T k P T i P T k+ = +

=

= = = = . 

Or, si 1i k≠ −  et i k≠ , on ne peut avoir 1n
T k+ =  quand  

n
T i= , donc ( ) 1( ) 0

nT i n
P T k= + = = . Ainsi : 

1 ( 1) 1 ( ) 1( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
n nn n T k n n T k n

P T k P T k P T k P T k P T k+ = − + = += = = − = + = = . 

Si 1
n

T k= − , 1k −  numéros distincts sont sortis au cours des n premiers tirages, donc il en reste ( 1)N k− −  

autres possibles et pour avoir 1n
T k+ = , il faut que le numéro choisi au ième( 1)n +  tirage soit l’un de ces 

( 1)N k− −  numéros restants : il a donc ( 1)N k− −  chances sur N d’en obtenir un, soit : 

( 1) 1

( 1)
( )

nT k n

N k
P T k

N
= − +

− −
= = . 

Si 
n

T k= , k  numéros distincts sont sortis au cours des n premiers tirages, et pour avoir 1n
T k+ = , il faut que le 

numéro choisi au ième( 1)n +  tirage soit l’un de ces k numéros : il a donc k chances sur N d’en obtenir un, soit : 

( ) 1( )
nT k n

k
P T k

N
= + = = . 

Ainsi : 

  1

( 1)
( ) ( 1) ( )

n n n

N k k
P T k P T k P T k

N N
+

− −
= = = − + =   

 

3)  a.  Pour *
n ∈ℕ , on a : 

( )
1 1

1 1

1 1

1 1 1

1 1 1

1
1 1

0 0 1

( ) ( ) ( 1) ( 1) ( )

( 1) ( 1) ( 1) ( )

( ) ( ) ( )

n n
k k

n n n n

k k

n n n
k k k

n n n

k k k

n n n
k k k

n n n

k k k

NG X N P T k X N k P T k k P T k X

N P T k X k P T k X k P T k X

N P T k X k P T k X k P T k X

+ +

+ +

= =

+ + +

= = =

+
+ +

= = =

= = = − − = − + =  

= = − − − = − + =

= = − = + =

 

  

  
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Remarquons qu’au moins un numéro sort, donc ( 0) 0
n

P T = =  et que, à l’issue de n tirages, on ne peut avoir 

obtenu 1n +  numéros distincts, donc ( 1) 0
n

P T n= + = . Ainsi : 

1 1

1

1 1 1

2 1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n n
k k k

n n n n

k k k

n n
k k

n n

k k

NG N P T k X k P T k X k P T k X

X X k P T k X NX P T k X

+ +

+

= = =

−

= =

= = − = + =

= − = + =

  

 
 

Soit avec 
1

( )
n

k

n n

k

G P T k X
=

= = , donc 1

1

' ( )
n

k

n n

k

G k P T k X
−

=

= =  : 

  2

1 ( ) '
n n n

NG X X G N X G+ = − +   

 

b.  Remarquons que 
1

( ) ( )
n

k

T n

k

G t P T k t
+ ∞

=

= = , mais si min( , )k n N> , ( ) 0
n

P T k= = , donc : 

min( , )

1

( ) ( )
n

n N
k

T n

k

G t P T k t
=

= = . 

Et, si n N> , 
1

( ) 0
n

k

n

k N

P T k X
= +

= = , donc 
1

( ) ( )
N

k

n n

k

G X P T k X
=

= = , et ainsi : 

min( , )

1

( ) ( )
n N

k

n n

k

G X P T k X
=

= =  

Finalement, on a : 

( ) ( )
nT n

G t G t= . 

Donc : 

(1) (1) 1   et   '( ) '( ) ( )
n nn T n T n

G G G t G t E T= = = = . 

En dérivant la relation obtenue dans la question précédente, on obtient : 

2

1' (1 2 ) ' ( ) '' '
n n n n n

NG X G X X G NG N X G+ = − + − + + . 

Et en évaluant en 1, on aboutit à : 

1 1'(1) '(1) (1) '(1) ( ) ( ) ( )
n n n n n n n

NG G NG NG N E T E T N N E T+ += − + + ⇔ = − + + . 

Soit : 

  1

1
( ) 1 ( ) 1n nE T E T

N
+

 
= − + 
 

  

 

La suite ( ) *( )n n
E T

∈ℕ
 est arithmético-géométrique. 

Comme 
1

1 1x x
N

 
= − + 
 

 équivaut à x N= , on pose ( )
n n

u E T N= − . La suite *

*( )n n
u n

∈
∈

ℕ
ℕ  est alors 

géométrique de raison 
1

1
N

− , donc pour tout *
n ∈ℕ , 

1

1

1
1

n

n
u u

N

−

 
= − 
 

, soit : 

( )
1

1

1
( ) ( ) 1

n

n
E T N E T N

N

−

 
= + − − 

 
. 
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Or, 1T  est le nombre de numéros obtenus après 1 tirage, donc on a toujours 1 1T =  ( 1( ) {1}T Ω =  et 1( 1) 1P T = = ), 

donc 1( ) 1E T =  et ainsi : 

  

1
1

( ) (1 ) 1

n

n
E T N N

N

−

 
= + − − 

 
  

 

c.  Enfin, on a : 

1
( ) 1 1 1

1 1 1 1 1

n n

n
E T

N N N N

−

    
= + − − = − −    

    
. 

Comme 2N ≥ , on a 
1

0 1 1
N

< − < , et donc : 

  
( )

lim 1n

N

E T

N→ + ∞
=   

 

Exercice 4 

1)  Pour tout réel 0ε > , l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée à 
n

S  donne : 

( ) 2

( )
( ) n

n n

V S
P S E S− ≥ ε ≤

ε
. 

Or, comme les 
k

X  sont mutuellement indépendantes et suivent toutes la même loi de Bernoulli de paramètre p : 

• 1 1... ( ) ... ( ) ...
( ) n n

n

X X E X E X p p
E S E p

n n n

+ + + + + + 
= = = = 

 
. 

• 1 1
12 2 2

... ( ) ... ( )1 (1 ) (1 )
( ) ( ... )n n

n n

X X V X V X n p p p p
V S V V X X

n n n n n

+ + + + − − 
= = + + = = = 

 
. 

Ainsi, pour tout réel 0ε > , ( ) 2

(1 )
0

n

p p
P S p

n

−
≤ − ≥ ε ≤

ε
 et d’après le théorème des gendarmes : 

  ( )lim 0
n

n
P S p

→ + ∞
− ≥ ε =   

 

2)  On a 1( ) ( ) {0,1}
n n

X X+ Ω = Ω = , donc 
1

( ) 0, ,1
2

nY
 

Ω =  
 

 et, toujours avec la mutuelle indépendance des 
k

X , 

et la loi de Bernoulli de paramètre p : 

2

1 1

1 1

1 1

2

1 1

( 0) ( 0, 0) ( 0) ( 0) (1 )

1
( 0, 1) ( 1, 0)

2

                 ( 0) ( 1) ( 1) ( 0) 2 (1 )

( 1) ( 1, 1) ( 1) ( 1)

n n n n n

n n n n n

n n n n

n n n n n

P Y P X X P X P X p

P Y P X X P X X

P X P X P X P X p p

P Y P X X P X P X p

+ +

+ +

+ +

+ +

= = = = = = = = −

 
= = = = + = = 

 

= = = + = = = −

= = = = = = = =

 

D’où la loi : 

n
Y  0 ½ 1 

probabilité 2(1 )p−  2 (1 )p p−  2p  
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On a alors : 

21 1
( ) 0 ( 0) 1 ( 1) (1 )

2 2
n n n nE Y P Y P Y P Y p p p

 
= × = + × = + × = = − + 

 
. 

Soit : 

  ( )
n

E Y p=   

 

Remarquons que l’on aurait pu écrire 1 1( ) ( )
( )

2 2 2

n n n n
n

X X E X E X p p
E Y E p+ ++ + + 

= = = = 
 

. 

 

3)  Soient *,m n∈ℕ  tels que m n<  et 
1

, 0 , ,1
2

a b
 

∈ 
 

. On a : 

1 1

1 1

, {0,1}

( , ) ( 2 , 2 )

                          ( , 2 , , 2 )

m n m m n n

m m n n

i j

P Y a Y b P X X a X X b

P X i X a i X j X b j

+ +

+ +

∈

= = = + = + =

= = = − = = −  

Si 1m n+ < , alors 1 1, ,  et 
m m n n

X X X X+ +  sont indépendantes, donc : 

1 1

, {0,1}

1 1

, {0,1}

1 1

( , ) ( ) ( 2 ) ( ) ( 2 )

                          ( , 2 ) ( , 2 )

                          ( 2 ) ( 2 ) ( ) ( )

m n m m n n

i j

m m n n

i j

m m n n m n

P Y a Y b P X i P X a i P X j P X b j

P X i X a i P X j X b j

P X X a P X X b P Y a P Y b

+ +

∈

+ +

∈

+ +

= = = = = − = = −

= = = − = = −

= + = + = = = =



  

Donc 
m

Y  et 
n

Y  sont indépendantes. 

Par contre, si 1m n+ = , on a par exemple : 

3 4

1 1 2 1( 0, 0) ( 0, 0, 0) (1 ) (1 ) ( 0) ( 0)
m m m m m m m

P Y Y P X X X p p P Y P Y+ + + += = = = = = = − ≠ − = = = . 

Donc 
m

Y  et 1m
Y +  ne sont pas indépendantes. 

Finalement : 

  
m

Y  et 
n

Y  sont indépendantes si et seulement si 1m n+ < .  

4)  Reprenons l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée à 
n

T . Pour tout entier 3n ≥  et tout réel 0ε >  : 

( ) 2

( )
( ) n

n n

V T
P S E T− ≥ ε ≤

ε
. 

On a 1( ) ... ( )
( ) n

n

E Y E Y
E T p

n

+ +
= =  et : 

( )2 2 2 2

12

2 2 2

12
1

1
2 2 2

1 12
1 1 1 1

1
( ) ( ) ( ) ( ... )

1
... 2

1
( ) ... ( ) 2 ( ) 2 ( )

n n n n

n i j

i j n

n

n i i i j

i i j n

V T E T E T E Y Y p
n

E Y Y YY p
n

E Y E Y E YY E YY p
n

≤ < ≤

−

+

= ≤ < − ≤ −

= − = + + −

 
= + + + − 

 

 
= + + + + − 

 



 

 

Les 
i

Y  suivent toutes la même loi, donc les 2

i
Y  et 2 2

1( ) ... ( )
n

E Y E Y= = . 
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Les 1i i
YY +  suivent toutes la même loi, donc les 2

i
Y  et 1 2 1( ) ... ( )

n n
E YY E Y Y−= = . 

Dans la dernière somme, 
i

Y  et 
j

Y  sont indépendantes, donc 2( ) ( ) ( )i j i jE YY E Y E Y p= =  et : 

22 2
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 3 1 3 1

( 2)( 1) 3 2
( ) ( 2)

2 2

jn n n

i j

i j n i j n j i j k

n n n n
E YY p p j p k p p p

− −

≤ < − ≤ − ≤ < − ≤ − = = = =

  − − − + 
= = = − = = =   

  
     . 

Ainsi : 

2 2 22
2 2 2 1 1 2 1 2

1 1 22 2

( ) 2 ( ) 3 ( )1 3 2
( ) ( ) 2( 1) ( ) 2 2

2
n

E Y E YY p p E YYn n
V T nE Y n E YY p p

n n n

  + − −− +
= + − + − = − 

 
. 

Ainsi, lim ( ) 0
n

n
V T

→ + ∞
=  et comme ( ) 2

( )
0 ( ) n

n n

V T
P S E T≤ − ≥ ε ≤

ε
, on a bien, pour tout réel 0ε >  : 

  ( )lim 0
n

n
P T p

→ + ∞
− ≥ ε =   

 

Exercice 5 

1) Toutes les issues de l’expérience « on place les boules dans n cases successives » sont équiprobables. En 

supposant les boules distinctes (par exemple numérotées), on a !n  cas possibles. 

On a { }( ) 0,1iX Ω =  pour tout � �1, 1i n∈ −  et : 

( )1iX =  = « Il y a changement de couleur entre la case i  et la case 1i +  ». 

Pour réaliser cela, il y a deux possibilités. 

• 1
ère

 possibilité : on passe d’une boule blanche à une boule rouge. 

Il faut choisir une boule blanche à placer dans la case i  (il y a p  possibilités pour choisir cette 

boule) ; puis, pour chacune de ces possibilités, il faut choisir une boule rouge à placer dans la case 

1i +  (il y a n p−  possibilités pour choisir cette boule) ; enfin, pour chacun des couples boule 

blanche/boule rouge choisi, il répartir les 2n −  autres boules dans les 2n −  cases restantes (il y a 

( 2)!n −  possibilités). 

Il y a donc en tout ( )( 2)!p n p n− −  cas possibles pour réaliser cela. 

• 2
nde

 possibilité : on passe d’une boule rouge à une boule blanche. 

De la même manière il y a ( ) ( 2)!n p p n− −  cas possibles pour réaliser cela. 

Ainsi : 

( )
( )( 2)! ( ) ( 2)! 2 ( )

1
! ( 1)

i

p n p n n p p n p n p
P X

n n n

− − + − − −
= = =

−
. 

Et : 

  iX  suit une loi de Bernoulli de paramètre 
2 ( )

( 1)

p n p

n n

−

−
.  
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Soient � �, 1, 1i j n∈ −  avec i j≠  (ce qui implique 3n ≥ ). 

Quitte à échanger i  et j  (
i j j i

X X X X= ), on peut supposer que 1 1i j n≤ < ≤ − . 

Comme { }( ) ( ) 0,1i jX XΩ = Ω = , on a aussi { }( ) 0,1i jX X Ω = . 

( )1i jX X =  = « Il y a changement de couleur entre la case i  et la case 1i + , et entre la case j  et la case 

1j +  ». 

Ici, deux cas se présentent : 1j i= +  ou 1j i> +  (ce second cas ne peut se produire que quand 4n ≥ , 

2p ≥  et 2n p− ≥ ). 

• 1
er

 cas. Comme dans la question précédente, il y a deux possibilités : 

o boule blanche – boule rouge – boule blanche dans les cases , 1, 1 2i j i j i= + + = + . En raisonnant 

comme plus haut ( p  possibilités pour la première boule blanche, 1p −  pour la seconde et n p−  

possibilités pour la boule rouge, puis ( 3)!n −  possibilités pour placer les autres boules), on aboutit 

à ( )( 1)( 3)!p n p p n− − −  cas possibles. 

o boule rouge – boule blanche – boule rouge dans les cases , 1, 1 2i j i j i= + + = + . De la même 

façon, on a ( ) ( 1)( 3)!n p p n p n− − − −  cas possibles. 

Il y a ainsi ( )( 1)( 3)! ( ) ( 1)( 3)! ( )( 2)!p n p p n n p p n p n p n p n− − − + − − − − = − −  cas possibles. Avec 

toujours !n  cas possibles, on obtient : 

( )
( )( 2)! 2 ( )

1
! ( 1)

i j

p n p n p n p
P X X

n n n

− − −
= = =

−
. 

• 2
nd

 cas. Il y a ici quatre possibilités. 

o 1
ère

 possibilité : boule blanche (B) – boule rouge (R) dans les cases , 1i i +  et boule blanche (B) – 

boule rouge (R) dans les cases , 1j j + . 

… B R … B R … 

 i i +1  j j +1  

o 2
ème

 possibilité : 

… B R … R B … 

 i 1i +   j 1j +   

o 3
ème

 possibilité : 

… R B … B R … 

 i i +1  j j +1  

o 4
ème

 possibilité : 

… R B … R B … 

 i i +1  j j +1  

Toujours avec le même raisonnement que plus haut, dans chacun des quatre cas, il faut choisir deux boules 

blanches avec ordre ( ( 1)p p −  possibilités), choisir deux boules rouges avec ordre ( ( )( 1)n p n p− − −  

possibilités) et placer les 4n −  boules restantes ( ( 4)!n −  possibilités). 

On obtient en tout 4 ( 1)( )( 1)( 4)!p p n p n p n− − − − −  possibilités. 
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Avec toujours !n  cas possibles, on obtient : 

( )
4 ( 1)( )( 1)( 4)!

1
!

i j

p p n p n p n
P X X

n

− − − − −
= = . 

Ainsi : 

  
i j

X X  suit une loi de Bernoulli de paramètre 

2 ( )
                              quand 1

( 1)

4 ( 1)( )( 1)
    quand 1

( 1)( 2)( 3)

p n p
j i

n n

p p n p n p
j i

n n n n

−
= + −


− − − − > +

 − − −

   

 

2) On a 
1

1

n

i

i

N X
−

=

=  et par linéarité de l’espérance : 

( ) ( )
1 1

1 1

( ) ( ) 1 ( 1) 1
n n

i i i

i i

E N E X P X n P X
− −

= =

= = = = − =  . 

Soit : 

  
2 ( )

( )
p n p

E N
n

−
=   

 

On suppose ici 4n ≥ , 2p ≥  et 2n p− ≥ . On a (avec 2

i i
X X= ) : 

2
1 1 1 2

2 2

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2
n n n n

i i i j i i i i j

i i i j n i i i i j n

N X X X X X X X X X
− − − −

+

= = ≤ < ≤ − = = ≤ < + < ≤ −

 
= = + = + + 
 
      . 

Donc, à nouveau par linéarité de l’espérance : 

( ) ( ) ( )

1 2
2

1

1 1 1 1 1

1 2

1

1 1 1 1 1

1 2

1 1 1 1

( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )

1 2 1 2 1

2 ( ) 2 ( ) 4 ( 1)( )( 1)
2 2

( 1) ( 1) ( 1)( 2)( 3)

n n

i i i i j

i i i i j n

n n

i i i i j

i i i i j n

n n

i i i i

E N E X E X X E X X

P X P X X P X X

p n p p n p p p n p n p

n n n n n n n n

− −

+

= = ≤ < + < ≤ −

− −

+

= = ≤ < + < ≤ −

− −

= = ≤ < +

= + +

= = + = + =

− − − − − −
= + +

− − − − −

  

  

 

[ ]

1

2 ( )( 1) 2 ( )( 2) 4 ( 1)( )( 1) ( 3)( 2)
2 2

( 1) ( 1) ( 1)( 2)( 3) 2

2 ( ) 3( 2) 2( 1)( 1)

( 1)

j n

p n p n p n p n p p n p n p n n

n n n n n n n n

p n p n p n p

n n

< ≤ −

− − − − − − − − − −
= + +

− − − − −

− − + − − −
=

−

 . 

Avec la formule de Koenig-Huygens, on obtient : 

[ ] 2

2 2
2 ( ) 3( 2) 2( 1)( 1) 2 ( )

( ) ( ) ( )
( 1)

2 ( ) 3( 2) 2 ( 1)( 1) 2( 1) ( )

( 1)

p n p n p n p p n p
V N E N E N

n n n

p n p n n n p n p n p n p

n n n

− − + − − − − 
= − = −  

−  

 − − + − − − − − −
=  

− 

 

Soit : 

  
2 2

2

2 ( )( 4 2 2 )
( )

( 1)

p n p n n np p
V N

n n

− − + −
=

−
  

 



PSI*  13 

Exercice 6 

1)  Quand N j=  avec j ∈ℕ , la réaction a produit j électrons. Chaque électron a une probabilité p d’être 

efficace (donc 1 p−  de ne pas l’être), indépendamment des autres. On est en présence d’un schéma de 

Bernoulli e : 

  Le nombre X d’électrons efficaces suit une loi binomiale de paramètres j et p.  

 

2)  Pour tout 2( , )j k ∈ℕ , on a ( , ) 0P N j X k= = =  quand k j>  et quand k j≤  : 

( )
( , ) ( ) ( ) (1 )

!

j
k j k

N j

j
P N j X k P N j P X k e p p

kj

− λ −

=

 λ
= = = = = = − 

 
. 

Soit, pour tout 2( , )j k ∈ℕ  : 

  

(1 )
      quand  

( , ) !( )!

         0                        quand  

j k j kp p
e k j

P N j X k k j k

k j

−
− λ λ −

≤
= = = −

 >

  

 

3)  D’après la formule des probabilités totales, on a alors pour tout k ∈ℕ  : 

( )

0

(1 )

0

(1 ) (1 )
( ) ( , )

!( )! ! ( )!

(1 )( ) ( ) ( )
               

! ! ! !

j k j k k k j k j k

j j k j k

ik k k
p p

i

p p p p
P X k P N j X k e e

k j k k j k

pp p p
e e e e

k i k k

− − −+ ∞ + ∞ + ∞
− λ − λ

= = =

+ ∞
− λ − λ λ − − λ

=

λ − λ λ −
= = = = = =

− −

λ −λ λ λ
= = =

  


 

Ainsi : 

  X suit une loi de Poison de paramètre pλ.  

 

On a immédiatement : 

  ( ) ( )E X V X p= = λ   

 

Remarquons que l’on montre comme pour X que Y suit une loi de Poison de paramètre (1 – p)λ. 

 

4)  Soit 2( , ')k k ∈ℕ . On a X Y N+ = , donc : 

' '(1 )
( , ') ( ', )

! '!

k k k k
p p

P X k Y k P N k k X k e
k k

+
− λ λ −

= = = = + = = . 

Et : 

( )
' ' ' ' '

(1 ) (1 )
(1 )( ) (1 ) (1 )

( ) ( ')
! '! ! '! ! '!

kk k k k k k k k k
p p p p

pp p p p p
P X k P Y k e e e e

k k k k k k

+
− λ − − λ − λ− − λ − λ

− λλ λ λ − λ −
= = = = = . 

Donc, pour tout 2( , ')k k ∈ℕ , ( , ') ( ) ( ')P X k Y k P X k P Y k= = = = = , ce qui prouve que : 

  X et Y sont indépendantes.  
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5)  On a : 

cov( , ) cov( , ) cov( , ) cov( , ) ( ) cov( , )X N X X Y X X X Y V X X Y= + = + = + . 

Et comme X et Y sont indépendantes, cov( , ) 0X Y = . Ainsi : 

  cov( , ) ( ) 0X N V X= >   

 

Exercice 7 

1)  Les colonnes de M sont 1 , ... ,
n

X U X U , donc toutes proportionnelles à U. Alors, le rang de M vaut au plus 1. 

Ainsi, les valeurs possibles de ( )rg M  sont 0 et 1. De plus : 

1( ) 0 0 ... 0
n

rg M U X X= ⇔ = ⇔ = = = . 

Donc, comme les 
i

X  sont des variables de Bernoulli de même paramètre p et mutuellement indépendantes : 

( ) ( )1 1( ) 0 0, ... , 0 ( 0) ... ( 0) (1 )n

n nP rg M P X X P X P X p= = = = = = = = − . 

Ainsi : 

  La variable ( )rg M  suit une loi de Bernoulli de paramètre 1 (1 )np− − .  

Les coefficients diagonaux de M sont les 2

i
X , donc 2

1

( )
n

i

i

tr M X
=

= . 

Or, comme pour tout � �1,i n∈ , 0 ou 1
i

X = , on a 2

i i
X X=  et ainsi, 

1

( )
n

i

i

tr M X
=

= . 

Enfin, la variable 
1

n

i

i

X
=

  suit une loi binomiale de paramètres n et p, donc : 

  La variable ( )tr M  suit une loi binomiale de paramètres n et p.  

 

2)  Si M est une matrice de projection, alors ( ) ( )rg M tr M= . Comme ( ) 0 ou 1rg M = , on obtient : 

,

1

( ) 0 ou 1 0  ou 
n

i n i i

i

tr M X M E
=

= = ⇔ =  

où ,i i
E  est la matrice de la base canonique de ( )

n
ℝM  dont tous les coefficients sont nuls sauf celui au 

croisement de la colonne i et de la ligne i qui vaut 1. 

Réciproquement, si ,0  ou 
n i i

M E= , alors on a immédiatement 2M M= , donc M est une matrice de projection. 

Ainsi, M est une matrice de projection si et seulement si ( ) 1tr M ≤  et comme ( )tr M  suit une loi binomiale de 

paramètres n et p, la probabilité d’un tel évènement est : 

( ) ( ) ( ) 1( ) 1 ( ) 0 ( ) 1 (1 ) (1 )n n
P tr M P tr M P tr M p n p p

−≤ = = + = = − + − . 

Finalement : 

  La probabilité que M soit une matrice de projection est ( ) 11 ( 1) (1 )n
n p p

−+ − − .  
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3)  On a ici 
1

2

X
U

X

 
=  
 

 et 
1

1
V

 
=  
 

, donc 1 2U V X X= +T  (en identifiant 1,1( )ℝM  et ℝ ). Alors : 

2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 2 2S V MV V UU V U V U V X X X X X X X X X X= = = = + = + + = + +T T T T T T  

car 0 ou 1
i

X = , donc 2

i i
X X= . 

On a alors : 

2

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 2E S E X E X E X X E X E X E X E X p p= + + = + + = + . 

Et : 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2

1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( 2 ) 4 2 4 4

4 2 4 4 14

( ) ( ) 14 ( ) ( ) ( ) 14 ( ) ( ) 2 14

E S E X X X X E X X X X X X X X X X

E X X X X X X X X X X E X X X X

E X E X E X X E X E X E X E X p p

= + + = + + + + +

= + + + + + = + +

= + + = + + = +

 

Donc : 
2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2 14 4 (1 )V S E S E S p p p p= − = + − + . 

Finalement (après factorisation), on obtient : 

  ( ) 2 (1 )E S p p= +   et  2( ) 2 (1 )(1 6 2 )V S p p p p= − + + .  

 

 

 

Exercice 8 

1)  On a *( )X Ω = ℕ  et pour *
n ∈ℕ , 

1
0 1 n

n
< ≤ ≤  et ( )

1 1
0P P X n

X n

 
= = = ≥ 

 
, donc : 

( )
1 1 1

0 P nP X n
n X n

 
≤ = ≤ = 

 
. 

Comme X est d’espérance finie, la série ( )nP X n=  converge et par comparaison, la série 
1 1 1

P
n X n

 
= 

 
  

converge, ce qui prouve que : 

  
1

X
 est d’espérance finie.  

 

2)  Si X suit une loi géométrique de paramètre ] [0,1p ∈ , on a 
1

( )E X
p

=  et : 

( ) 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 (1 )
(1 ) ln

1 1

n
n

n n n n

p p p
E P P X n p p p

X n X n n n p n p

−

≥ ≥ ≥ ≥

−   
= = = = = − = = −   

− −   
    . 

Alors : 

( )
1 1

ln ln 1
( ) 1 1

p p
E p p p p

X E X p p

 
− = − − = − + − 

− − 
. 

La fonction : ln 1g x x x+ −֏  est dérivable sur ] ]0,1 , de dérivée 
1 1

1
x

x
x x

−
− =֏ , strictement positive sur 

] ]0,1 , donc g est strictement croissante et (1) 0g = , donc ( ) 0g x ≤  sur ] ]0,1 . 
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Ceci permet de conclure que ( )
1 1

ln 1 0
( ) 1

p
E p p

X E X p

 
− = − + − ≥ 

− 
 et donc que : 

  
1 1

( )
E

E X X

 
≤  

 
  

 

3)  Toujours grâce à *( )X Ω = ℕ , on a 
1

0 X X
X

< ≤ ≤ , et on montre comme plus haut que X  et 
1

X
 ont 

des espérances finies. L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée à X  et 
1

X
 donne alors : 

2
21 1 1

( ) (1) 1 ( )E X E X E E E X E
XX X

      
≤ ⇔ = ≤             

. 

Et comme ( ) 0E X > , on obtient bien dans le cas général : 

  
1 1

( )
E

E X X

 
≤  

 
  

 

Exercice 9 

Tel qu’indiqué posons 
( )( )

1
X E X

Y
≥λ

= , la variable aléatoire indicatrice de l’évènement ( )( )X E X≥ λ . 

On a alors ( )( ) ( )E Y P X E X= ≥ λ  et comme 2Y Y= , ( )2( ) ( )E Y P X E X= ≥ λ . 

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée à X et Y donne : 

( )2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )E XY E X E Y E X P X E X≤ = ≥ λ . 

Comme 2X  est positive et 2( ) 0E X ≠  (par hypothèse), on a 2( ) 0E X >  et donc : 

( )
2

2

( )
( )

( )

E XY
P X E X

E X
≥ λ ≥        (1) 

Notons Z XY= , on a { } [ [( )( ) 0 ( ) ( ) ,Z X E XΩ = ∪ Ω ∩ λ + ∞  donc : 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

z Z x X
x E X

x X x X x X
x E X x E X

E XY E Z zP Z z xP X x

xP X x xP X x E X xP X x

∈ Ω ∈ Ω
≥λ

∈ Ω ∈ Ω ∈ Ω
<λ <λ

= = = = =

= = − = = − =

 

  
 

Or, X est à valeurs positives, donc ( ) 0E X ≥  et : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x X x X x X x X
x E X x E X

xP X x E X P X x E X P X x E X P X x E X
∈ Ω ∈ Ω ∈ Ω ∈ Ω
<λ <λ

= < λ = ≤ λ = = λ = = λ    . 

Donc, 
( )
( )

( ) ( )
x X
x E X

xP X x E X
∈ Ω
<λ

− = ≥ − λ  et ainsi : 

( ) ( ) ( ) (1 ) ( )E XY E X E X E X≥ − λ = − λ . 

Comme X est à valeurs positives et ] [0,1λ ∈ , on a ( ) 0E XY ≥  et (1 ) ( ) 0E X− λ ≥ , et ainsi : 

2 2 2( ) (1 ) ( )E XY E X≥ − λ . 
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Avec 2( ) 0E X > , l’inégalité (1) donne alors immédiatement : 

  ( )
2 2

2

(1 ) ( )
( )

( )

E X
P X E X

E X

− λ
≥ λ ≥   

 

Exercice 10 

On a ( ) ( )
( )

( ) ( )
k

k

x X

µ X x E X P X x
∈ Ω

= − = . 

1) 0 ( ) (1)µ X E= , soit 0 ( ) 1µ X = . 

( )1( ) ( ) ( ) ( )µ X E X E X E X E X= − = − , soit 1( ) 0µ X = . 

( )( )2

2 ( ) ( )µ X E X E X= − , soit 2 ( ) ( )µ X V X= . 

2) ~ ( )X pB . Théorème du transfert : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0 1 1 (1 )( ) (1 )
k k k k

k
µ X p P X p P X p p p p= − = + − = = − − + −  

3) On a : 

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( ) ( )( )

2 2

2

2 2

2 2

cov( , ) 0 car  et  indépendantes

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

X Y X Y

µ X Y E X Y E X Y E X E X Y E Y

E X E X X E X Y E Y Y E Y

E X E X E X E X Y E Y E Y E Y

µ X µ Y

= =

+ = + − + = − + −

= − + − − + −

= − + − − + −

= +

	



�



�

 

La réciproque est fausse en général. 

Exemple : Si on prend la variable X suivant la loi ci-dessous et 2Y X=  : 

X – 1 0 1  Y 0 1 

p 0,25 0,5 0,25  p 0,5 0, 5 

On a ( ) 0E X = , ( ) 0,5E Y = , 3( ) ( ) ( ) 0E XY E X E X= = =  et : 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0E X E X Y E Y E XY E X E Y− − = − = . 

Donc, 2 2 2( ) ( ) ( )µ X Y µ X µ Y+ = + , mais les variables X et Y ne sont pas indépendantes : 

( ) ( )
1

0 0
4

P X P Y= = =  et ( ) ( )
1

0, 0 0
2

P X Y P X= = = = = . 

4) On a on pose ( )Z X E X= −  et ( )W Y E Y= −  : 

( )( ) ( )( )
( )

( )

( )

3 3

3

3 2 2 3 3 2 2 3

3 2 2 3

3 3

( ) ( )

3 3 ( ) 3 ( ) 3 ( ) ( )

( ) 3 ( ) ( ) 3 ( ) ( ) ( )   car  et  indép.

( ) ( )    car ( ) ( ) 0

µ X Y E X Y E X Y E Z W

E Z Z W ZW W E Z E Z W E ZW E W

E Z E Z E W E Z E W E W Z W

µ X µ Y E Z E W

+ = + − + = +

= + + + = + + +

= + + +

= + = =

 

La réciproque est fausse en général. 
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Exemple : Si on prend le même exemple que ci-dessus, on a : 

2 1
( )

2
X Y E X Y X X+ − + = + −  

1

2
−  

3

2
 

p 0,75 0,25 

( )

( )

3 3

3 3

2

3

( ) ( ) ( ) ( ( )) 0

1 1 3
( ) ( ) 0,75 0, 25 0

2 2 2

µ X µ Y E Z E Y E Y

µ X Y E X Y E X Y E X X

+ = + − =

 
+ = + − + = + − = − × + × = 

 

 

Donc, 3 3 3( ) ( ) ( )µ X Y µ X µ Y+ = + , mais X et Y non indépendantes. 

5) ~ ( )X pB  et ~ ( )Y pB , X et Y indépendantes. Théorème du transfert : 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( ) ( 2 )

2 0 1 2 1 2 2 2

(1 ) ( 2 ) 2 (1 )(1 2 ) 2 (1 )

k

k

k k k

k k k k

µ X Y E X Y p

p P X Y p P X Y p P X Y

p p p p p p p

+ = + −

= − + = + − + = + − + =

= − − + − − + −

 

Alors : 

( )
2 2

( ) ( ) ( )

(1 ) ( 2 ) 2 (1 )(1 2 ) 2 (1 ) 2 (1 )( ) (1 )

k k k

k k k k k k

µ X Y µ X µ Y

p p p p p p p p p p p

+ − +

 = − − + − − + − − − − + − 
 

Avec 
1

3
p =  : 

( )

( )

2 2

2 2 2

2

2

( ) ( ) ( )

(1 ) ( 2 ) 2 (1 )(1 2 ) 2 (1 ) 2 (1 )( ) (1 )

2 2 2 1 1 2 2 1 1 2
2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

1
2 4( 1) 6 2 4

3

k k k

k k k k k k

k k k k k

k

k k k

k

µ X Y µ X µ Y

p p p p p p p p p p p

+

+ − +

 = − − + − − + − − − − + − 

                
= − + + − − +                
                 

= + − − × + −

( )( )

( )( )

2

2 2

2

12( 1)

2 2 2 8      quand  est pair1

3 2 10 2 16   quand  est impair

2 4 2 2     quand  est pair1

3 2 8 2 2     quand  est impair

k

k k

k k k

k k

k k k

n

n

n

n

+

+

 − 

 − × −
= 

− × +

 − +
= 

− −

 

Donc ( )( ) ( ) ( ) 0k k kµ X Y µ X µ Y+ − + ≠  quand 4k ≥ . 

 


