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Corrigés des TD du chapitre 14

Exercice 1

1) a. Ona X(Q)=Y(Q)= [[O,n]], donc X et Y prennent un nombre fini de valeurs. Il en va alors de méme pour
ZetT, donc:

Z et T admettent des moments de tous ordres.

b. Ona Z=|X -Y| et, comme X(Q)=Y(Q)=[0,n], onaaussi Z(Q)=[0,n].
Pour tout ke[Ln], ona (Z=k)=(|X-Y|=k)=(X-Y=k)U(X-Y=—k)=(X =Y +k)U(Y =X +k) et
comme k >0, I'union est disjointe.
Alors, comme X et Y sont indépendantes et suivent la méme loi uniforme sur [[0, n]], ona:
P(Z=k)= ZP(X =i+k, Y_z)+ZP(X =i,Y =i+k)

i=0 i=0
n—k

P(X =i+k)P(Y=i)+ZP(X =i)P(Y =i+k)

( i=0

|
~ o

L
n

1 | = | 1
_zn+1xn+1+,~20n+lxn+l
:Zn—k+21
(n+1)
Enfin :
N v~ n+l 1
P(Z—O)—P(X—Y)—;P(X—z,Y—z)—(n+1)2—n+1.
On a alors :
N B 2(n—k+1) 2
E(Z)—;kP(Z—k) ; i) ( e Zk( +1-k)
_ < nn+1) 3 nn+1)2n+1)
= {(n+1);k Zk} [( +1) > . }
n
= 3t D) [3(n+1) —(2n+1)]
Soit :

nn+2)

E2=31
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c. Ona E(X)=E(Y):§ et
T =inf(X,Y)=— (X+Y—|X Y|) X+Y Z).

Par linéarité de I’espérance, on obtient :

E(T)=%(E(X)+E(Y)—E(Z)):l(£+2—n(n+2)j:2(l— nt2 j

202 2 3(n+l) 2 3(n+1)
Soit :
E(T) = n2n+1)
6(n+1)
On a alors :
n
ET) ~ —
( )n—>+oo3

2) a. Ona U(Q)c[0,K] et:

ZP(U>k) ZZP(U—z)— > PU=i)= ZZP(U—z) ZzP(U—l) ZlP(U—z).

k=1 i=k ISk<i<K i=1 k=1

Ainsi :

fP(U >k)=EU)

k=1

Remarquons que cette question est une question de cours.

b. Ona:
ikzP(U Zk):i(k ZP(U—z)j Z kK*P(U =i)= ZZk PU=i)= Z(P(U—Z)Zk j
:i(p(U %j é{zZP(U=i)i3+3ZP(U=i)i2+ZP(U=i)11
Soit :
ikzP(UZk)ZZE(U )+3E6(U )+ EU)

3) a. Soit ke N. On a (toujours avec X et Y indépendantes) :
P(T2k)=P(inf(X,Y)2k)=P((X 2k)N (Y 2k))=P(X 2k)P(Y 2k).
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Etona:
1 quand £ <0
P(X2k)=P¥ 2k)={"1"K  quand 0<k<n
0 quand k>n
Donc :
1 quand k<0
2
P(T >2k)= (n+l—kj quand 0<k<n
+1
0 quand k>n
b. D’apres la question 2.a,on a :
2
n+l—k 1 < 1 nr+1)2n+1)
E(T P(T >k = n+l-k)’ :
(H= Z ( )= ;( n+1 j (n+1)2kZ:1:( n =nti-k (n +1) kz T (n+1)? 6
Ainsi :
n2n+1)

On retrouve bien E(T) = trouvé dans la question 1.c.

6(n+1)

4) OnaZ’>= |X —Y|2 =(X-Y)’=X*>-2XY +Y” et par linéarité de 1’espérance :
E(Z)=E(X*-2XY+Y)=E(X*)-2E(XY)+E(?).
Comme X et Y sont indépendantes, on a E(XY)=E(X)E(Y), donc:
E(Z*)=E(X*-2XY+Y)=E(X*)-2E(X)EQXY)+EY?).
Et comme X et ¥ sont indépendantes et suivent la méme loi, E(X)=E(Y) et E(X*)=E(Y?), donc :
E(Z*)=2E(X*)-2E(X)".

Soit :

E(Z*)=2V(X)

Exercice 2

1) Remarquons préalablement la longueur de la premiere série de lancers ayant tous donné le méme résultat
peut aller de 1 (quand le deuxieme lancer donne un résultat différent du premier) a I’infini quand tous les

lancers donne le méme résultat. Ainsi, L(Q)=N".

De plus, pour tout ne N, I’événement (L =n) se réalise quand les n premiers lancers donnent le méme
résultat et pas le (n+1)*™. Il y a deux possibilités disjointes : soit n piles suivi d’un face (probabilité : p"q),

soit n faces suivi d’un pile (probabilité : ¢"p).

Ainsi, pour tout ne N e

P(L=n)=p"q+q"p
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2) Comme L est positive, I’absolue convergence de ZnP(L =n) équivaut a a sa convergence et, sous réserve

de convergence

Pq pq _pl- p) p(l— p)
E(L P(L= + + + +
(L)= Z:,n (L=n)= ;n(pq q"p) = pq(;np Z‘ q" j oy ey 0o =

Donc :

Ey=—L—12P
I-p p

3) On peut écrire E(L)=g (I—_pj avec g(x)=x +l .
p X

P =—-1e R, et, pour tout xe R,

p p

Comme pe ]0,1[,ona

1 1Y
=x+—=2+|Jx——F| 22.
g(x) x+x +( xj

Ainsi, on a bien :

E(L)>2

2
On a g(x):2+[\/_—ij =2 siet seulement 8i vV x = ! soit x=1. Donc :

Jx Jx
EL)=2 & g[l_—pj=2 o TP o 1oy o p:l.
p p p 2
Ainsi :
E(L)=2 si et seulement si la piece est équilibrée ( p = %).
4) Ona:

E(L*)= Zn P(L=n)= Zn (p"q+q"p)= pq(an "1+Z:n2 ”lj.

n21 n21 n=1 n>1

B = p ( Ltp , l+g j:pa PU+p) , pl=p)@=p) _pU+p), (A=p)2=p)
(-py (- (1~ P (- py P

Et :

V(L)=E(L) = E(L)’ _”(””)+(l_p)(2_p)‘( P J—J
— P(1+P)+(1—p)(2—p)_ p2 L, (1- p)
-pF " P a=pF P
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Soit :

vin=-—L_1=P 5

On cherche un entier /¢ tel que P(L</)>0,99.

D’apres I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a pour tout réel a >0 :

V(L) V(L)
az

2
a

V(L)

7 -
a

P(|[L-E(L)|2a)<

& P(L-E@D)|<a)>1-

& P(E(L)-a<L<E(L)+a)>1-

Comme L(Q)=N", si on choisit a tel que E(L)—a <1, soit a>E(L)—1 (E(L)—1>0 car E(L)>2),0ona:

P(L<E(L)+a)>1—V(2L) :
a
Et si on choisit a tel que l—V(ZL) >0,99, soit a > V(Ll) ,alorsona P(L<E(L)+a)>0,99.
a ,
Ainsi :
. V(L)
Sia=max| E(L)-1,[Z- | et (=|E(L)+a|,ona P(L<()20,99.

Exercice 3

1) Dans le sac, il y a N jetons numérotés de 1 a N, donc N numéros distincts possibles. Comme 7, donne le
nombre de numéros distincts obtenus a I’issue des n premiers tirages :

Les valeurs possibles de 7, sont les entiers entre 1 et n quand n< N etentre l et Nquand n= N .

Comme on procede a n tirages avec remise (donc successifs) d’un jeton parmi N, il y a N" possibilités pour les
n premiers tirages et ces possibilités sont équiprobables.

L’évenement (7, =1) est ’événement : « Le méme numéro est sorti a I’issue de chacun des n tirages ».

Comme il y a N numéros possibles, on a :
N N
P(T =1)= = .
=D N" N™!

L’éveénement (T, =2) est I’évenement : « Seuls deux numéros distincts sont sortis a I’issue des n tirages ».
Comme il y a N =2 numéros possibles, on a 5 possibilités de choisir deux numéros distincts.

Une fois ces deux numéros choisis, il faut choisir le nombre d’apparitions du plus petit (au moins 1 et au plus
n—1), ainsi que les positions de ces apparitions. Ceci revient a choisir une partie de 1’ensemble des n tirages

(non vide et différente de I’ensemble entier) : il yen a 2" —2. Alors :

o L(NY L, o 1 NWN+D o N+L
P(Tn—2)—Nn(2](2 %)= @ =)= 2 ).

L’évenement (T, =n) est I’évenement : « Les n numéros tirés sont tous distincts deux a deux ».

Il est immédiat que si n >N, P(T, =n)=0.
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Si n< N, il faut choisir, dans I’ordre, n numéros distincts parmi les N possibles : ¢’est un arrangement et on
obtient :

!
P(T. =n)= 1 N! .
N" (N —-n)!
Finalement :
!
N N+1 .., 1N quand n<N
P(T =1)= N P(T,=2)=——2" -1 P(T,=n)=yN" (N-n)!
0 quand n> N
2) Avec la loi des probabilités totales, on a :
N
P(T,, =k)= ZP(Tn = i)FET,,:i) (T,,,=k).
i=1
Or,si i#k—1eti#k,onnepeutavoir 7, =k quand 7, =i,donc F,_ (T, =k)=0. Ainsi:

P(T,,, =k)=PT, = k_l)Pm:k-l)(Tn =k)+ P(T, :k)P(Tn:k)(T;Hl =k).

+1

Si T,=k-1, k—1 numéros distincts sont sortis au cours des n premiers tirages, donc il en reste N —(k—1)

ieéme

autres possibles et pour avoir 7, =k, il faut que le numéro choisi au (n+1) tirage soit I'un de ces

N —(k —1) numéros restants : il a donc N —(k —1) chances sur N d’en obtenir un, soit :
P(T”:k—l)(TrH—l =k)=

Si T, =k, k numéros distincts sont sortis au cours des n premiers tirages, et pour avoir 7 ,, =k, il faut que le

ieme

tirage soit I’un de ces kK numéros : il a donc k chances sur N d’en obtenir un, soit :

k
P(T,,:k)a:ﬁl =k)= W .

numéro choisi au (n+1)

Ainsi :

P(T _k):w

n+l T

k
P(T,=k-D+—P(T, =k
(T, )+ P, =K)

3) a. Pour ne N',ona:

n+l n+l

NG, (X)=Y NP(T,, =k)X* =Y [(N-(k=1)P(T, =k-1)+kP(T,=k) | X"

n+l n+l n+l
=NY PT,=k-DX*-> (k=DPT,=k-DX*+> kP(T, =k)X*
k=1 k=1 k=1
n n n+l
=NY P(T,=k)X"' =Y kP(T,=k) X" +> kP(T, =k)X*
k=0 k=1

k=0
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Remarquons qu’au moins un numéro sort, donc P(T, =0)=0 et que, a I'issue de n tirages, on ne peut avoir

obtenu n+1 numéros distincts, donc P(T, =n+1)=0. Ainsi :
NG, =NY P(T,=k)X"" =Y kP(T,=k)X"" + > kP(T,=k)X"
k=1 k=1 k=1

=(X-X)Y kPT,=k)X"" +NXY P(T, =k)X"
k=1 k=1

Soitavec G, =Y P(T,=k)X"*,donc G,'=> kP(T,=k)X"" :

k=1 k=1

NG, =(X-X*)G'+NXG,

b. Remarquons que GT” )= ZP(Tn =k)t*, mais si k > min(n,N), P(T,=k)=0, donc:
k=1

min(n,N)

G, ()= Y, P(T,=ki".

k=1

n N
Et,si n>N, Y P(T,=k)X"=0,donc G,(X)=) P(T,=k)X", et ainsi :

k=N+1 k=1

G,(X)= mm(f:N)P(Tn =k)X*
k=1
Finalement, on a :
G, (0=G,(1).
Donc :
G,M=G, D=1 et G'®)=G,()=ET),).
En dérivant la relation obtenue dans la question précédente, on obtient :

NG,,'=(1-2X)G,'+(X-X*)G,"+NG,+NXG,' .

Et en évaluant en 1, on aboutit a :

NG,/ (D=-G'DH+NG,(D+NG, (1) < NET,,)=-ET)+N+NET).

Soit :

E(TM):(I—%)E(TH)+1

La suite (E(T,)) . est arithmético-géométrique.

ne

1 . . s
Comme xz(l—ﬁj)ﬁl équivaut a x=N, on pose u,=E(T,)—N. La suite (u,) .n€eN est alors

n—1
g . 1 . 1 )
géométrique de raison 1_ﬁ ,donc pour tout ne N, u, = (1 _NJ u,, Soit :

E(Tn)=N+(E(T1)—N)(1—%j N
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Or, T, est le nombre de numéros obtenus apres 1 tirage, donc on a toujours 7, =1 (7;(2) ={1} et P(T;=1)=1),

donc E(T))=1 et ainsi :

1 n-1
ET)=N+(1-N)|1-—
(T,) =N +( )( Nj

c. Enfin,ona:

Comme N >2,0na O<1—%<1,etdone:

lim ET) =
N—o+eo N

1

Exercice 4

1) Pour tout réel € >0, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a S, donne :

ves,)
P Y

S, —E(S,)|>¢)<

Or, comme les X, sont mutuellement indépendantes et suivent toutes la méme loi de Bernoulli de parametre p :

. E(Sn)=E[X1+'"+X"j: EX)+..+E(X,) _p+..+p _,
n n n
o V(S) zv(Mj =i2V(X1 +otX )= V(X1)+-'-2+V(Xn) _ ”P(lz—P) _prd-p)
n n n n n
Ainsi, pour tout réel €>0, 0< P(|Sn - p| 28) a2} d —Zp ) et d’apres le théoreme des gendarmes :
ne

lim P(|S,—p|=€)=0

n—+oo

2) Ona X (Q)=X,(2)={0,1}, donc Y, (Q) = {0,%,1} et, toujours avec la mutuelle indépendance des X, ,

et la loi de Bernoulli de parametre p :
PY,=0)=P(X,=0,X,,,=0)=P(X,=0)P(X,,, =0)=(1-p)’
P(Yn :%j: P(X,=0,X,,=D+P(X, =1X,, =0)

=P(X,=0P(X,,, =D+P(X,=DP(X,,, =0)=2p(1-Dp)
PY, =)=P(X,=1X,,=)=P(X,=DP(X,,, =)=p’

D’ou la loi :

Y 0 Yo 1

n

probabilité | (1-p)* | 2p(-p) | p*
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On a alors :
E(Y,))=0xP(Y, :0)+%><P(Yn =%)+1><P(Yn =) =pd-p)+p’.

Soit :

EY)=p

+X,\ EXX,)+EX,) p+p_
2 2 2 P

. . X
Remarquons que I’on aurait pu écrire E(Y,)=E ( -

3) Soient m,ne N tels que m<n et a,be {O,%,l}.On a:

PY, =aY =b)=P(X, +X,, =2a,X,+X,, =2b)
= > P(X,=iX,,=2a—i,X,=j.X,,,=2b-))

i,je{0,1}
Sim+l<n,alors X , X

X, etX,,, sontindépendantes, donc :

m? m+1? n+l

P(Y,=aY, =b)= > P(X,=DP(X
i,je{0,1}

> P(X,=iX,,=2a-)P(X,=j.X,,=2b-))
i,je{0,1}

=P(X,+X,,, =2a)P(X,+X,,, =2b)=P(Y, =a)P(Y, =b)

=2a—-i)P(X, = j)P(X,,, =2b—j)

m+1

Donc Y, et Y, sont indépendantes.

Par contre, si m+1=n, on a par exemple :

PY,=0Y, =0=P(X,=0X,,=0,X,,=0=1-p) #(1-p)'=P¥, =0)PY,,, =0).

m+1

Donc Y, et Y

m+1

ne sont pas indépendantes.

Finalement :

Y et Y sontindépendantes si et seulement si m+1<n.

4) Reprenons I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a 7, . Pour tout entier n >3 et tout réel €>0 :

V()

2

P(|S, - E(T,)|=z€)< -

E(Yl)+...+E(Yn):

Ona E(T))= p et:

V()= BT}~ BT =5 E((Y +..4Y,7 )~ p’
n

1
=—2E(le+...+1/nz+2 > Yin]—pz

n ISi<j<n

:%(E(x2)+...+E(Yn2)+2§E(YiYM)+2 > E(yl,y],)J_pz
n ;

i=1 1<i< j-1<n-1

Les Y, suivent toutes la méme loi, donc les ¥, et E(Y,*)=...=E(Y,).

1
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Les YY,, suivent toutes la méme loi, donc les ¥,* et E(Y,Y,)=..=E(Y,_Y,).

i+1
Dans la derniere somme, Y, et Y, sont indépendantes, donc E(YY,)=E(Y,)E(Y;) = p’et:

> E@Y)= > p= P2=(i(j—2)]pz=(n_ kjpzz—(”‘z)("—l)pz:n—3n+2pz.

n j-—
1<i< j-1<n-1 1<i< j-1<n-1 j=3 i=l 2 2

=

Ainsi :

2 _ 2 _ 2 2 _
n n n

. V(T )
Ainsi, lim V(T,)=0 et comme OSP(|Sn —E(Tn)|2€)s (2"),0n a bien, pour tout réel €>0 :

n—+oo €

lim P(|T,— p|=€)=0

n—>+oo

Exercice 5

1) Toutes les issues de 1’expérience « on place les boules dans n cases successives » sont équiprobables. En
supposant les boules distinctes (par exemple numérotées), on a n! cas possibles.

Ona X,(€)={0,1} pourtout i€ [l,n—1] et:

(X, =1) = « 11 y achangement de couleur entre la case i etlacase i+1 ».

Pour réaliser cela, il y a deux possibilités.
e 1% possibilité : on passe d’une boule blanche 2 une boule rouge.

Il faut choisir une boule blanche a placer dans la case i (il y a p possibilités pour choisir cette

boule) ; puis, pour chacune de ces possibilités, il faut choisir une boule rouge a placer dans la case
i+1 (il y a n—p possibilités pour choisir cette boule) ; enfin, pour chacun des couples boule

blanche/boule rouge choisi, il répartir les n—2 autres boules dans les n—2 cases restantes (il y a
(n—2)! possibilités).
Il y adonc en tout p(n— p)(n—2)! cas possibles pour réaliser cela.

2"% possibilité : on passe d’une boule rouge 2 une boule blanche.

De la méme maniere il y a (n— p)p(n—2)! cas possibles pour réaliser cela.

Ainsi :
P(x, =1)= 2= D=+ (1= Pp(i=t_2p(n=p)
n! (n—=Dn
Et:
2p(n=p)

X, suit une loi de Bernoulli de parametre

(n—Dn
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Soient i, je [1l,n—1] avec i # j (ce qui implique n>3).

Quitte a échanger i et j (X, X, =X ,X,), on peut supposer que 1<i< j<n-I.

Comme X,(Q)=X,(Q)=1{0,1},onaaussi X,X,(Q)=1{0,1}.

(X X ;= 1) = « Il y a changement de couleur entre la case i et la case i+1, et entre la case j et la case
J+1».

Ici, deux cas se présentent: j=i+1 ou j>i+1 (ce second cas ne peut se produire que quand n=>4,
p=2etn—p=2).

e [ cas. Comme dans la question précédente, il y a deux possibilités :

o boule blanche — boule rouge — boule blanche dans les cases i, j=i+1, j+1=i+2. En raisonnant
comme plus haut ( p possibilités pour la premiere boule blanche, p—1 pour la seconde et n— p
possibilités pour la boule rouge, puis (n—3)! possibilités pour placer les autres boules), on aboutit
a p(n—p)(p—1)(n-3)! cas possibles.

o boule rouge — boule blanche — boule rouge dans les cases i, j=i+1, j+1=i+2. De la méme

facon, on a (n— p)p(n— p—1)(n—3)! cas possibles.

Il y a ainsi p(n—p)(p—1)(n=-3)!+(n—p)p(n—p-1)(n-3)!= p(n—p)(n—2)! cas possibles. Avec
toujours n! cas possibles, on obtient :

P(X,X _1)_p(n—p)(n—2)!_2p(n—p)
A n! - (n-Dn

o 2"cas. 1l y a ici quatre possibilités.

o I°° possibilité : boule blanche (B) — boule rouge (R) dans les cases i,i+1 et boule blanche (B) —
boule rouge (R) dans les cases j, j+1.

| .. |B|R]|] .. |B|R|
i i+l j o j+l
o 2°™ possibilité :
B R R B
i i+l i g+l
o 3°™ possibilité :
R |B| .. | B[R]
i i+l S
o 4°™ possibilité :
R B R | B
i i+l j g+l

Toujours avec le méme raisonnement que plus haut, dans chacun des quatre cas, il faut choisir deux boules
blanches avec ordre ( p(p—1) possibilités), choisir deux boules rouges avec ordre ((n—p)(n—p-1)
possibilités) et placer les n—4 boules restantes ((n—4)! possibilités).

On obtient en tout 4p(p—1)(n—p)(n—p—1)(n—4)! possibilités.
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Avec toujours n! cas possibles, on obtient :

_4p(p=D(n=p)n-p-H(n-4H!

P(X,X,=1) py

Ainsi :

2p(n—p)
(n—Dn
4p(p—D(n—p)n—p-1)
n(n—1)(n-2)(n-3)

quand j =i+1
X, X ; suit une loi de Bernoulli de parametre

quand j >i+1

n—1
2) Ona N = Z X, et par linéarité de I’espérance :

E(N) =nZ_1‘,E(X,.)=nZ_1:P(X,. =1)=(n-DP(X,=1).

Soit :

E(N) = 2p(n—p)

n

On suppose ici n>4, p>2etn—p>2.0na(avec X/ =X,):
n—1 2 n—1 n—1 n—-2
N? :(Zx,} =D X242 ) XX, =) X +2) XX, +2 D> XX,.
i=1 i=1 1<i<j<n-1 i=1 i=1 1<i<i+l< j<n-1
Donc, a nouveau par linéarité de 1’espérance :

E(N*) = EE(XI.)+2”Z_%‘E(XZ.XM)+2 > E(XX)

i=1 i=1 ISi<i+l<j<n-1

:nip(xi :1)+2nf:10(xixi+l =1)+2 > P(xX,=1)
i=1 i=l

1<i<i+l<j<n-1

S 2p(n=p) 2”2‘3‘ 2p(n=p) _, > 4p(p=D(n—p)n—-p-1)
w (n—Dn o (n=Dn 1<i<i+l< j<n—1 n(n—1)(n—-2)(n-3)
_2p(n—p)n-1 4 2p(n—p)n-2) 4 dp(p—D(n—p)n—p-1) (n-3)(n-2)
(n=Dn (n—Dn nn—-H(n-2)(n-3) 2
_2pn- P[3(n-2)+2(p-D(n—p-1)]
nn—-1)

Avec la formule de Koenig-Huygens, on obtient :
2p(n—=p)[3(n=2)+2(p-1)(n-p-1)] _(Zp(n—p)jz
nn—1)

_2pn=p)[3n=2)n+2n(p-D(n-p-1)-2(n-1)pr-p)
n(n—1)

V(N)=E(N*)—E(N)* =

n

n

Soit :

2p(n—p)(n2 —4n+2np—2p2)
n*(n-1)

V(N)=
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Exercice 6

1) Quand N =j avec je N, la réaction a produit j électrons. Chaque électron a une probabilité p d’étre
efficace (donc 1—p de ne pas I’étre), indépendamment des autres. On est en présence d’un schéma de
Bernoulli e :

Le nombre X d’électrons efficaces suit une loi binomiale de parametres j et p.

2) Pour tout (j,k)e N*,ona P(N=j,X =k)=0 quand k> j etquand k< j :
Y ) M) ok
P(N=j,X=k)=P(N=)F,_ (X =k)=e e p(d=p) .

Soit, pour tout (j,k)e N :

ikl — p)i*
. e_x—}L pa-p) quand k< j
P(N=j,X=k)= kI(j—k)!
0 quand k > j

3) D’apres la formule des probabilités totales, on a alors pour tout ke N :

o AMptd-p)y™ L p NSV A-p)

P(X=k)=Y P(N=j,X=k)= — -, :
,Z? jz;‘ k'(j—k)! k! = (-0
et (Pk)k i 7‘(1 o (Pk)k MmP) = pm P2 (Pk)k
= k! k!

Ainsi :

X suit une loi de Poison de paramétre pA.

On a immédiatement :

E(X)=V(X)=p\

Remarquons que I’on montre comme pour X que Y suit une loi de Poison de parametre (1 — p)A.

4) Soit (k,k")e N*.Ona X +Y =N, donc :

2 kk+k'pk (1_ p)k'
k'k"

P(X =k, Y=k")=P(N=k+k' . X=k)=e
Et :

K . . o .
_—y (Pk)k o (- ((1—p)7») — o PP }Vkpk?bk (I_P)k — A Pk (1_P)k
k! k" k'k" k'k"

Donc, pour tout (k,k"Ye N*, P(X =k,Y =k')= P(X =k)P(Y =k'), ce qui prouve que :

P(X=k)P(Y =k)=e

X et Y sont indépendantes.
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5) Ona:

cov(X,N)=cov(X,X +Y)=cov(X,X)+cov(X,Y)=V(X)+cov(X,Y).

Et comme X et Y sont indépendantes, cov(X,Y)=0. Ainsi :

Exercice 7

cov(X,N)=V(X)>0

1) Les colonnes de M sont XU, ..., X U, donc toutes proportionnelles a U. Alors, le rang de M vaut au plus 1.

Ainsi, les valeurs possibles de rg (M) sont O et 1. De plus :

Donc, comme les X, sont des variables de Bernoulli de méme parametre p et mutuellement indépendantes :

Ainsi :

rgM)=0 & U=0 & X =..=X, =0.

P(rg(M)=0)=P(X,=0,..,X,=0)=P(X,=0)... P(X,=0)=(1-p)".

La variable rg (M) suit une loi de Bernoulli de parametre 1—-(1— p)".

Les coefficients diagonaux de M sont les X*, donc tr(M)=) X .

i=1

Or, comme pour tout i€ ﬂl,n]], X.=0oul,ona Xl.2 = X, et ainsi, tr(M)zZXi.

i=1

Enfin, la variable Z X, suit une loi binomiale de parametres n et p, donc :

2) Si M est une matrice de projection, alors rg (M )=tr(M).Comme rg (M )=0 ou 1, on obtient :

i=1

La variable #r (M) suit une loi binomiale de parametres n et p.

r(M)=) X,=0oul & M=0,0uE,

i=1

ol E;, est la matrice de la base canonique de M, (R) dont tous les coefficients sont nuls sauf celui au

croisement de la colonne i et de la ligne i qui vaut 1.

Réciproquement, si M =0, ou E,,, alors on a immédiatement M*> =M , donc M est une matrice de projection.

Ainsi, M est une matrice de projection si et seulement si tr(M) <1 et comme #r (M) suit une loi binomiale de
parametres n et p, la probabilité d’un tel évenement est :

Finalement :

P(tr(M)<1)=P(tr(M)=0)+P(tr(M)=1)=(1-p)" +np(1—-p)"".

La probabilité que M soit une matrice de projection est (1+(n—1)p)(1- ).
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X 1
3) Onaici U =( lj etV :(1], donc U'V = X, + X, (enidentifiant M, (R) et R). Alors :

2
S=VMV=VUU'V=UV)'U'V=(X,+X,)"=X"+X,+2X X, =X, + X, +2X X,

car X,=0oul,donc X/ =X,.

On a alors :
E(S)=E(X))+E(X,)+2E(X,X,)= E(X,)+E(X,)+2E(X,)E(X,)=2p+2p*.
Et:
E(S)=E((X, +X,+2X,X,)’ )= E(X?+ X +4XX] +2X, X, +4X X, +4X X; )
=E(X,+X,+4X X, +2X X, +4X X, +4X,X,)=E(X, + X, +14X X,)
= E(X,)+ E(X,)+14E(X,X,) = E(X,)+ E(X,) +14E(X)E(X,)=2p+14p’
Donc :

V(S)=E(S*)-E(S)’=2p+14p> —4p*(1+ p)*.

Finalement (apres factorisation), on obtient :

E(S)=2p(+p) et V(S)=2p(1-p)1+6p+2p°).

A A A A A A A A A A A A A AN AN A AN A A A A A AN A AN AN A AN AN A AN A A AN A AN AN A AN AN
A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN A A AN AN

Exercice 8
. . 1 1 1
1) Ona X(Q)=N"etpour ne N, 0<—<1<net P Sy =P(X =n)20,donc:
n n
OSlP(izlanP(in).
n \X n
s s . ‘o . . 1 I 1
Comme X est d’espérance finie, la série ZnP(X =n) converge et par comparaison, la série Z—P X =—
n n

converge, ce qui prouve que :

1 ‘ _
e est d’espérance finie.

. . . . 1
2) Si X suit une loi géométrique de parametre p e ] 0,1 [, ona E(X)=— et:
p

T\, 1 1) 1 A NL g P A= p
E(Xj—z P(X j z P(X n) Zn(l p)p l—pz 1 Inp.

n21 1 n n21 1 n2l n2l n p
Alors :
E(ij— L __» Inp—p=—-L (Inp+1-p).
X ) EX) I-p I-p

. L. e 1 I-x ) ..
La fonction g:x+>Inx+1—x est dérivable sur ]0,1], de dérivée x> ——1=——, strictement positive sur
X X

]0,1], donc g est strictement croissante et g(1)=0, donc g(x) <0 sur ]0,1].
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Ceci permet de conclure que E (%) ! __P (Inp+1-p)=0 etdonc que:

TE(X)  1-p
E(X) X

. A s . 1 1
3) Toujours graicea X(Q)=N ,ona 0< W <JXx <x , €t on montre comme plus haut que JX et — ont

Ix

des espérances finies. L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a JX et L donne alors :

Jx
E(\/Yij <ENX)E (LJZ e |[Em|=1< E(X)E(ij.
Jx Jx X
Et comme E(X) >0, on obtient bien dans le cas général :
L . E(ij
E(X) X
Exercice 9
Tel qu'indiqué posons ¥ =1,,,, v, » la variable aléatoire indicatrice de I’événement (X 2AE(X)).

Onaalors E(Y)=P(X 2AE(X)) etcomme Y =Y*, E(Y*)=P(X 2AE(X)).
L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a X et Y donne :

E(XY)) <E(X*)E(Y?)=E(X*)P(X 2AE(X)).
Comme X est positive et E(X?*)#0 (par hypothése), ona E(X*)>0 et donc :

E(XY)?

P(X 2ME(X))> EO0)

@)

Notons Z=XY,ona Z(.Q.)={O}U(X(Q)ﬁ[7uE(X),+°°[) donc :

E(XY)=EZ)= ) zP(Z=2)= Y, xP(X=1x)

€Z(Q) xe X (Q)

X2AE(X)
= Y xP(X=x)—- ) xP(X=x)=E(X)- Y, xP(X=x)
e SER) SAE )

Or, X est a valeurs positives, donc E(X) =0 et:

> xP(X=x)< D, ME(X)P(X=x)< Y AE(X)P(X =x)=AE(X) Y P(X=x)=ME(X).

XX (Q) XX (Q) XX (Q) XEX(Q)
X<AE(X) X<AE(X)

Donc, — Z xP(X =x)>2—AE(X) et ainsi :

xeX (Q)
X<AE(X)

E(XY)2 E(X)=AE(X)=(1-NE(X).
Comme X est a valeurs positives et Ae |0,1[,ona E(XY)20 et 1-A)E(X)>0, et ainsi :

E(XY)Y'=2(1-A)’E(X)*.
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Avec E(X*)>0, I’inégalité (1) donne alors immédiatement :

(1-A)’E(X)’

P(X 2AE(X))2 2X7)

Exercice 10

Ona u,(X)= Y (x—EX))'P(X =x).

1y

2)

3)

4)

X (Q)

1o (X) = EQ)., soit [, (X) =1].

m(X)=E(X -E(X))=E(X)-E(X), soit |,(X)=0].

10,(X) = E((X —E(X))z), soit [, (X) =V (X)].

X ~ #(p). Théoreme du transfert :
u(X)=(=p) P(X =0)+(1-p)' P(X =1)=(=p)= p)" + p(i-p)'|

Ona:
1, (X +Y)=E((X YY—E(X +Y))2):E((X—E(X)+Y—E(Y))2)

:E((X—E(X))2+2(X—E(X))(Y—E(Y))+(Y_E(Y))2)

= E((X - EC)))+2E((X - ECO)(Y - EW)))+E((Y - EW))’)

=cov(X,Y)=0 car X etY indépendantes

= 11, (X) + 1, (V)|

La réciproque est fausse en général.

Exemple : Si on prend la variable X suivant la loi ci-dessous et ¥ = X :

X |-1]0] 1 Y | 0 | 1
p 1025[05]025 p | 05105

Ona E(X)=0, E(Y)=0,5, E(XY)=E(X’)=E(X)=0 et:
E((X-EX))(Y-E®)))=E(XY)-E(X)E(Y)=0.

Donc, u,(X +Y)=u,(X)+u,(Y), mais les variables X et ¥ ne sont pas indépendantes :
p(x:o)p(y:o):i et P(X=0,Y:0):P(X:0)=%.
Onaonpose Z=X-E(X)et W=Y—-E(Y) :

(X +Y)=E((X +Y-E(X +Y))')=E((Z+W)')

=E(Z’+32°W +3ZW* +W* ) = E(Z*)+3E(Z’W)+3E(ZW*) + EW*)

=E(Z)+3E(Z )EW)+3E(Z)EW?*)+ E(W?) (car Z et W indép.)
=u,(X)+u,(Y)| (car E(Z)=EW)=0)

La réciproque est fausse en général.
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Exemple : Si on prend le méme exemple que ci-dessus, on a :

X+Y—E(X+Y):X+X2—% -—

N | w

p 0,750
1, (X)+p,(Y) = E(Z )+ E((Y —E(Y))’) =0

I
(7

(X +Y)=E(X +Y - E(X +Y)):E(X+X2—%j=—%x0,75+%x0,25:0

Donc, u,(X +Y)=pu,(X)+pu,(Y), mais X et ¥ non indépendantes.
5) X~ Z(p)etY ~%(p),XetYindépendantes. Théoréeme du transfert :
(X +Y)=E((X+Y-2p)")
=(=2p) P(X+Y=0)+(1-2p) P(X +Y =1)+(2-2p) P(X +Y =2)
=(1-p)(=2p) +2p(1-p)A-2p)" + p*2°(1-p)
Alors :
1 (X +Y) = (1, (X) + 1, (1))

=(1-p)’(=2p) +2p(1- p)(1-2p)* + p*2 (1= p)* =2[ (1= p)(= p)* + p(1-p)" |
Avec pzé :
u (X +Y)_(‘Uk(X)+:Uk(Y))
= (1= p)*(=2p)" +2p(1=p)(1=2p)" + p*2° (1= p)* =2[ (1= p)(= p) + p(1-p)* |
TG
3)0 3) '\3)(3) (3 3 30 3) 33

e [22k +(4(— 1 —6)><2" +4-12(- 1)’<}

1 |2*-2x2°-8  quand n est pair
2°% ~10x2" +16 quand n est impair

__ (2k _4)(2k +2) quand n est pair
3k+2 (zk _8)(2k - 2) quand n est impair

Donc u, (X +Y)—(p, (X)+u,(Y))#0 quand k >4.



